
9. INTEGRALE MULTIPLE 
 

9.2. Exerciţii rezolvate 

 

Exerciţiul 9.2.1. Să se calculeze integralele: 

a)  
D
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x
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Exerciţiul 9.2.2. Să se calculeze dxdyyx
D

  22
, unde D este triunghiul cu vârfurile O(0, 0), A(1, -1) 

şi B(1, 1). 

 

Soluţie.  Domeniul D este simplu în raport cu axa Oy (vezi figura) deoarece o dreaptă x = k, k (0, 1) 

intersectează pe D după un interval. 

 
Dreptele OA şi OB au ecuaţiile: 
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Deci: OA: y = - x 

          OB: y = x 

Atunci domeniul D pe care se calculează integrala dubă este  

D = {(x, y) R
2| 0 ≤ x ≤ 1, -x ≤ y ≤ x} 
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Putem aplica deci formula din exerciţiul 11.2.2. pentru a = 0, b = 1,  

φ1(x) = - x, φ2(x) = x. 

 Avem dxdyyx
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Exerciţiul 9.2.3. Să se calculeze 
D

y

x

dxdye , unde D este triunghiul OAB, limitat de parabola y2 = x şi 

dreptele x = 0, y = 1. 

 

Soluţie. Domeniul D este simplu în raport cu axa Ox (vezi figura) deoarece o dreaptă y = k, k (0, 1), 

intersectează pe D după un interval. 

 
Domeniul D este caracterizat de : 

D = {(x, y) R
2| 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y2} 

Aplicăm formula din exerciţiul 11.2.3. pentru c = 0, d = 1, ψ1(y) = 0, 

ψ2(y) = y2 . 
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Exerciţiul 9.2.4. Să se calculeze următoarele integrale duble, pe domeniile indicate: 

a) dxdyyx
D

  )( 22
, D fiind domeniul limitat de cercul de ecuaţie x2+y2= 2ax ; 
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c) dxdyyyx
D

  )( 22
, D fiind domeniul limitat de axa Ox şi de porţiunea din cardioida r = a(a + cosθ), 

situată deasupra axei Ox. 

 

 Soluţii.  a) Ecuaţia cercului ce limitează domeniul D se mai poate scrie:  

(x - a)2 + y2 = a2, deci ea defineşte cercul cu centrul în punctul de coordonate (a, 0) şi de rază a. Este  
convenabil să folosim coordonatele polare pentru calculul integralei duble date. 

 Facem aşadar schimbarea de variabile (x, y) → (r, θ), dată prin transformarea 
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Noul domeniu de integrare (domeniul transformat) este: 

D* = {(x, y) R
2| 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π}. 

Jacobianul acestei transformări este:  
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b)Trecem la coordonate polare generalizate: 
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Domeniul transformat este: D* = {(r, θ) R
2| 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}. 

Jacobianul transformării este: 
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Aşadar, integrala devine: 
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c) Trecem la coordonate polare: 
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iar D
*
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D* = {(r, θ) | 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ a(1 + cos θ)}. 
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Avem (x2 + y2)y = r3sinθ şi J = r. Deci: 
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Exerciţiul 9.2.5. Să se calculeze aria interiorului elipsei de ecuaţie: 

(x - 2y +3)2 + (3x + 4y -1)2 = 100 

Soluţie.  Folosim formula: Aria (D) = 
D

dxdy  , unde D este interiorul elipsei. 

 Efectuăm schimbarea de variabilă (x, y) →(u, v) dată prin: 
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Pentru calculul acestei din urmă integrale trecem la coordonate polare:
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Exerciţiul 9.2.6. Să se calculeze masa unei plăci plane D, limitate de  

x + y = 3, xy = 2 şi a cărei densitate este ρ(x, y) = xy. 

Soluţie. M = 
D

dxdyyx ),(  = 
D

xydxdy . Domeniul D poate fi caracterizat astfel (aşa cum se vede din 

figură): 
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Exerciţiul 9.2.7. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al plăcii plane omogene din figura de 

mai jos, limitat de curba y = sin x şi dreapta OA care trece prin origine şi punctul A 
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Exerciţiul 9.2.8. Să se calculeze momentele de inerţie în raport cu axele de coordonate pentru placa 

omogenă mărginită de curbele y = x2, x = y2. 

Soluţie.  



 
Domeniul D este caracterizat de: 

D = {(x, y) R
2|0 ≤ x ≤1, x2 ≤ y  ≤ x } 
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Exerciţiul 9.2.9.  Să se calculeze următoarele integrale: 

a) 
 

dxdydz
zyx 1

1
, unde 

 Ω = {(x, y, z) R
3|0 ≤ x ≤1, 0 ≤ y  ≤1, 0 ≤  z  ≤1} 

 

b) 


xyzdxdydz , unde 

Ω = {(x, y, z) R
3|0 ≤ z ≤1 – x- y, 0 ≤ y  ≤1 - x, 0 ≤  x  ≤1} 

D 

x 0 

y 

1 

1 



Soluţii. a) Avem: 


 

dxdydz
zyx 1

1
 = dzdydx

zyx
  





























1

0

1

0

1

0 1

1
 = 

   dzdyzyx
x

x  













1

0

1

0

1

0

2/1
21  =  

= 2   dzdyzyzy  









1

0

1

0

2/12/1  )1()2(  =  

= 2 dzzyzy

y

y



















1

0

1

0

2/32/3

3

2
)1(

3

2
)2(  = 

=  dzzzzz 

1

0

2/32/32/32/3 )1()2()2()3(
3

4
 = 

= 

1z

0z

2/52/52/52/5

5

2
)1z(

5

2
)2z(

5

2
)2z(

5

2
)3z(

3

4












  

=  12232334
5

2

3

4 2/52/52/52/52/52/52/5   = 

=    32721231
15

8
12334

15

8 2/52/72/5  . 

b) 


xyzdxdydz = dxdy
z

xydxdyxyzdz

yxz

zDD

yx 





  











1

0

21

0
2

=  

  
D D

dxdyxyyxyxxydxdyyxxy )2221(
2

1
)1(

2

1 222

 

 =  
D

dxdyyxxyyxxyyxxy )222(
2

1 222233
, 

unde D = {(x, y) R
2: 0 ≤ y ≤1 - x, 0 ≤ x  ≤ 1} 

Prin urmare,  




xyzdxdydz  = dxdyyxxyyxxyyxxy

x

  









1

0

1

0

222233 )222(
2

1
 

= dx
y

x
y

xyx
y

x
y

x
y

x

xy

y






























1

0

1

0

3
2

3
22

42
3

2

3
2

3
2

4222

1
 

 









1

0

32242
3

2 )1(
3

2
)1()1(

4
)1(

2
)1(

22

1
dxx

x
xxx

x
x

x
x

x
= 

 

1

0

5432 )464(
24

1
dxxxxxx  = 



= 
720

1

65
4

4
6

3
4

224

1
1

0

65432











xxxxx
 

 

Exerciţiul 9.2.10.  Să se calculeze următoarele integrale: 

a) dxdydzzyx


 )( 222
, unde Ω este domeniul mărginit de sfera  

x2 + y2 + z2 = 12 şi paraboloidul x2 + y 2 = 4z; 

b) dxdydzyx


 22
, unde  

Ω = {(x, y, z) R
3:  x2 + y2  ≤ 9, z  ≥ 0, x + y + z ≤ 6} 

 

Soluţii. a) Cele două suprafeţe se intersectează după cercul: 

(C): 









2

822

z

yx
. Evident 0 ≤ z ≤ 2 3  

 
Aplicăm deci formula: 

dxdydzzyx


 )( 222
 = dzdxdyzyx

zD

 















32

0

222 )( , 

unde Dz este proiecţia pe planul xOy a unei secţiuni făcute în Ω cu un plan  

z = z0, z0   [0, 2 3 ]. Dz, este caracterizat de: 

(


zD ): x2 + y2 ≤ 4z, dacă z   [0, 2] şi 

           (


zD ): x2 + y2 ≤ 12 – z2 , dacă z  [2, 2 3 ] 

Deci dxdydzzyx


 )( 222
 = dzdxdy)zyx(

2

0 'D

222

z

 













  +  

+ dzdxdy)zyx(

32

2 ''D

222

z

 













  

 Pentru calculul integralelor duble folosim coordonatele polare, întrucât (


zD ) şi (


zD ) sunt 

discuri. 

 Pentru prima integrală dublă avem: 













sin

cos

ry

rx
, r [0, 2 z ], θ   [0, 2π], iar jacobianul este J = r. 

2 3  

0 y 

x 

z 

2 



Deci,  

  














zD

z2

0

22

z2

0

2

0

22222 dr)zr(r2drrd)zr(dxdy)zyx(  = 

2π )2(4
24

2

2

0

2
2

4

zz
r

z
r

zr

r















 . 

Pentru cea de a doua integrală dublă, avem: 













sin

cos

ry

rx
, r[0, 

212 z ], θ[0, 2π]. 

Deci,  

  














zD

z

drrdzrdxdyzyx

212

0

2

0

22222 )()( 


 = 

= 2 π 




212

0

422 )144(
2

)(

z

zdrzrr


 

Aşadar, 

dxdydzzyx


 )( 222
=   

2

0

32

2

42 )
6

97
318(

5

32
)144(

2
)2(4


 dzzdzzz . 

b) Suntem îm situaţia a doua de la exerciţiul 9.3.2. pentru  

D = {(x, y) R
2:  x2 + y2  ≤ 9}, φ1(x, y) = 0 şi φ2(x, y) = 6 – x – y 

Aplicăm deci formula adecvată, adică: 

.

),(

),(

2222
2

1

dxdydzyxdxdydzyx
D

yx

yx

 





















 

Deci 

dxdydzyxdxdydzyx
D

yx

 

















6

0

2222
 

  
D

dxdyyxyx 622  

Calculăm această integrală prin trecere la coordonate polare. Avem: 













sin

cos

ry

rx
, r [0, 3]; θ[0, 2π]. 

  
D

dxdyyxyx 622 = 


ddrrrr  









2

0

3

0

2 )sincos6(  = 

































d
rrr

r

r

2

0

3

0

443

sin
4

cos
43

6  




108sin
4

3
cos

4

3
54

2

0

44









 d  

 

Exerciţiul 9.2.11. Să se calculeze următoarele integrale triple: 



a) 


 dxdydzzyx )( 222
, unde  

Ω = {(x, y, z) R
3: y2 + z2 ≤ x2, x2 + y2  + z2 ≤ 4, x ≥ 0}; 

b) 


zdxdydz , unde Ω este domeniul limitat de conul  

z2 = )( 22

2

2

yx
R

h
  şi planul z = h; 

c) dxdydz
c

z

b

y

a

x




2

2

2

2

2

2

1 , unde Ω este domeniul mărginit de elipsoidul 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Soluţii. a) Este convenabil să folosim transformarea: 





















sinsin

cossin

cos

rz

ry

rx

 

Noile variabile de integrare sunt r, θ, φ, iar pentru a determina domeniul Ω* (domeniul transformat), 

înlocuim x(r, θ, φ), y(r, θ, φ), z (r, θ, φ) în inecuaţiile ce definesc domeniul Ω. 

 
 

Din x2 + y2 + z2 ≤ 4 rezultă r2 ≤ 4, deci r   [0, 2]. 

Din y2 + z2 ≤ x2 deducem că r2sin2θ ≤ r2cos2 θ, adică sin2 θ ≤ cos2 θ, ceea ce este echivalent cu sin2 θ ≤ 
2

1
.  

    (1) 

Din x ≥ 0 rezultă r cos θ ≥ 0, adică cos θ ≥ 0, de unde θ 








2
,0


 .   (2) 

Din (1) şi (2) avem θ 








4
,0


. 

Deci Ω* = 

















 ]2,0[,

4
,0],2,0[|),,( 


 rr . 

Jacobianul transformării este: 

J = 









































zz

r

z

yy

r

y

xx

r

x

 = 







cossinsincossinsin

sinsincoscoscossin

0sincos

rr

rr

r





 = r2 sin θ. 

0 y(x) 

x(z) 

z(y) 

2 

2 

2 



Integrala de calculat devine: 

    


























2

0

2

0

4/

0

4

4/

0

2

0

4 sin2sin drdrdrddr

 

 = 

= 2π    




2

0

4

2

0

4/

0

4 )22()cos( drrdrr 



= 

= π(2 - 2 )
5

)22(2

5

5
2

0

5 







r

r

r
. 

b) Domeniul pe care se face integrarea este: 

 
Este convenabil să folosim coordonatele cilindrice: 















zz

ry

rx





sin

cos

 

Avem z   [0, h], θ   [0, 2π] iar z2 ≥ 
2

2

R

h
(x2 + y2) ne dă r   









h

zR
,0 . 

Aşadar, Ω* = ]},0[],2,0[,0|),,{( hz
h

zR
rzr   . 

Jacobianul este: 

rr

r

z

zz

r

z
z

yy

r

y
z

xx

r

x

zrD

zyxD










































100

0cossin

0sincos

),,(

),,(











 

Integrala devine: 

   






































h

0

h?zrr

0r

h

0

2h

0

h/zR

0

h/zR

0

2

0

dz
2

r
z2dzzrdr2dzdrzrd = 

= 2π   









h hh
hR

dzz
h

R
dz

h

Rz
dz

h

Rzz

0 0

22
3

2

2

2

23

0

2

22

42


  

d)Vom folosi coordonatele sferice generalizate, adică: 

h 

0 y 

x 

z 























cos

sinsin

cosarcsin

crz

bry

x

 

Avem Ω* = {(r, θ, φ) | r[0, 1], θ[0, π], φ[0, 2π]} iar 

),,(

),,(

rD

zyxD
 = abcr2 sin θ. 

Integrala devine: 

    

1

0 0

1

0 0

22

2

0

22 sin121sin

 

 drdrrabcdrddrabcr  = 2πabc 

   




1

0

22

1

0

0

22 14)cos(1 drrrabcdrrr 



. 

Pentru calculul acestei din urmă integrale facem schimbarea de variabilă  

r =sin t . 

Deci   

2/

0

22

1

0

2/

0

2222 cossincossin1sin1



tdtttdtttdrrr = 

=    




2/

0

2/

0

2/

0

2 )4cos1(
8

1

2

4cos1

4

1
2sin

4

1
  

dttdt
t

tdt  

= 
16

0
28

1

4

4sin

8

1
2/

0























t
t . 

Deci: dxdydz
c

z

b

y

a

x




2

2

2

2

2

2

1  

= 4πabc  

1

0

2
22

416
41

abc
abcdrrr


 . 

 

Exerciţiul 9.2.12. Să se calculeze volumul corpului mărginit de paraboloidul x = 
169

22 zy
  şi planul de 

ecuaţie x = 2. 
Soluţie. Corpul Ω al cărui volum trebuie să-l aflăm, este reprezentat în figura următoare: 

 
Vom folosi coordonate cilindrice generalizate: 



















sin4

cos3

rz

ry

xx

, x[0, 2], θ[0, 2π]. 

0 y 

z 

x 

2 



Din x ≥ 
169

22 zy
  rezultă că x ≥ r2, deci 0 ≤ r ≤ x . 

Aşadar, Ω
*
= {(r, θ, x) | 0 ≤ r ≤ x , θ[0, 2π], x[0, 2]}. 

Jacobianul transformării este : 
),,(

),,(

xrD

zyxD


 = 12r. 

Volumul este:  

Vol(Ω) =   
  


*

12
),,(

),,(
drdxrddrdxd

xrD

zyxD
dxdydz 


 = 

= 24 π   
































2

0

2

0

2

0 0
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Exerciţiul 9.2.13. Să se calculeze masa corpului Ω, mărginit de sfera  

x2 + y2 + z2 = 10z, ştiind că densitatea în fiecare punct este: 

ρ(x, y, z) = 
222

1

zyx 
. 

Soluţie. Se aplică formula M = 


dxdydzzyx ),,( . 

 
 Avem z   [0, 10] şi (Dz): x

2 + y2 ≤ 10z – z2. 

Deci M = dzdxdyzyx

zD

 












10
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Pentru calculul integralei duble folosim coordonatele polare. Deci 



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







sin
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ry
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, iar Dz

* = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 

210 zz  , θ [0, 2π]} 

Avem, aşadar : 
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=  π ln (10z) – π ln (z2). 

Deci, M =   
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Exerciţiul 9.2.14. Să se determine coordonatele centrului de greutate ale segmentului cilindric omogen: 

Ω = {(x, y, z) R
3: x2 + y2  ≤ 9, 0 ≤ z ≤ 2y} 

Soluţie. Corpul fiind omogen, funcţia ρ este constantă. 

Deci, xG = 





xdxdydz
v )(

1
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
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1
. 

Notând D = {(x, y) R
2: x2 + y2  ≤ 9, y ≥ 0}. Avem: 
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Rezultă xG = 0; yG = zG = 
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Exerciţiul 9.2.15.  Să se calculeze momentele de inerţie în raport cu planele de coordonate ale corpului 

material omogen, limitat de suprafeţele 
2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
  şi z = c. 

Soluţie. IxOy = 


dxdydzz 2
 (corpul fiind omogen, considerăm densitatea egală cu unitatea). 

 Trecem la coordonate cilindrice generalizate: 
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