9. INTEGRALE MULTIPLE
9.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 9.2.1. Sa se calculeze integralele:

X2
a) IDI1+ y2 dydx , unde D={(x,y) €R}0<x<1,0<y<1}

2
b) ﬂ%dydx ,unde D = {(x, y) ERZ\ 1<x<2,
D

Soluie. a) [ < dyox = iﬁ s ; dy}dx ::sz -arctg y Iﬁ]i =
D 0 0

1+ y? | l+y
1 3 x=1
J‘Xz-de:z-X— 21
5 4 4 3|, 12
X2 2[ % g2 2 NG y=x
b) .U—zdydx :I{J'de dx:_[ —7 1 dx =
D 1[1/x 1 ==

Exercitiul 9.2.2. Si se calculeze J. X% = y?dxdy, unde D este triunghiul cu varfurile O(0, 0), A(1, -1)

D
si B(1, 1).

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu axa Oy (vezi figura) deoarece o dreapta x =k, ke (0, 1)
intersecteaza pe D dupa un interval.

yt
|>|<
1 B
0|\P|1 X
-1 A

Dreptele OA si OB au ecuatiile:

y-0 _x-0 .

OA: = ,adicd OA: -y =X
-1-0 1-0
y-0_x-0 .

OB: —— = ,adicd OB: y = x.
1-0 1-0

Deci: OA:y =-X
OB:y=x

Atunci domeniul D pe care se calculeaza integrala duba este
D={(x,y) €rR]0<x<1,-x<y<x}



Putem aplica deci formula din exercitiul 11.2.2. pentrua=0,b=1,
91(X) = - X, P2(X) = X.

Avem J‘J.w/x2 — y2dxdy = Jl'ﬁwlxz — yzdy}dx.
D 0 x
Calculdm intai F(x) = j(-\/ x% — y?dy . Observam ci functia

g(y) = 4/ X — y2 este para, adica g(-y) = g(y). Atunci rezulta:

F(x) = 2.[1/x —y’dy = zjm

y=X X
+2J'y-(1/x2—y2)dy

—2.[1/X -y dy—nx —F(x)

y

= 2x% arcsin =
X

y=0

—2X 2

7ZX2
Deci F(x) = nx’ — F(x), de unde F(x) = = -

3|1

Asadar jj\/x —y2dxdy = jF(x)dx -IﬂXde_% X?
0

z
1

X

Exercitiul 9.2.3. Si se calculeze J.J. e’ dxdy , unde D este triunghiul OAB, limitat de parabola y* = x si
D
dreptelex =0,y = 1.

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu axa Ox (vezi figura) deoarece o dreaptd y = k, ke (0, 1),
intersecteaza pe D dupé un interval.

yA
B A
107 =k
0 1 'x

Domeniul D este caracterizat de :
D={(x,y) €R}0<y<1,0<x<y?}
Aplicam formula din exercitiul 11.2.3. pentruc =0, d =1, y1(y) = 0,
va(y) =y
y2 X

Avem deci J] e’ dXdy I Ie Ydx [dy .



2 x X

y - — _y2
Calculam F(y) = .[eydx:ey Y | =€’y =y sideci:
0

L

y 1
gededy = iF(y)dy i(yey -y)dy = !y(ey)’dy—y?O
1

1
1 1 1 1
:yey‘ —jeydy—— = e—ey‘ -===
o ) 2 L2 2
Exercitiul 9.2.4. S3 se calculeze urmatoarele integrale duble, pe domeniile indicate:
a) .U (X2 + y2 )dxdy , D fiind domeniul limitat de cercul de ecuatie x*+y?= 2ax ;

D
2 2 2 2
X X
b) J] ) [1- — = y—dedy , D fiind domeniul limitat de elipsa de ecuatie — + y—2 =1,
5 a~ b a® b

c) J] (x* +y?) - ydxdy , D fiind domeniul limitat de axa Ox si de portiunea din cardioida r = a(a + cos0),
D

situata deasupra axei OX.

Solutii. a) Ecuatia cercului ce limiteaza domeniul D se mai poate scrie:

(x - a)* + y* = @, deci ea defineste cercul cu centrul in punctul de coordonate (a, 0) si de razi a. Este
convenabil sa folosim coordonatele polare pentru calculul integralei duble date.

) o ) X—a=rcosé
Facem asadar schimbarea de variabile (x, y) — (r, 0), datd prin transformarea .
y=rsind
y A
a |-
"
e |-
0 a 2a X
-a

Noul domeniu de integrare (domeniul transformat) este:
D' ={(x,y) €R} 0<r<a,0<6<2n}.
Jacobianul acestei transformari este:

OX OX
;2 PXY) _lor a6|_
D(r.o) | 9%
or 06
iar x* +y? = a® + 2ar cos0 + 1.
Deci integrala de calculat devine:

cosd -—r-sind

. =r1c0os’0 + r'sin®0 =r,
sind r-cosé




al| 2z
J] (a® +2arcos@+r?)rdrdé = I“(azr +2ar?cos + r3)d9}dr =
* 0oL O

.:[[(azr +r?). 0|§”}jr + .:[[Zarz -sin 49‘:” }dr =

a 2 4|2 4
=2nf(a2r+r3)dr=2;r az. L _3m
0 2 4 o 2
) X=ar cosd
b)Trecem la coordonate polare generalizate: .
y=brsing
y A
b
K ﬁ
Q/ a X
-b

Domeniul transformat este: D™ = {(r, ) €R’|0<r<1,0<60<2n}.
Jacobianul transformarii este:

x o |
7= or o6 =a'C(-)S€ —ar-sm@zabr,
oY Y| |b-sin@ br-cosé
or 00
1____ J1—r?

a’
Asadar, 1ntegrala devine:

H abrv1-r2drdg = 'I[[Tabr\/l— r? de}dr =
D" oLo
ab.[[rxll r? 0|9 2”}jr = abj.27zr\/1— r’dr = Zﬂabj‘r\ﬂ— r2dr
0 0

1_27zab

3

= - ab I(l— r?)'vl—r?dr = —zab(1-r?)? %
0

0
X=rcosd

. . Domeniul pe care se face integrarea este D (vezi figura),
y=rsiné

c) Trecem la coordonate polare: {

jar D" este :
D' ={(r,0)|0<0<m0<r<a(l +cos 0)}.



YA

Avem (x? + y?)y = rsinf si J =r. Deci:

| a(l+cosd) il 5
” (x* +y?) - ydxdy = :J‘{ Ir“ sin wr}de = {%sin 0|:Z(l+°°56’ }da =
D 0 0

0

= a_5ﬂ(1+cose)ssin9}1|9:a—;{ :32a5
0

15

5

—(1+cos6)°
6

0
Exercitiul 9.2.5. Sa se calculeze aria interiorului elipsei de ecuatie:
(x - 2y +3)% + (3x + 4y -1)* = 100
Solutie. Folosim formula: Aria (D) = ﬂ dxdy , unde D este interiorul elipsei.
D

Efectuam schimbarea de variabila (x, y) —(u, v) data prin:
X—2y=u .
,(u,v) €D
3X+4y=v

D'={(u,v) € R?|(u+3)* + (v-1)* < 100}
Jacobianul acestei transformari este:

e
o DOy) _|DUv) | _lex oy|_L -2 _1
D(u,v) | D(xY) o oVl 3 4 10
oX oy
* 1 1
Deci: Aria(D) = || J dudv = || —dudv = — || dudv.
©= J]7dudv = [ g dudv =35 ]
u+3=rcosd
Pentru calculul acestei din urma integrale trecem la coordonate polare: ) , unde (1, 0)
v-1=rsing

*k

eD”,
D™ ={(r,0)0<r<10,0<0<2n}.
Jacobianul transformérii este in acest caz J =r, iar

H dudv = H Jdrdo = 1fnﬁrde_dr = lJg(r -do|) " )1r =

D D 0
=10

2 r

r

10
:jr-zﬂdr=2ﬂ- =1007
5 2

r=0

o1 B
Deci: Aria(D) = E'I[I dudv =107 .



Exercitiul 9.2.6. Sa se calculeze masa unei placi plane D, limitate de
x +y=3, xy =2 si a carei densitate este p(X, y) = xy.

Solutie. M = ” p(X, y)dxdy = J] Xydxdy . Domeniul D poate fi caracterizat astfel (asa cum se vede din
D D

figurd):
D:{(X,V)ERZUSXSZ,ESys3-x}
X
3
2
D
1
o 1 i2 3 Y
Atunci:

2
:§—2In2.
3

Exercitiul 9.2.7. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al placii plane omogene din figura de

V3
mai jos, limitat de curba y = sin x i dreapta OA care trece prin origine si punctul A [— ,1} .

A

y
A
(1|
0 /2 M X

2X
Solutie. Dreapta OA are ecuatia OA: y= — . Deci,
T

) T 2X )
D={(x,y) erR0<x< o <y <sinx}
/4

Se calculeaza M = ” p(X,y)dxdy = kﬂ dxdy, unde p(x, y) = k = const fiind vorba de o placi
D D

omogena.



Avem:
/2] sinx 712 - oy .
gdxdy = f{ Idy}dx: !(Sln x—;]dx:l—z,

0 [2x/z
T
sideciM=k |1——|.
4

Pe de alta parte,
” Xpo(X, y)dxdy =k ” xdxdy
D D

72| sinx 7l2 2X
=k _[ [ dey}dx =k x(sin x——jdx
0

0 2xl T
7l2 ) 2 X3 7l2
=k | xsinxdx - —-—
0 4 3 0
ml2 3
= -kx cosx|;”2 +k I cosxdx—z—k-ﬂ— —k-sin x|;”2 _kz~
° T 24 12

2 2
LA P )
12 12

2
Kl1-"
12) 12-7°

_ 1
Deci Xg = o J.[!Xp(x, y)dxdy = k(l_”j = -n)

7l2] sinx 712 2 |y=sinx
[[ yo(x, yydxdy =k [[ ydxdy = | [ | ydy}dx=k [1L] -
D D 0 La2xiz o | 2 y=2X
zl2 l2 3|7/2
:_J Slnzx——zd—h J‘l COSZXd _izx_
0 T 2 0 2 Vi 3 0
_k (i_sinZXJMZ_Z k7 _kz
22 4 ), 6| 212 24
kz
1 oz
Deci ys = oM J.DI ypo(X, y)dxdy =

k(l_er 6(4-7n)
4

Exercitiul 9.2.8. Si se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de coordonate pentru placa
omogena marginitd de curbele y = x%, X = Y.
Solutie.



o
[EEN
Xvy

Domeniul D este caracterizat de:
D={(x,y) €R’0

IA
>
1)
v><
N
IA
«
IN
>
[S]

Deci I, :” yZp(x, y)dxdy = k” y2dxdy =k
D D

O ey
1
XN'.DXQ‘
<
N
Q.
<
o
>
I

1 35’:*& 1 3/2 6 5/2 7
=k | Y dx = k| XX g =k 22X g =
ol 3. A 3 3 5 21
y=X 0
_ 3%k
35

Analog I, = ”sz(x, y)dxdy =k J] x*dxdy =k j{fxzdy}dx =
D D 2

0 x

1 1 3k
=k [x2(Ix =xH)dx =k [ (x¥2 = x*)dx = = .
{ ( ) !( Jox =2

Exercitiul 9.2.9. Sa se calculeze urmétoarele integrale:

M

dxdydz , unde

Q={(x,y,2) erR}0<x<l,0<y <I,0< z <I}

b) m' Xyzdxdydz , unde
Q

Q={(x,y,2) €R}0<z<l -x-y,0<y <l -x,0< x <I}



Solutii. a) Avem:
1 ~ 1({1]1 1
Jlj m dxdydz = l‘ L[ { ! —m dx}dy}dz
Jl’[j [(x +y+z+1)"%.27 hy}dz =
oLoO

=2

J.[(y+z+2)“2 —(y—z+1)1’2]dy}dz =
=2 || (y+z+2)*% = —(y+2+1)*?

y=1
] 3 3,0

[(z+3)3’2 —(z+2¥* - (z+2)** +(z +1)3’2}iz =

wl-b wlh

I
|
4l
-3

(z+3)5’2 (z+2)5’2 —(z+2)%* = +(z+1)5’2 ﬂ

z=0

_ f‘z[ﬂrs/z _35/2 _g5/2 | 0512 _g5/2 | 95/2 | 95/2 _1] _
35

- 3[45’2 ~3717 +3.25"2 —1]:3(31+12\/§—27\/§).

1-x-y 2 z=l-x-y

o [ mocez=]| o o~ o

E'”. xy(1—x—y)?dxdy = EH Xy(L+ x> + y? —2x — 2y + 2xy)dxdy
D D

dxdy =

z=0

= %I_|'(xy+x3y+xy3 —2x%y —2xy? + 2x?y?)dxdy
D

undeD={(x,y) €ER%0<y<l-x,0<x <1}
Prin urmare,

1] 1-x
.”J. xyzdxdydz :%I{ j(xy+ X2y +xy® —2x?y — 2xy? +2x2y2)dy}dx
Q oL O
1% yz yz y4 y3 y3 y=t-x
:—J' X+ X3 T xL—xPy? —2x T+ 2x* - ax
29/\"2 " 2 T4 3 3 ),

1 x , X° , X . s ,  2X .
—|=@-X)"+—=A-x)"+—=0-x)"—x"(1-Xx)"——@A-x)° |[dx=
2!{2( ) 2( ) 4( ) 1-x) 3( )
1 1

gj'(x—4x2 +6x% —4x* +x%)dx =

0




1

2 3 4 5 6
:i X__4X_+6X__4X_+X_
24\ 2 3 4 5 6

0

Exercitiul 9.2.10. Sa se calculeze urmatoarele integrale:
a) .[”. (X* + y? + z*)dxdydz , unde Q este domeniul marginit de sfera

Q
X2+ y? + 7% = 12 si paraboloidul x* + y 2 = 4z;
b) Jﬂ \X? + y?dxdydz , unde
Q
Q={(x,y,2) €R®: xX*+y* <9,z >0,x+y+z<6}
Solutii. a) Cele doua suprafete se intersecteaza dupa cercul:

2 2 _
(C): {X +2y _8. EVident0§z§2\/§
=

A7z

=
A

v

Aplicam deci formula:
23
[[] 0 +y* + 2% )dxdydz = | jj(x2 +y% +2%)dxdy [dz,
Q 0 | D

unde D, este proiectia pe planul xOy a unei sectiuni facute in Q cu un plan
=202 € [0, 2\/§]. D,, este caracterizat de:

’
(D, ):x*+y*<4z,daciz € [0,2]si

(DZ”): 2+ <12-72 dacaze [2,2+/3]
2
Deci m' (X2 +y? +2%)dxdydz = I J‘(x2 +y? +z%)dxdy dz +
Q D,'

0

243
+ I ﬂ (X* +y?® +z%)dxdy [dz
2 | D"
! 14
Pentru calculul integralelor duble folosim coordonatele polare, intrucat (D, ) si (D, ) sunt
discuri.

Pentru prima integrala dubla avem:

X=rcosd
. ,r €0, 2\/? 1, 0 € [0, 2], iar jacobianul este J =r.
y=rsinéd



Deci,

2Jz[ 2n 2Vz
[[o?+y? +2)dxdy = | D(rz+zz)-rde}dr:2njr(r2+zz)dr
' 0 Lo 0

D,

r 2 r?
2n| —+ 2
4 2 .

Pentru cea de a doua integrald dubla, avem:

r=2vz
=4m2%(2+12).

{x—rcos&
re[0, v12—2z2 1,0€]0, 2x].
y=rsing
Deci,
V12222
'U(x2+y2+zz)dxdy_ j D(r +2°%)- rde}
D," 0
12-22
=2n _[ r(r2+zz)dr=%(144—z4)
0
Asadar,

2 243
m (X* +y? + z°)dxdydz = I4ﬂ2(2+ 7)dz + I %(144— z2*)dz = 327[ (18\/5——)
Q 0 2

b) Suntem im situatia a doua de la exercitiul 9.3.2. pentru

D ={(X, y) ERZ: X2+y2 59}9 (Pl(xs Y): 0 $1 (PZ(X! y) = 67X7y
Aplicam deci formula adecvata, adica:

9, (x,y)

[+ e - ﬂ{ ; }

o (X,y)
Deci

([ Ve < ] [j o y2dz}dxdy
Q 0

:J]"m-@—x—y)dxdy

Calculam aceasta integrala prin trecere la coordonate polare. Avem:

{x:rcose

. _,re[o0,3];0€[0, 2x].
y=rsinéd

J‘J}/x2 +y? -(6—x—y)dxdy:2f{3fr2 -(6—rcos€—rsin6)dr}d9 =

D
27 3 4 4 r=3
I 6-r——r—cose—r—sin9 do =
5 3 4 4 o

27| 34 3
1{54 - ZCOS o —Zsm e}de 108z

0

Exercitiul 9.2.11. Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:



a) m. (x? +y? + 2%)dxdydz , unde
Q

Q={(xy,2) ey +7°<x} X+y +7°<4,x>0};
b) J].J. zdxdydz , unde Q este domeniul limitat de conul
o
h2
2,2y
2= ?(X +y*) siplanul z =h;

x> y* z° o xE YR 7
c) .[U 1-— —=5 — —dxdydz , unde Q este domeniul marginit de elipsoidul — +~— +— =1.
5 a~ b® ¢ a~ b c
Solutii. a) Este convenabil sa folosim transformarea:
X =rcosé

y =rsinfcos ¢
z=rsingsing

Noile variabile de integrare sunt r, 0, ¢, iar pentru a determina domeniul Q" (domeniul transformat),
inlocuim x(r, 0, @), y(r, 0, ¢), z (1, 0, ¢) 1n inecuatiile ce definesc domeniul Q.

z(y)

2

N
) 0 " y()
X(2)

Din x* + y* + 2 <4 rezulti 1> <4, decir € [0, 2].
H 2 2 = 2ain2 2 2 sx a2 2 H -2 1
Din y? + 72 < x* deducem ci r’sin0 < r’cos’ 0, adica sin® 0 < cos’ 0, ceea ce este echivalent cu sin? < E
@

T
Din x > 0 rezulta r cos 6 > 0, adica cos 6 > 0, de unde 6 € {O, E} . 2
T
Din (1) si (2) avem 0 € [O, Z} .

Deci Q° = {(r,@, o)|re[0,2],0 {O,%}([) c [o,zﬁ]}.

Jacobianul transformarii este:

or 00 0op cos & —rsing 0
J:? % %:S"‘@COS(D rcos@cose —rsin@sing| =r’sin 6.
r H H - -
0z oz a(zo sin@sing rcosdsing  rsin@cose
o 00 op




Integrala de calculat devine:
2nld(2n 2(rnl4
H[jr“sinedgp]dedr:znj[jr“sinede]dr:
0 0
2
—2“.[[ (~cosd) |/ ”’4]:Jr:7z(2—\/§)jr“dr:
0
2 (2-42)
c .

r
—a(2-2) —
m( ) c

b) Domeniul pe care se face integrarea este:

r=0

AZ
h

v

X

Este convenabil sa folosim coordonatele cilindrice:
X =1rcosf

y=rsiné
z2=12

_,_h* ) ZR
Avem z € [0, h], 0 € [0, 2] iar z z?(x +y)nedir € O’T .

Asadar, @ = {(r,.6,2)| 0 < < ?,9 c[0,27],2 < [0,h]}.

Jacobianul este:
or 00 o0z |cos® -rsingd 0
D(x,y.2) _|oy 9% oy

= =|sind rcosd O =r
D(r,0,z) |or 060 oz

o oo |00 1
or 00 oz
Integrala devine:
h{ zR/h[ 2n R/h ngf’h
J{ I { zrd@}dr}dz—zﬂ{ jzrdr} nIZ— dz=
0

0

zj(; ZRjd—zIZRZ _ isdz_”w

0

0

d)Vom folosi coordonatele sferice generalizate, adica:



X = arcsin 4.¢os ¢

y =brsin@sin g
z=crcosd
Avem Q" ={(r, 6, ¢) |r€ [0, 1], 0€[0, n1], p€ [0, 2n]} iar
bx.y.2) = aber? sin .
D(r, 0, 9)
Integrala devine:
1z2n
” jabcr sinOV1-r?dedadr = 27zabc”r 1-r? sinadedr
000

J'[rzx/l— r? -(—cos¢9)|Z:g}Jr = 4nabcjr2\/1— r2dr.

Pentru calculul acestei din urma integrale facem schimbarea de variabila
r=sint.

1 wl2 wl2
Deci J'r2\/1—r2dr: jsinzt- 1—sin’t costdt = Isinztcosztdt:
0 0
71'/2 7r/2
== I sin? 2tdt = = _[1 COS4t == j(l cos4t)dt =

0
12
e
o8l 16
) X2 yz 72
Deci: J;[J. \/1— ? — b_2 — C_ZdXdde

1 2

=4nabc-jr2\/1—r2dr:47zabc%: il abc.
0

4

_ l[t_sin4tj
8 4

= 2mabce

2 2

z
Exercitiul 9.2.12. Sa se calculeze volumul corpului marginit de paraboloidul x = I +—— si planul de

ecuatie x = 2.

Solutie. Corpul Q al cérui volum trebuie sa-1 aflam, este reprezentat in figura urmatoare:

VVom folosi coordonate cilindrice generalizate:
X=X
y =3rcosé, xe|0, 2], 00, 2x].
z=4rsin@



2 2
Z
Dinxzy—+— rezultd cd x > 1%, deci 0 <r< /X .

Asadar, Q"= {(r, 6, x) [0 <1 < /X , 0€[0, 271], x [0, 2]}
Dxy.2) _ 12r
D(r,8,x)

Jacobianul transformarii este :

Volumul este:

Vol(@) - jij dxclydz =j£j%dmrdx=12gj rdédrdx =

, , 1=4x

Jx 2|y
4n j[ jrdr}jx:mj -
0 0

0

2
dx = 127zj Xdx =
r=0 0
2

=24r

X2

=12n-—
2

0

Exercitiul 9.2.13. Sa se calculeze masa corpului 2, marginit de sfera
X2+ y* + 72 = 10z, stiind ci densitatea in fiecare punct este:

-
X2 +y?+z®
Solutie. Se aplica formula M = J..U p(X,y,z)dxdydz .

o

p(x,y, 2) =

A

z

</

Avem z € [0, 10]si (D,): x> +Y? < 10z — 2.

Deci M = lf{ﬂ‘ (XY, z)dxdy}dz :

z

_ _ _ _[x=rcosd
Pentru calculul integralei duble folosim coordonatele polare. Deci ino
y =rsin

10z —2z% ,0 €10, 2]}
Avem, asadar :

V10z-2% [ 27 1 V10z-2? 1
gp(x, y,z)dxdy = ! L[ T, rde}dr =2r I T, 5 dr
r=y10z-z?
V10z-2%2 ;. 2 2\r
(r+z7)y +Z)dr=7z-ln(r2+zzl =

2 2
. r°+z o

JiarD, ={(r,0) | 0<r<



= 1ln (102) — 7 In (Z%).

Deci, M = lf[yzln(lOZ) —In(z?)]dz = zfln(?jdz =

10 10 10
zIInlOdz—nIIn zdz :n-lo-lnlo—nj(z)'m zdz =
0 0 0

10
10nln10-10n1n10+7t.|.d2=7Z-Z|20 ~107.

Exercitiul 9.2.14. Sa se determine coordonatele centrului de greutate ale segmentului cilindric omogen:
Q={(x,y,2) eR®x*+y <9,0<z<2y}
Solutie. Corpul fiind omogen, functia p este constanta.

Deci, Xg = Lm xdxdydz ;ys= ﬁjﬂ ydxdydz ;
Q

26 = (Q) m zdxdydz .
Notand D = {(x y) ERE X+ <9,y>0}. Avem:

. vo-| ij dxclydz = ij (sz}dxdy : g 2ydxdy =

= Zﬂ ydxdy = ZH r?sinadrdd = ZT[TrZ sin wHJdr
D D"
3

=36

3

. Zi[rz(—cose)lz b —4Ir ar _4?

+ [ = { Foc ot~ ]

dxdy =
z=0
=” 2xydxdy = ZH r°sin@cos&drded =
_(_ cos 29]”

+ = e oy~ ]

dxdy =
= HZy dxdy_Zﬂr sin’ &rdé =
D D"

T :34£
0 4

dxdy =

0

0

Ir3dr jsm 2640 =

r
4

3

4 T

34
j(l €0s26)d0 = 4[

0o O

- fwof{fuafoorp7]

sin 260
2




- %g4y2dxdy = 2_[[ y2dxdy = 34%

147r i

Rezultd xg = 0; Yo =Zc = -3
36 4 16
Exercitiul 9.2.15. Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu planele de coordonate ale corpului
2 2 2
YA
material omogen, limitat de suprafetele — + —- 0?2 =—siz=c.
a’ C

Solutie. oy = .U.[ VA 2dXdde (corpul fiind omogen, consideram densitatea egala cu unitatea).
Q

Trecem la coordonate cilindrice generalizate:

X =arcoséd
y=brsin@ ,ze[o,c],0€[0, 2n]
z1=12
2
y? z z
D|n—+—2£ , obtinem r° < — ,deunde0<r< —.
a“ b c? c C
. z .. . < .. D(X: yvz)
Deci Q= {(1,0,2z) | 0<r<—, 0€][0, 2x], z€ [0, c]}, iar jacobianul transformarii este ————— =
c D(r,0,2)
cfzlc
o loy= abm z°rd@drdz = 27zabj[ jzzrerdz =
Q o\ 0
c 2 V:E c 5|C
=2nabj 22 dz:ﬂzb z“dz:ﬂzb-z— mabe
2| c” ¢t 5, S)
o o= m x*dxdydz = a3bm r®cos® a@drdz =
c2x| zlc c2r 4
—a%jj[jr oS mr}dédz _—jj—coszwédz-
c(2x 4 3. C
:atjj- I (1+cosZ¢9)d a—?fz4-27zdz+
4c” o 5 2 8c” 1y
a’b | , sin20"" mah 2°|7°  mabc
+ 4,[ z"- dz = ya— =
8¢ lo-o ac* 5| 20
o lo= m y2dxdydz = ab3m résin® ad@drdz =
027r ajaj b3 CZﬁZA(l_COSZH)dw B
_absjj_s.n o= 1755 -
3 ¢C - 0=2r1 3 5 |2=C 3
:g zwz—g Z4_sm2¢9 dz:ﬂati v :nabc
8c” y 8c” 5 2 | 4’ 5|, 20



