7. INTEGRALA IMPROPRIE.

7.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 7.2.1. Sa se studieze natura urmatoarelor integrale improprii si sa se determine valorile acestora,
in caz de convergenta:

dx arcsin /x
)| y [T

5 X(L—X)

0) _[—sm dx d) jcosxdx
3/7: 0
e) Ie_axsin xbxdx ,a>0,ber e) I

0

Solutii. a) Functia f: (-1, 1) -»R, f(x) = este integrabild pe orice interval compact [a,

1
N1-x?

b] (-1, 1), fiind continua. Deoarece F(x) = arcsin x este o primitiva pentru f, rezultd ca

b
.[ f (x)dx =arcsin b —arcsin a.
a
. ) T, . 7 < o
Deoarece lim arcsinb= —; lim arcsina=- —, rezulti ca
b—1 2 a->-1 2
b<1 a>-1
1
J‘ f (X)dX este convergenta si valoarea sa este j f(x)dx =

-1 -1

arcsin v/x
VXA -X)

fiind continua. Deoarece lim f(x) = 1, functia poate fi prelungiti prin continuitate in x = 0, prin urmare
x—0

/a

T
—+—=n
2 2

b) Functia f: (0, 1) >R, f(x) = este integrabila pe orice interval compact inclus in (0, 1),

x>0
integrala este neesential improprie la acest capat. Cum lim f(x) = oo, integrala este improprie in limita
x—1

x<1

superioard. Deoarece F(x) = (arcsin \/; )? este o primitiva a functiei f. deducem imediat ca integrala este
. i
convergenta si J. f(x)dx = ik

1
Cu schimbarea de variabili arcsinv/X = t se poate deduce imediat If(X)dX =
7l2 2
jztdt =27
C) Cu formula Leubnitz-Newton obtinem imediat:
211 | 1 T 1 1
j—25|n—dx:cos— =limcos——-cos—=1-=-==.
. X X Xlgjz, ** X 3 2 2
a T



d) .[COS XdX este divergenti, deoarece primitiva F(x) = sin x nu are limiti la 0.

0
e) Functia f: [0, 00)—R , f(X) = €™ssin bx este continui pe [0, o), deci este integrabild pe orice interval
compact inclus in [0, o0). Integrand de doud ori prin parti, se obtine primitiva F(x) = -

asinbx+bcosbx e ax ,
««®,xe (0, ©).Cuma>0,rezultici lime ™ =0 si cum

a’ +b? x>0
_ asinbx+bcos bx| _a+|b]
a’ +b? |~ a? +p?

pentru orice x € [0, ), deducem ca lim F(X) = 0. Rezulti ci integrala dati este convergenti. Deoarece
X—00

b
F(0) =- — 5 > rezulta
a“+b

Tf(x)dx - lim F(x) - F (0) =ﬁ.

este continud pe [0, 00) deci este integrabila pe orice interval

f) Functia f: [0, 00)—>R , f(X) = 1
1+

4

X
compact inclus in [0, o0). Utilizand descompunerea in fractii simple:
1 1 1 1

—— X+ ———=X+=
1 22 2, 2J2 2

= , X€[0, )
1+x* 1+2x+ %2 1-2x+ X2

se obtine primitiva F(x) =

- g [arctg (V2x +1)+ arctg (V2x 1))+ 4\1/5 " zi J_r \/\/_z;( j

si F(0) = 0, rezulta ca integrala este convergenta si valoarea sa este

72

Deoarece lim F(X) =

X—00

72
4

Exercitiul 7.2.2. Fie f: (0, o) x (0, o0) —(0, o0) functia definita prin

f(x, t) = t“¢" . Sa se demonstreze ci integrala J. f (x,t)dt converge simplu (punctual) pe (0, ).
0

Solutie. Pentru orice (x, t) € (0, o) x (0, 1] avem 0 < f(x, t) < t**.
1
_ 1
Cum I'[ “dt = =, rezulta cé, pentru fiecare x € (0, ) , functia t—f(x, t) este impropriu integrabild pe

. X

(0, 00), deci integrala J. f (X,t)dt este punctual convergenti pe (0, o).
0

Observatia 7.2.1. Se poate defini functia " : (0, o0 )— (0, °0) prin



o0

I'x)= .['[ *1e7'dt, cunoscutd sub numele de finctia “gama” a lui Euler.
0

Exercitiul 7.2.3. Fie f: (0, 00) x (0, 00) x (0, 1) —(0, o0) functia definitia prin f(x, y, t) = t**(1 - t)**. Sa
1

se demonstreze ci integrala .[ f (X, y,t)dt converge simplu (punctual) pe (0, ) x (0, ).
0

Solutie. Fie g : (0, 00) x (0, 00 ) x (0, 1) —(0, ) functia definita prin g(x, y, t) = t*+ (1 - t)’*.
Fie (X, y) € (0, o) x (0, o) fixat. Daca

1 1
te (0, E} ,atunci (1 - 1)’ <2, deci t“}(1 - )’ < 2t1 <2g(x, y, 1), iar daci t € (E ,lj , atunci 0< t*! = t*

:t_L < 2 deci t“(1 -t < 2(1-t)'<2g(x, y, t). Deci, pentru orice (x, y) € (0, o) x (0, o) si orice t€ (0,
1),
fix, y, ) < 2g(x, ¥, 1).
1 1 1
Cum .[g(x1 yvt)dt = Itx_ldt + j(l—t)y_ldt —
0 0 5

+

1
X

, rezulta ca functia t — f(x, y, t) este

< |~

1

impropriu integrabild pe (0, 1), deci integrala .[ f (X, y,t)dt este punctual convergenti pe (0, o) x (0,
0

).

Observatia 7.2.2. Din exercitiul 9.3.6. rezultd ca se poate defini integrala improprie cu doi parametrii, B :
(0, ) x (0, °©) —(0, 00) prin

1
B(x,y) = It *1(1—1)Ydt cunoscutd sub numele de funcfia “beta” a lui Euler.

0

o0

xdt
Exercitiul 7.2.4. Sa se demonstreze ca integrala .[ W X E€ R converge punctual, dar nu converge
+1°X
0
uniform pe R.
Solutie. Fie X € R fixat si b < 00, Evident,
b
xdt b
j —— = arctg(tx)|L0 = arctg bx .
1+t°x -

0

T
—, dacax>0
Toxdt 2
Deoarece lim | ———- = lim arctg bx = 0, daca X =0 rezulti ci integrala datd converge
b—o0 5 1+1t%x b—o0
T
5 daca x <0

punctual pe R . Putem defini F :R—R  prin:



Z, daca x >0

T xdt 2
F(X)=.(|;—l+t2x2 =< 0, dacax=0
—%,dacax<0

Sa observam ca functia F este discontinua in x = 0. Functia

X
f:R x(0, 0)—>R ,f(x,t) = —— 5 este, evident,continua pe Rx(0,00)
1+t°x
Daca integrala ar fi uniform convergentd pe R , aplicand teorema 7.1.15., ar rezulta ca F este continuad pe R
, ceea ce este fals. Rezulta ca integrala data nu este uniform convergenta pe R .

Exeercitiul 7.2.5. S se demonstreze ca functia I' : (0, 00) —(0, 00) definita prin I'(x) = Itx_le_tdt este

0
derivabila pe (0, o) si

I'(x) = j t* e Intdt .
0

Solutie. Din exercitiul 7.3.5. deducem ci functia I este bine definiti. Notand f(x, t) = t*"e™, (x, 1)
€ (0, 00) x (0, 00) rezulta ca:

af X-1,-t
— ) =t"¢e’lnt, (x,t) €(0, o0) x (0, )
OX

sica 6_ este continud pe (0, ©0) x (0, 00), fiind produs de functii continue.
X

< of
Fie acum a,b € (0, o) arbitrare, fixate. Demonstrim ci integrala '[5_ (x,t)dt este uniform
X

0
convergenta pe (a, b]. Pentru aceasta, este suficient si demonstram convergenta uniforma a integralelor

1 ©
J.'[X_le_I Intdt si I'[ *Te™ Intdt pe (a, b]. Dacd x > 1 prima integrald este o integrald simpla. Daci a <
0 1
x < 1, scriem:

1. e Int

te’Int= t—l,undex:17a<l
Deoarece , pentru orice X € (a, 1] si te (0, 1] avem:

t“%e'Int 1
|tx'1e'tlnt |=- T < t7
Lt 1

si ItT este convergenta (deoarece A < 1) deducem ca J.'[X_le_I Intdt este uniform convergenti. Pentru
0

0
convergenta celei de a doua integrale, se observa ca:
t*'e”" Int 1
tx'le'tln t= - <M o
t t

x € (a, b), te[1, ), unde M > 0 este convenabil ales (t"%etIn t < t**%¢"In tiar limt®e ™" Int = 0).

t—oo



0 0
Cum .[_2 este convergentd, rezulti cd integrala J.'[X_le_I Intdt este uniform convergenti pe
0 0

(a, b).

Prin urmare, integrala J.a—(X,'[)dt este uniform convergenti pe (a, b). Aplicind teorema
X
0

7.1.16., deducem ca functia I este derivabila cu derivata continua pe (a, b). dar a,b fiind oarecare, deducem
ca I este derivabild cu derivata continua pe (0, ©0) si avem :

I(x) = J't“e‘t Intdt , xe (0, ).
0

Exercitiul 7.2.6. Folosind functiile “beta” si “gama” , sa se calculeze:

1
a) pr‘l(l— x™)¥ dx, p,q,m >0
0

b) jxpe‘qux, p>-1q>0.
0

Solutie. a) Cu schimbarea de variabild x™ = t, rezulti:

p-1 1

1 1 =L l_l
J'xp‘l(l—xm)q—ldx = jt mL-t)% .=t gt =
0 0 m

1p,

- Lt a-nrd= 282, g).
msy m 'm

b) Cu schimbarea de variabild x* = t, obtinem :

x o P 371 o P+l

J‘x"e‘qux=jtq~e‘t-£tq dtzijt T etgt— [p_”j

0 0 q a5 q q



Exercitiul 7.3.13. Utilizand teorema 7.1.17., sa se calculeze

0

cosat —cosbt _
oAt 0SB gy
5 t
) . __cosat—cosbt ) _ _ o
Solutie. Deoarece IIngf-e =0, integrala este improprie doar n limita
t—
o . cosat —cosbt _ _|cosat—cosbt S
superioard. Deoarece lim ——————— =0 rezultd ca f e [<M-e",cuM>0
t—w

0

convenabil ales, iar Ie‘t dt este convergenti, rezulti ci integrala dati este absolut convergenti, deci si
0

convergenta. Pentru calcul, observam mai intai ca:

X=a
o)

e 'dt = I

0 0

Cos Xt

J‘cosat—cosbt' etdt

x=b

= T[T—sin xtdx}-etdt = Tﬁ'et sin xtdx}dt =
0OLb 0O[La
= j'ﬁet sin xtdt}dx.

alo

Ultima egalitate a fost obtinuta in exercitiul precedent, utilizind teorema 7.1.17. Pentru x € [a, b]
fixat, calculam:

Ie“ sin xtdt = -J'(e‘t)'sin xtdt = —e~*sin xt|”_ +.[e‘t (cos xt)xdt
0 0 0
K —t\1 —t © K —t H
=—xj(e )cosxtdt:—x{e cosxt|t:0—fe (—smxt)xdt}:
0 0
= —x{—1+ xje’t sin xtdt} = x—xzje’t sin xtdt .
0 0
. Tt X .
Prin urmare, Ie sin xtdt = ——, X €[a, b]. Deci,
0 1+Xx

o0

b 2
— 1,1
Icosat COSbt-e‘tdt:j +b
0 a

ZIn 5
2 1+a

b
X 1
dx ==In(1l+ x?
1+ x? 2 ( )

a
Exercitiul 7.3.14. Fie f:[1, o) x [1, o0) —R functia definita prin :
X—t

(x+1)%
Demonstrati ca : j [ f(x,t)dt}dx ¢j {j f(x,t)dx}dt.
111 111

f(x, t) =



1
Solutie. Deoarece | f(x, t) | < — % , pentru orice (x,t) € [1, o0 )x[1,00), integrala J. f (x,t)dt este uniform

convergentd in raport cu parametrul

Xe[1, o).
Prin calcul direct, obtinem:
f(x,t)dt =- | ———dt=—
I (.0 J.(t J.(t+x) -!‘t+x)
1] 1 |°° 1 X 1
- X 2| T + 2 2
t+ x|, (t+x) |t:1 1+x (1+x) @+x)
Xe[1, o).
Prin urmare,
I[If(x,t)dt}dx:j L x= 1 1
1k ) (1+X) x|, 2

1 0
Deoarece | f(x, t) | < —- pentru orice (x,t) € [1, 0)x[1,0), integrala .[ f (x,t)dt este uniform
X
1
convergentd in raport cu parametrul t€ [1, OO) Prin calcul direct, obtinem:

T Toodx
f(x,t)dt = [2— _ax
I () j I(x+t) J.(x+t)3
1 1 |°° 1 1 1
=—— +t- = - = ,
X+t|, (X+t)2|x:l 1+t (1+t1)*  (@+1)?
te[d, oo)

de unde T[Tf(x,t)dx}dt:? dt 1] _
101

@+1)? 1+t|

Sa observam ca functia f nu pastreaza un semn constant pe
[1, o0)x[1,00), deci teorema 7.1.18. nu este aplicabild, chiar daca toate celelalte ipoteze sunt satisfacute.

Exercitiul 7.3.15. Utilizand teorema 7.1.17.,sa se calculeze
1

J- arctgx
o Xo/1— X2

=1, integrala este improprie doar in limita superioari.

dx

_ . arctgx
Solutie. Deoarece lim

> arctgx
Deoarece lim(1—x)?2 - = , aplicAnd teorema 7.1.9.., pentru A = > si | =

x<1l XvV1— X2 4\/5

deducem ca integrala este convergenta.

T
4+/2
Pentru calcul, observam mai intai ca:
1

arctgx J-

xe(o, ).
0



© arctgx o 1 ¢ odt o dt
Prinurmare | ————dx = . dx = dx
Il;xle—x2 ! 1—x? £X2t2+1 ! !(therl)\/l—x2

1 1
Deoarece < pentru orice (X, t) € [0,1)x[0,1) si I

2 +DV1-x>  J1-X°

, rezulta ca

\/_

1

d
I este uniform convergenta in raport cu parametrul t. Prin urmare, se poate schimba
o (X*t% +1)V1-x?

ordinea de integrare si obtinem :

J- arctgx

SN S
Xv1-x? o (X°t? +D)V1-x?
1(1 dX 1| =/2 du
!h(xztzﬂ)\/l—x2 }dt:ﬂ! 1+t23inzu}dt:

1| 1 1
:ﬂlumt 22 }t:ﬂ\/ﬁ arCtg(v el j}dt_

1

b 1 T T
- (2. dt:—lnt+\/1+t2] =~ In(L++/2).
!2 J1+12 2 ( ;2

Exercitiul 7.3.16. Fie [0, 00) x [0, 0) —R", f(x, t) = xe ¥ &)

a) Demonstrati c3 j [ j f (x,t)dt}dx = j { j f (x,t)dx}dt , pentru orice
al o0 OLa

a>0
b) Deduceti ¢ j { j f (x,t)dt}dx = j { j f (x,t)dx}dt
oLoO 0oLO0

_x2 V2 . .
¢) Demonstrati ca: Ie “dx = T (integrala lui Euler-Poisson)

a

Solutie. a) Utilizand teorema 7.1.18. , deoarece f este pozitiva si satisface conditiile:
o feste, evident, continua pe [0, 00) X [0, ) ;

0

J. f (X,t)dt este uniform convergenti pe orice interval compact [a, p] C [a, b], deoarece f(x, t) <
0

2 2 * 2 2
pe M) yela, pl, te [0, o) iar Ie_a At este convergenta
0

J. f (X,t)dt este uniform convergenti pe [0, ) deocarece  f(x, t) < xe™ pentru orice

a

2
X € [a, ), te]0, 00), iar integrala J.X(-Z'_X este convergenta;

a



. I[I f(x, t)dx}dt a> 0, este convergentd deoarece:
0

I[If@iﬁk}tzzz Sl

1 a2 2
.ea(1+t)<

—_— ———,t€ [0, ) si
2(1+1t7) 2a+ﬁ) (0. 20)si
[ rdt== arctgt ==
0 2(1+t 0
Rezulti: I{[ f (X,t)dt}d I[I f(x, t)dx}dt pentru orice a > 0.
alo0 0
b) Deoarece g(a, t) = .!:f(x,t)dx = ﬁe"azmtz),ae [0, ©), te [0, o) este continud, iar

integrala J. g(a,t)dt este uniform convergenti pe [0, 00), fiind majorati de integrala improprie
0

0

convergenti IMLZ,rezulté ci Iing I[J f (x,t)dx}dt = Iing Ig(a,t)dt = Ig(o,t)dt =
0 2(+1°) % ola 0% ]

Tﬁ f (x,t)dx}dt :

Trecand acum la limita cand a — 0 in egalitatea stabilitd la a) rezulta:

Tﬁ f (x,t)dt}dx = Tﬁ f (x,t)dx}dt.

¢) Evaluam pe rand integralele care apar in egalitatea stabilita la punctul b):

Ihf(x t)dt}dx = j{xe je*“ dt}

Te X ﬁe duJ =[T ] Uex de
IE f (x,t)dx}dt = Iﬁ = %arctgt ’

2
. X2 T . . . <
Prin urmare (J. e dxj = Z , de unde rezultd imediat egalitatea ceruta.

1z
s 2 2

z
.

Exercitiul 7.3.17. Folosind functiile “beta” si “gama” , sa se calculeze:

1
a) pr‘l(l— x™)¥ dx, p,q,m >0
0



b) pre‘qux, p>-1,q>0.
0
Solutie. a) Cu schimbarea de variabild x™ = t, rezulta:

p-1 1

1 1 p-1 1,
jxp-l(l—xm)q-ldx = jt mL-t)%. =t dt =
0 0 m

Lrp.
= ljtm ‘a-nridt= 28R g).
mey m m

b) Cu schimbarea de variabild x* = t, obtinem :
o P+l

© o P 371 p+l
J‘x"e’qux:jtq ‘e"-i‘tq dtzijt q etdt:lr[p—“}
0 0 q a5 q q



