7. INTEGRALA IMPROPRIE.

7.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.

Definitia 7.1.1. Fie functia f: I — R unde I este un interval arbitrar cu extremititile o, p € R . Functia f
se numeste impropriu integrabild pe I daca este integrabila pe orice interval compact inclus in I si, pentru

c b
orice c € I, existd si sunt finite limitele: lim J. f(x)dx si lim I f (X)dX . Suma acestor limite se numeste
x:aa . xl:ﬁ/} .
integrala improprie a functiei f pe intervalul I si notdm:

B c b
[ £09dx=lim [ £ (x)dx + |imj f (x)dx
X—a X—f
a a>a a b<p C
B
Daci functia f este impropriu integrabila pe I, se mai spune ci integrala improprie J. f (x)dx este
o

convergentd . In caz contrar, ea este divergentd.

Observatia 7.1.1. a) Definitia convergentei, precum si valoarea integralei improprii sunt independente de
alegerea punctuluicel .

b) Deoarece integrala simpla este functie continua de extremitatile sale de integrare, rezulta ca daca [ = [a,
B] este un interval compact, integrala improprie a functiei f pe intervalul I coincide cu integrala simpla a
acestei functii pe acest interval. Din acelasi motiv, integrala functiei f pe intervalul [a, ] coincide cu
integrala functiei f pe fiecare din intervalele: (a, B], [0, B), (o, B). Analog dacd [ = 00, integrala pe [a,0)
coincide cu integrala pe (a, 20). Este suficient deci sd cunoastem integralele improprii pe intervale deschise.
¢) O integrala improprie poate fi redusa la o integrala improprie doar la unul din capete, scriind :

f f(x)dx = j. f(x)dx + :f f (x)dx

De aceea este suficient sa ne ocupam de integrala improprie la unul din capete. Ca si la integrala
simpla, acceptam si la integrala improprie ca :

T f(x)dx =- f f (x)dx
B a

Prezentam in continuare, citeva proprietati ale integralelor improprii , care se transpun fara
dificultate de la integralele simple.

Teorema 7.1.1. (Proprietatea de liniaritate)
Daca functiile f, f, : [o, ) —R sunt impropriu integrabile pe
[o, B) atunci, pentru orice A, A, € R functia A; Ty + A, f, este impropriu integrabila pe [a, B) si

B B B
[Cafy+ 4, £,)09dx =24 [ £,(x)dx + 2, [ £, (x)dx

Teorema 7.1.2. (Formula Leibnitz-Newton pentru integrala improprie)

Daca functia f: [a, B) R este integrabila pe orice interval compact inclus in [a, B) si admite o
primitiva F pe [a, B), atunci f este impropriu integrabila pe [a, B), daca si numai dacid F are limita finita in
B. In acest caz:

B
j f(x)dx = lim Fe) - F(@)

x<f



Teorema 7.1.3. (Formula de integrare prin parti)
Daca f, g : [0, B) R sunt functii derivabile cu derivate continue pe [a, ), incét f * g are limita in

B B
B si J. f(X)g'(X)dX este convergentd, atunci si integrala J. f'(X)g(X)dx este convergenti si are loc

a

egalitatea:

a

B B
J (09 00dx= lim f)g00) - e - [ £(x)g' (x)dx
a x<fB a

(evident ca rolul celor doua integrale improprii care apar poate fi schimbat)

Teorema 7.1.4. (Formula schimbarii de variabila)
Fie f: [0, ) =R , ¢ : [0, p) —[a, P) incat p(a’) = a, "”} e(x)=p
X—p'

x<p'

B
Daci ¢ este derivabild, cu derivata continui pe [o’, B°) , f este continua pe [a, B) si .[ f (t)dt este
o

P
convergentd, atunci i integrala J‘ f(p(x))- ' (X)dx

este convergenta si are loc egalitatea:

B B
[ f(0))-¢'()dx = [ £ (t)dt

Observatia 7.1.2. Daca cunoastem o primitiva a functiei f: [0, B) —R , putem stabili natura (convergenta
B

sau divergenta) integralei improprii .[ f(x)dx. Dupi cum se stie, nu intotdeauna este posibil si
a

determindm o primitivd. De aceea este util sd cunoastem criterii de convergenta, criterii cu ajutorul carora

sa putem stabili natura unei integrale improprii, fara a pretinde sa-i gasim valoarea exacta.

Teorema 7.1.5. (Criteriul lui Cauchy )

Fie f : [a, p) >R o0 functie integrabild pe orice interval compact inclus in [a, ). Atunci
B

.[ f (X)dX este convergenti dacd si numai daci, pentru orice £ > 0 existi & > 0, incat pentru orice b’,

a

b’ e(p-9,p) sdavem:

bf f(x)dx|<c.



