6. INTEGRALA SIMPLA.
INTEGRALA SIMPLA CU PARAMETRU

6.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
6.1.1. Metoda lui Darboux de a defini integrala simpla

Fie [a, b] un interval. Descompunem intervalul [a, b] Tntr-un numar oarecare de segmente, de
lungimi arbitrare, prin punctele:

A= X <X <X <...<Xp1<X=Dh
Notam cud aceastd descompunere i o numim diviziunea intervalului [a, b].

Definitia 6.1.1.1. Fie d o diviziune a intervalului [a, b] determinata de punctele a = Xo < X; <Xz < ... < Xpq
< Xp=h.
Se numeste norma diviziunii d numarul :

ld [[=max{xi—Xi1;i=1,2,...,p}

Daca d’ este o alta diviziune a intervalului [a, b], spunem ca d’ este mai fina decit d si o notdm
d’>d daca multimea punctelor care determina diviziunea d este inclusd in mulfimea punctelor care
determina diviziunea d.

Definitia 6.1.1.2. Fie f: [a, b] » R o functie marginitd pe [a, b] si fie d o diviziune a intervalului [a, b]
determinata de punctele :

A= X <X <X <...<Xp1<Xp=h

Pentru fiecare i =1, 2, ..., p, fie m; = inf {f(X); X & [X;.1 , X{]} si
M; = sup {f(X); x € [Xi.1 , X{]}. Formam sumele:

S(d) = D 2m (% ~x,.)

S(d)= > M, (% ~x,.,)

Suma s(d) se numeste suma inferioard Darboux, iar S(d) se numeste suma superioard Darboux,
atagatd functiei f pe intervalul [a, b], corespunzatoare diviziunii d a intervalului.

Definitia 6.1.1.3. Fie f: [a, b] > R o functie marginitad. Se numeste integrala inferioard Darboux a
functiei f pe intervalul [a, b] numarul:
I=sup{s(d)|deD }
Se numeste integrala superioara Darboux a functiei f pe intervalul [a, b] numarul:
| =inf{S(d)|deD }
(D este multimea tuturor diviziunilor posibile ale intervalului [a, b]).

Definitia 6.1.1.4. Functia marginita f: [a, b] — R se numeste integrabila pe [a, b], daca integrala inferioara
Darboux coincide cu integrala superioard Darboux pe acest interval. Valoarea lor comuna se numeste
integrala simplda a functiei f pe intervalul [a, b], in sens Darboux. Se noteaza :

|:1:T:if(x)dx



Teorema 6.1.1.1. (Criteriul lui Darboux de integrabilitate)
Fie f: [a, b] — R o functie marginitd. Functia f este integrabild pe [a, b], daca si numai daca,
pentru orice € > 0 existdn > 0, incat pentruoricede D cu || d || < navem S(d)-s(d) <e.

6.1.2. Metoda lui Riemann de a defini integrala simpla

Definitia 6.1.2.1. Fie f: [a, b] — R o functie arbitrara si fie d o diviziune a intervalului [a, b] determinata
de punctele 8= Xo < X1 <X < ... <Xp1 <X= Db
Pentru fiecarei=1, 2, ..., p alegem {; € [Xi.1, Xi]. Notdm

C:( Clo C29 [EXTY Cp)
P
Suma o (d, {) = Z f(&)(X; —X,;) se numeste sumd Riemann sau sumi integrald a functiei f
i=1
pe intervalul [a, b] corespunzatoare diviziunii d si alegerii punctelor intermediare .

Definitia 6.1.2.2. Functia f: [a, b] — R se numeste integrabila in sens Riemann pe [a, b], dacd exista un
numar real I cu proprietatea ca pentru orice £ > 0 exista n > 0, astfel Tncét oricare ar fi diviziunead cu || d ||
< si oricare ar fi punctele intermediare (=( s, C, ..., () sa aiba loc inegalitatea
lo (0 -1]<e.
Prin urmare functia f este integrabila Riemann pe [a, b] daci existd in R H!iiHmO o(d, C) si aceasta
—
limitd nu depinde de alegerea { a punctelor intermediare.

Numarul real I, a carui unicitate se poate deduce usor, se numeste integrala ih sens Riemann a
functiei f pe intervalul [a, b].

Teorema 6.1.2.1. Daca functia f: [a, b] — R este integrabild in sens Riemann pe [a, b], atunci f este
marginita.

Prin urmare, daci f este nemdrginita pe [a, b], atunci f nu este integrabila n sens Riemann pe [a,
b].
Teorema 6.1.2.2. Fie f: [a, b] > R o functie marginitad. Atunci functia f este integrabild in sens Darboux
pe [a, b], dacd si numai daca f este integrabild in sens Riemann pe [a, b]. Integrala in sens Darboux a
functiei f pe [a, b] coincide cu integrala in sens Riemann a lui f pe [a, b].
6.1.3. Clase de functii integrale
Teorema 6.1.3.1. Fie f: [a, b] = R o functie continua pe [a, b]. Atunci f este integrabila pe [a, b].

Teorema 6.1.3.2. Fie f: [a, b] = R o functie monotona. Atunci f este integrabild pe [a, b].

Teorema 6.1.3.3. Fie f : [a, b] > R o functie marginita care are un numdar finit de puncte de
discontinuitate. Atunci f este integrabila pe [a, b].

6.1.4. Proprietati ale functiilor integrabile si ale integralei

Teorema 6.1.4.1. Fie f: [a, b] — R o functie integrabila pe [a, b]. Atunci f este integrabild pe orice
interval [c, d]  [a, b].

Teorema 6.1.4.2. (Proprietatea de aditivitate a integralei fata de interval).
Fie f: [a, b] & R o functie arbitrara si ¢ € (a, b). Atunci f este integrabila pe [a, b], daca si numai
daca f este integrabild pe [a,c] si pe [c,b].



b c b
in acest caz avem j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx.

Teorema 6.1.4.3. (Proprietatea de liniaritate a integralei fata de functie).
Fie f, g : [a, b] — R doua functii integrabile pe [a, b], o, PE R arbitrare. Atunci functia of + Pg
este integrabila pe [a, b] si

j'(af + g )(x)dx = aj‘ f(x)dx + ﬁj‘ g(x)dx

Teorema 6.1.4.4. Fief, g:[a, b] > R doua functii integrabile pe [a, b]. Atunci functia f *g este integrabila
pe [a, b].

Teorema 6.1.4.5. (Proprietatea de monotonie a integralei)

Fie f, g : [a, b] » R doua functii integrabile pe [a, b], astfel incat f(x) < g(x) pentru orice x € [a,
b]. Atunci avem :

.T f(x)dx < _Tg(x)dx.

In particular, daca f(x) > 0, pentru orice x € [a, b], atunci

if(x)dxzo.

Teorema 6.1.4.6. Fie f: [a, b] = R o functie integrabila pe [a, b]. Atunci
| | este o functie integrabila si avem :
b

<[] (0ldx.

T f (x)dx

Observatia 6.1.4.1. Exista functii care nu sunt integrabile, dar au modulul integrabil : functia f: [0, 1] » R
definita prin f(x) = 1, dacd x€ [0, 1] N Q0 si f(x) = -1, dacd x € [0, 1] \ Q nu este integrabila pe [0, 1], dar,
evident, | f | este functie integrabila pe [0, 1].

Teorema 6.1.4.7. (Teorema de medie)
Daca f: [a, b] — R este o functie integrabila pe [a, b], a < b,

b
m = {f(x); x€[a, b]}, M = sup {f(x); X< [a, b]} atunci exista p € [m, M] astfel Tncat J. f(x)dx =p(b-
a).

Daca f este continua pe [a, b], atunci exista { € [a, b] astfel incat
u = f(€) si formula de medie devine :

b
[109dx =1 (- 2)

6.1.5. Metode de calcul al integralei simple

Metodele de calcul exact al integralei simple au la baza doud teoreme fundamentale ale calculului
integral, care stabilesc legdtura dintre integrala simpla si primitiva unei functii.



Definitia 6.1.5.1. Daca J C R este un interval, functia f: J — R admite primitiva pe J, daca exista o functie
F:J— R ,derivabild pe J, incat F* = f.
Functia F se numeste, 1n acest caz, primitiva a functiei f.

Observatia 6.1.5.1. O conditie necesara ca functia f sa admita primitiva pe J este ca f sa aiba proprietatea
lui Darboux. Prin urmare, daca f nu are proprietatea lui Darboux pe J, atunci f nu admite primitiva pe J.
Mai general, o functie care are un punct de discontinuitate de speta intéi pe J, nu admite primitiva pe J.

Teorema 6.1.5.1. Fie f: J — R o functie integrabilad pe orice interval compact inclus in J; fie aeJ fixat si
fie functia F : ] — R definita prin

F(x) = I f (t)dt . Atunci :

1) Functia F este continua pe J;
2) Functia F este derivabila in orice punct Xo € J in care functia f este continua si F’(xq) = f(Xq)
Prin urmare, daca f este continud pe J, atunci F este o primitiva
pentru f pe intervalul J.

Teorema 6.1.5.2. Fie f: [a, b]— R o functie integrabild care admite primitive. Atunci, oricare ar fi F, o
primitiva a lui f pe intervalul [a, b], avem:

b
I f (x)dx = F(b) — F(a) (formula Leibnitz-Newton)

Observatia 6.1.5.2. Formula Leibnitz-Newton reduce calculul integralei functiei f pe intervalul [a, b] la
determinarea unei primitive F a functiei f pe acest interval. Cum pentru o clasa destul de larga de functii se
poate determina primitive, rezulta ca pentru o clasa destul de largé de functii putem calcula exact integrala.

Cu ajutorul formulei Leibnitz-Newton se pot demonstra formula de integrare prin parti si formula
schimbarii de variabila care, in anumite conditii, reduce calculul unor integrale la calculul altora, mai usor
de calculat.

Teorema 6.1.5.3. Fief, g:[a, b] > R doua functii derivabile cu derivate integrabile. Atunci :

b b
[ 1099'(9dx = f(b)a(b) - f(a)g(a) - [ F'(x)g(x)dx
(formula de integrare prin parti)
Observatia 6.1.5.3. Formula se aplica in cazul cand integrala

b b
.[ f'(X)g(X)dx este mai usor de calculat decat .[ f(X)g'(x)dxiar f* si g se deduc si ele usor.
z a

Teorema 6.1.5.4. Fie f: [a, b] — R o functie continud, ¢ : [a, p] —[a, b] o functie derivabila, cu ¢’
integrabila pe [a, B], In particular, ¢ de clasi C* pe [a, B]. Atunci
B o(B)
[ (@009 (dx= [ f ()t
a o(a)
(prima formula de schimbare de variabild)

Observatia 6.1.5.4. Prima formuld de schimbare de variabila reduce calculul integralei functiei (f° ¢)* @’
la calculul integralei functiei f, in cazul cand acesta din urma este mai usor. Functia ¢ realizeaza



B
“schimbarea de la variabila x la variabila t . In mod practic, daci avem de calculat .[ g(x)dx se cauta mai
o
intai f i ¢ care sa satisfaca conditiile teoremei si astfel incat g(x) = f(e(x))* ¢’(x), apoi se aplicd direct
formula de mai sus. In unele probleme insa, functia g de integrat poate fi pusa sub forma g(x) = f(o(x)).
In acest caz, evident ca formula schimbirii de variabild de mai sus nu poate fi aplicata direct. Totusi, in
anumite conditii mai restrictive, impuse functiei @, se poate aplica indirect aceasta formula. Mai precis, are
loc urmatoarea:

Teorema 6.1.5.5. Fie f: [a, b] € R o functie continua, ¢ : [a, B] —[a, b] o functie bijectiva, astfel incat
inversa sa @ : [a, b] —[ a, B] este derivabila, iar derivata (¢™)’ este integrabild pe [a, b]; toate aceste
conditii sunt indeplinite, daca ¢ este de clasd C* pe [a, P] si ¢’(x) # 0, pentru orice
X €[ a, B]. Atunci:

o(B)

B

[ f@0)dx= [f(1)-(p7) (M)t
a o(a)

(a doua formula de schimbare de variabila)

Observatia 6.1.5.5. Nu se poate da o indicatie general valabild, totusi, pentru anumite tipuri de functii se
pot da metode standard de alegere a functiei .

] ax+bY
Exemplul 6.1.5.1. Daci g(x) = R| X, , X€[ a, B], unde
cx+d

o _ ax+b 7
R(u, v) este o functie rationald, atunci alegind @(x) =1 g’ integrala J.g(x)dx se reduce la o
CX +
o

integrald dintr-o functie rationala.

Exemplul 6.1.5.2. Daca g(x) = R(X, vax? +bx + C), X€ [ a, B], a# 0, unde R(u, v) este o functie
B
rationald, atunci integrala .[ g(x)dx se poate reduce la o integrala dintr-o functie rationald, folosind

a

substitutiile lui Euler. Se deosebesc trei cazuri:
a) dacaa >0, serecomanda schimbarea determinata de / ax’ +bx+c = \/5 X+t
b) dacdc >0, se recomanda schimbarea determinati de ax? +bx+c =tx + \/E

) dacab®—4ac >0, se recomandi schimbarea determinati de ax? +bx+c = t(x—x,)

unde x; este una dintre radacinile trinomului ax? + bx + ¢ (se presupune, evident, ca ax’ + bx + ¢ >0 pe
intervalul [ o, B]).

Exemplul 6.1.5.3. Daca g(x) = R(sin X, cos X), X&[ o, B], unde R(u, V) este o functie rationala, folosind

B
X
functia (x) =19 > integrala J. g(x)dx se reduce la o integrald dintr-o functie rationala.

o
Exemplul 6.1.5.4. Daci g(x) = x"(ax" + b)’, x€ [ o, ], unde a,b € R,

B
m,n, p €Q, ax" + b >0 pentru orice x € [ a, ], atunci J. g(X)dx se numeste integrald binomd (Cebisev) si
o
se poate calcula elementar numai in urmatoarele trei cazuri:
a) pE 7z ; se foloseste functia (p(x)=x1/r, unde r este numitorul comun al numerelor ragionale m i n.



m+ 1 : n 1/s
b) pgz ,dar € 7 ; se foloseste functia @(x)=(ax +b)

n

, unde s este numitorul lui p.

/s

m+1 m+1 . . -

C) pgz ,——¢&2Z darp+ € 7 ; 1n acest caz se foloseste functia @(x)=(a + bx™)™, unde
n

s este, de asemenea, numitorul lui p. In toate cele trei cazuri, integrala binoma se transforma intr-0

integrala dintr-o functie rationala.

B
Observatia 6.1.5.6. Daci in calculul integralei .[ g(x)dx alegem

o
pentru schimbarea de variabila o functie ¢ astfel incat g(x) = f(p(x)), dar ¢ nu este inversabila pe [ a, B],
atunci se descompune intervalul [ o, B] intr-un numar finit de subintervale, incat pe fiecare subinterval
functia @ sd aiba o restrictie inversabild, se aplicd a doua formuld de schimbare de variabild pe fiecare
subinterval, apoi se foloseste proprietatea de aditivitate a integralei fata de interval.

Observatia 6.1.5.7. Metodele de calcul exact expuse mai sus presupun cunoscute primitivele anumitor
functii. Existd insd cazuri simple, cand existd primitivele, dar acestea nu pot fi exprimate cu ajutorul

. sinx cosx e 1 .
functiilor elementare: , e

X x X 'Inx’
definitie (fiind continue), care insa nu pot fi determinate prin nici una din metodele elementare. De aceea
sunt prezentate in continuare si citeva metode de calcul aproximativ al integralei simple. Ideea acestor
metode este sugerata de insasi definitia integralei : daca

f: [a, b] > R este integrabila, considerand un sir arbitrar (dn )neN de diviziuni ale intervalului [a, b] cu

, sin x4, cos X etc. au primitive pe domeniul lor de

Iim||dn|| =0si fixand pentru fiecare diviziune d, o alegere a punctelor intermediare { ", atunci sirul
Nn—o0

b
unde o, = o (ds, ¢ "), converge la j f (x)dx . Prin urmare, pentru a aproxima integrala,

a

numeric (Gn )neN :

cu o anumitd eroare, este suficient, sd calculim un anumit termen al sirului (Un )neN . Particularizand

modul de alegere al diviziunilor si al punctelor intermediare, se obtin diferite metode de calcul aproximativ
al integralelor.

Teorema 6.1.5.6. (Metoda dreptunghiurilor)
Fie f: [a, b] » R o functie integrabila. Consideram o diviziune d a intervalului [a, b], determinata

de punctele :

A= X <X <X <...<Xp1<Xp=h

b-a

CU Xj — Xj.1 = ,1=1,2, ..., n,iar ca puncte intermediare alegem

Ci=Xi1sau( i* =X;,1=1, 2, ..., n. Atunci:

b n
j f(x)dx ~ o, = b;naz f(x)
a i=1

® * b_a d
sau jf(x)dXzan :TZf(xi)
a i=1

Daca functia f este derivabild, cu derivata marginita pe [a, b], atunci



GRS
n

<

jl f(x)dx-o,

unde A=sup {| f‘(x) |; x€[a, b]}.

Observatia 6.1.5.8. Daca functia f este crescétoare pe [a, b], atunci o , aproximeaza integrala prin lipsa, iar
o, prin adaos, de aceea media lor aritmetica constituie o aproximare mai buna.

Teorema 6.1.5.7. (Metoda trapezelor)
In conditiile teoremei precedente, avem:

j)'f(x)dx ~

G, +0,

= b2_na [f (@) + 2f (x,) +...+ 2f (x,,) + f (b)]

Daca functia f are derivata de ordinul doi marginita pe [a,b], atunci
(b—a)®
12n?

o, +t0,

b
!f(x)dx— . ‘SB-

unde B =sup {| f’(x) |; x € [a, b]}.

Teorema 6.1.5.8. (Metoda tangentelor)
In conditiile teoremei 6.1.5.6., ludnd n=2m, avem:

¢ b—a
{ f(x)dx ~ 72 f(Xy4)

Teorema 6.1.5.9. (Metoda lui Simpson)
In conditiile teoremei 6.1.5.6., ludnd n = 2m, t, valoarea aproximativa a integralei obtinuta prin
metoda trapezelor, T, cea obtinutd prin metoda tangentelor avem :

b
jf(X)dXN 2tn +Tn _

b_a[f(a)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+
6m

et 26 (X, )+ AF (X, ) + T (D)]

Daca f are derivatd de ordinul patru méarginita pe [a, b], atunci

b 5
2t +T b-a

J‘f(x)dx_M v o-a)”

a

2880m*
unde M = sup {| f(x) |; x[a, b]}.

Observatia 6.1.5.9. O altd metoda de aproximare a integralei simple este metoda de integrare prin

dezvoltarea in serie de puteri. Aceastd metoda, furnizatd de teorema de integrare termen cu termen a unei

serii de puteri constd in dezvoltarea functiei f in serie de puteri, integrarea termen cu termen a acestei serii,
b

obtinerea integralei .[ f (X)dX ca sumi a unei serii numerice si aproximarea acesteia cu o suma partiald

a
convenabila .

6.1.6. Aplicatii ale integralei simple

Fie f: [a, b] » R o functie continud pe [a, b]. Atunci aria domeniului D C R’ marginit de
graficul functiei f, axa ox si dreptele de ecuatii x = a si x = b, este data de



b
a(D) = j | (x)|dx (6.1.6.1)
a
Volumul corpului Q < R® obtinut prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Ox este dat de :
b
Q) =7 j f 2(x)dx (6.1.6.2)
a

Dacia functia f are derivate continud pe [a, b], atunci lungimea arcului de curbd (y) C R?, care are
ecuatia y = f(x), x € [a, b] este data de :

b
I(y) = J}/l+ f'2 (x)dx (6.1.6.3)

6.1.7 Integrala simpla cu parametru.

Definitia 6.1.7.1. Fie ACR ,J= [a,b] R sif: A xJ— R o functie cu proprietatea ca pentru fiecare
X € A, functia t — f(x, t) este integrabila pe

b

[a, b]. Functia F: A — R definita prin F(x) = J. f (x,t)dt se numeste integrald cu parametru (cu “limite
a

fixe”. Parametrul este x).

Definitia 6.1.7.2. Fie ¢, v : A — [a, b] doua functii, astfel incat
o(x) < y(x), pentru orice x € A, iar pentru orice X € A functia t — f(x, t) este integrabila pe intervalul [p(x),

y(x)]. Functia F : A— R definitd prin
- v (x)
F(x)= I f (x,t)dt se numeste, de asemenea, integrali cu parametru (cu “limite variabile”. Parametrul

o(x)
este x).

Teorema 6.1.7.1. Fie ACR un interval nu neapérat compact,
J= [a, b] CR. Daci functia f: AxJ — R este continud pe A x J, atunci functia F : A — R, F(X) =

b
J. f (x,t)dt este continui pe A.
a

Teorema 6.1.7.2. Fie ACR un interval nu neapirat compact,
J= [a,b] CR. Fie ¢, y:A — [a,b] doud functii continue pe A si

f: AxJ— R continui pe A x J. Atunci functia F : A >R
- w(x)
Fx= I f (X,t)dt este continua pe A.
o(x)

Teorema 6.1.7.3. Fie ACR, A interval arbitrar, J= [a, b] CR si functia
f: AxJ— R. Daca f este continua pe A x J, are derivatd partiald in raport cu x, continua pe A x J, atunci

b
functia F: A — R, F(X) = J. f (X,t)dt este derivabili pe A si, pentru orice x € A, avem:
a
b

F(x) = J’%(x,t)dt

a



in plus, functia F* este continud pe A.

Teorema 6.1.7.4. Fie ACR, A interval arbitrar, J= [a, b] CR.
Fie ¢, v : A — J doua functii arbitrare de clasi C' pe A, f: A x ] — R o functie continui pe A x J. Atunci

functia F : A—>R

- w(x)
F(x)= I f (X,t)dt este derivabila pe A si pentru orice X € A, avem:
@(x)
- w(x) af
Freo= [ —0a0dt+ f Gy 00) 10 = F (% 0(x) ¢/ ()
(%)

Teorema 6.1.7.5. Fie ACR, Ainterval arbitrar, J= [a, b] CR. Fie
f: A xJ— R o functie continua pe A x J. Atunci functia ,

F(x) = J. f (X,t)dt este integrabili pe orice interval compact [a, B] C A si are loc egalitatea

B bl B
j F(x)dx = j { j f (x,t)dx}dt
o al o
Observatia 6.1.7.1. Egalitatea din concluzia teoremei precedente se poate scrie:

[ {j f(x, t)dt}dx | { [f(x t)dx}dt

ala

a

Aceasta formuld arata ca, in conditiile teoremei, putem schimba ordinea de integrare.

Observatia 6.1.7.2. Pentru integralele cu parametru cu limite variabile nu putem da Tn mod direct o
asemenea formula. Putem insa, prin schimbarea de variabila:

t=0o ) +z[yx)-oX)],

sa reducem integrala cu limite variabile la o integrala cu limite fixe, si apoi sd schimbam ordinea de
integrare. Prin urmare, dacd ¢, v : A — [a, b] sunt continue pe A, iar f: A x ] — R este continud pe A x J,
atunci functia

- - w(x)
F:A-RrR FX-= I f (X, t)dt este integrabila pe orice interval compact [a, f] C A si avem:
@(x)
B _ v (x) 1[p
jF X)dx = j j f(x,t)dt ldx = J.Ug(x z)dz} = j{jg(x, z)dx}dz
a al o(x) OLe

unde g este functia g: Ax [0, 1] — R definita prin:

9(x, 2) = f(x, 0(x) + z[y(x) - (X)) * [¥(x) - 9(x)],

care este evident continud pe A x [0, 1], ceea ce justificd ultima egalitate.



