5. FUNCTII IMPLICITE. EXTREME CONDITIONATE.

5.1. Notiuni teoretice. Rezultate fundamentale.
5.1.1. Functii implicite.

in capitolele precedente am studiat functii de una sau mai multe variabile date sub forma explicita,
adica de forma y = f(X) , unde f ne arata concret cum depinde y de X . Sunt situatii insd cand legatura intre
marimile X si y este data implicit de o ecuatie de forma F(x, y) = 0, explicitarea in raport cu y, de exemplu,
nefiind posibila intotdeauna in mod univoc.
in cele ce urmeaza vom arita cand este posibild explicitarea unei ecuatii F(x, y) = 0 si ce
proprietati putem deduce pentru explicitarea f (a carei expresie analitica nu poate fi gasita in general) din
proprietatile functiei F.
Definitia 5.1.1.1. Fie ecuatia F(x, y) = 0 unde F : D —R este o functie data, definitd pe multimea deschisa
D c R? Fie D, proiectia lui D pe axa Ox si fie AC Dy,
O functie /- A—R se numeste solutie sau explicitare (in raport cu y) a ecuatiei F(X, y) = 0 pe mul{imea A,
daca pentru orice X € A, F(x, f(x)) = 0. Daca exista o singura explicitare f pentru ecuatia F(X, y) = 0, functia
f se numeste functie definitd implicit de ecuatia F(x, y)= 0 sau, pe scurt, functie implicita (de o variabild)
Teorema 5.1.1.1. Fie ecuatia F(x, y) = 0 unde F : D —R este o functie datd, definitd pe multimea deschisa
D c R Fie (X, Yo) € D. Daci sunt indeplinite conditiile:
1. F(Xo, Yo) = 0;
2. F este de clasa C! pe o vecinatate a punctului (Xo, Yo);

OF
3. — (Xo, Yo) # 0,
oy

atunci
a) exista Ue 7 (X), V€ ¥ (Vo) si o explicitare unica 1 :U—V (in raport cu y) a ecuatiei F(x, y) =0
astfel tncat f(xo) = yo;
b) explicitarea f este de clasd C* pe U si pentru orice x € U,

F (x,(x)

ZyF(x,f(x))

Aceasta teorema poate fi extinsa usor la functii implicite de mai multe variabile.

Definitia 5.1.1.2. Fie ecuatia F(X;, Xz, ..., xp; ¥) = 0, unde F : D —R este o functie datd, definita pe
multimea deschisi D R”™. Fie AC RP o multime cu proprietatea ci pentru orice X = (Xy, Xa, .., xp) €A
existd ye R incét (X, y) €D. O functie f: 4 —R se numeste solugie sau explicitare (in raport cu y) a ecuatiei
F(X1, X2, ..., xp; ¥) = 0 pe multimea A, daci pentru orice X = (X1, Xz, ..., Xp) €A avem: F(Xy, Xz, ..., xp; f(Xq,
X2, ..., Xp)) = 0. Dacd exista o singurd explicitare f a ecuatiei date, functia f se numeste funcfie definita
implicit de ecuatia F(Xy, Xz, ..., xp; Y) = 0 sau, pe scurt, functie implicita (de variabilele reale x;, X, ..., xp)
Observatia 5.1.1.1. Daca notdm X=(Xy,Xz, ...,Xp) ecuatia F(X;,Xz, ..., xp; Y)=0 se poate scrie F(x, y) = 0 iar
solutia y = f(Xy, Xo, ..., xp) Se scrie y = f(x) . Deci, putem considera numai ecuatii de forma F(x, y) = 0 in
care X este variabila reala sau vectoriala.
Teorema 5.1.1.2. Fie ecuatia F(X, y) = 0, unde F - D —R este o functie data, definitad pe multimea deschisa
Dc R
Fie (Xo, Yo) = (%% 2% ..., x,”; Vo) € D. Daci sunt indeplinite conditiile:

1) F(Xo, Yo) =0;

2) Feste de clasa C' pe o vecinitate a punctului (Xo, o) ;

oF
3) ~ (Xo, YO)#),
oy

S =-

atunci:



a) exista Ue 7 (Xo), V€ ¥ (yo) si o explicitare unicd /' :U—V a ecuatiei F(x, y) = 0 (in raport cu y)
incat f(xo) = yo;
b) explicitarea f este de clasd C* pe U si pentru orice x€ U si orice  j =1, 2, ..., p avem:

oF
o o ()

—X)=- —

ox, ?yz(x,f(x)) |

Sé consideram acum problema functiilor definite implicit prin sisteme de ecuatii.

Definitia 5.1.1.3. Fie F;:D —R,i =1, 2, ..., m functii date, definite pe multimea deschisi D R™™. Fie
AC R’ 0 multime cu proprietatea cd pentru orice X = (X1, Xp, ..., Xp) existd Y = (Y1, Y2, ..., ym) € R" astfel
ncat (X, y) €D. Un sistem de functii {fi :A—R,i =1, 2, ..., m} se numeste solutie sau explicitare (in raport
cu variabilele yy, Y, ..., ym) pe multimea A a sistemului de ecuatii Fi(x,y) =0,i =1, 2, ..., m daca

Fi(x, f1(X), f2(x), ..., fu(X)) = 0 pentru orice i =1, 2, ..., m i orice X€ A.

Daca sistemul de ecuatii dat are pe mulfimea A o singura solutie {f;, f5,..., fm}, spunem ca functiile
f1, fo ..., fi SUNt definite implicit de sistemul de ecuatii dat sau, pe scurt, sistemul de functii {f;, 5, ..., fn}
este un sistem de functii implicite (de variabilele Xy, X,, ..., xp)

Observatia 5.1.1.2. Daca pentru simplificarea scrierii, se noteaza
X= (X1, co, Xp)s Y = Y1 ooy Ym)s F = (F1, Fo, ..., F), atunci F este o functie vectoriald definitd pe multimea
deschisa D R”™ cu valori in R™, iar sistemul se scrie mai simplu:

Fix,y)= 0.0
Daci se noteazi f = (fy, f,, ..., /) atunci f este o functie vectoriald definitd pe mulfimea deschisi AC R® cu
valori in R™. A spune ci sistemul de functii {f;, f,, ..., fu} este o solutie a sistemului de ecuatii dat revine la
a spune ca functia vectoriala f este o solutie a ecuatiei vectoriale
Fix,y) = 0.n
adica F(x, f(x)) = GRm pentru orice x € A. Tn acest fel, un sistem de m functii implicite reale, definite de un

sistem de m ecuatii, este echivalent cu o singurd functie implicitd vectoriala, definitd de o ecuatie
vectoriald. Se poate extinde acum usor, teorema de explicitare de la ecuatii la sisteme.
Teorema 5.1.1.3. Fie sistemul:
Fi(Xw X2 v, Xp3 Y1, V2o oo Ym) =0,i=1,2, ..., m

unde F; - D—R , i =1, 2, ..., m sunt functii date, definite pe multimea deschisd D C RP*™. Fie (Xo, Yo) =
(Xlo, xpo; ylo, ymo) € D. Daci sunt indeplinite conditiile:

1) Fi(Xo,Yo)=0i=12, .., m;

2) Functiile F, i =1, 2, ..., m sunt de clasa ct pe o vecinatate a punctului (Xo, Yo);

D(F,F,,....F
(R.F. Fy) 0 y0) % 0,
D(Y; Y201 Yim)
atunci
a) exista Ue 7(Xo), VE 7 (Yo) si 0 explicitare unica f -:U—V, f=(f, fp ..., fm) @ sistemului

dat astfel incat f(xo) = Yo;
b) functiile reale fy, f, ..., f sunt de clasa C' pe U si

D(F,.....F,,....F.)

f
i(X) _ D(yla---,xj,..,.,ym)(x (X))
o, T DEFuF) (o

D(Y1r Vi Yim)
pentruoricexe U, i =1, 2, ...m,j=1,2, .., p.
(determinantul de la numarator se obtine din jacobianul de la numitor prin inlocuirea coloanei derivatelor in
raport cu y; cu coloana derivatelor in raport cu x;).
Observatia 5.1.1.3. a) Oricare dintre cele trei teoreme anterioare reprezinta o teorema de existentd a
functiei implicite f (scalare sau vectoriale, de una sau mai multe variabile); sunt date conditii suficiente care



asigurd existenta functiei implicite, de clasi C*, fard a da o metoda efectivd de explicitare, acest lucru
nefiind, in general, posibil.

b) Punctele critice ale functiei y = y(x) definita implicit de ecuatia F(X,y)= 0 se determina punand conditia
necesara y’ = (), adica rezolvand sistemul:

F(x,y)=0

oF
—(x,y)=0
ax( y)

oF

A (Xv y) =0

oy

Pentru precizarea punctelor de extrem se afla semnul lui y ” n fiecare din punctele critice.

¢) Daca F : D—R este o functie de clasd C? pe multimea deschisa D < R® ecuatia F(x, y, z) = 0 defineste
local, in conditiile teoremei 5.1.1.2., o functie z = z(X, y), astfel incat sa aiba loc identitatea F(X, y; z(X, y)) =
0; desi, in general, aceastd functie nu se poate explicita efectiv, se pot calcula derivatele partiale de ordinul
inti si doi ale lui z, iar pentru a determina extremele locale ale functiei z, se determina mai intai punctele
critice, rezolvand sistemul:

F(x,y,z)=0

oF
—(X,y,2)=0
ax( Y, 2)

ﬁ(x,y,z):O
oy

E(x,y,z);«tO
0z

Se determina apoi semnul expresiei

822_622_ 0°z
ox* oy* | oxoy

2
j n fiecare dintre punctele critice, apoi semnul
2

.02 . . . .
lui —- n fiecare dintre punctele in care aceastd expresie este strict pozitiva.
X

5.1.2. Transformiri punctuale in R° . Schimbiri de coordonate.

Se stie ca o functie reald de o variabild reala f este inversabila daca si numai daca este bijectiva,
iar, in anumite conditii, unele proprietiti ale functiei f se transmit functiei inverse f *. A determina f ! este
echivalent cu a explicita, n raport cu x, ecuatia f(x) —y = 0.

Pentru functii de mai multe variabile, problema inversarii este mai complicati. Daci ACRPsi f :

A — R™ este o functie vectoriald de componente fi, f,, ..., fu, ecuatia vectoriald f(X) — y = eRm este

echivalenta cu sistemul

filXe, Xo e, Xp)—=Yi=0,i=1,2 ..., m
iar determinarea inversei (atunci cand existd) revine la explicitarea sistemului in raport cu variabilele Xy, X,
..., Xp. Conform celor prezentate in teorema 5.1.1.3., numdrul variabilelor ce pot fi explicitate coincide cu
numarul de ecuatii; prin urmare, trebuie ca m = p, iar pentru a putea utiliza teorema 5.1.1.3. trebuie
considerate functii de clasa C. De aceea, in cele ce urmeaza, consideram A C R multime deschisa, T: 4 —
R de clasa C! pe A si cautdm conditii care sa asigure existenta inversei T 1. B— 4, unde
B = T(A), precum si diferentiabilitatea lui T ™.
Definitia 5.1.2.1. Fie ACRP, BC R” multimi deschise.
O aplicatie 74 —B de clasi C' pe A se numeste transformare punctuald de la A la B.



Prin aplicatia T,de componente fy, f,, ..., fp,oricarui punct
X=(X1, X, ..., Xp) € ATi corespunde un punct bine determinat
Y= u Y2 ... ¥p) €Bunde y; = fi(Xy, X2 ..., xp), ..., Yo = fo(Xs, ..., xp) ceea ce justificd denumirea de
transformare punctuala.
Definitia 5.1.2.2. Fie ACR’, BC R multimi deschise. O transformare punctuald 7:4 —B se numeste
difeomorfism (sau transformare regulatd) daca T este bijectiva si inversa ei T - B—4 este o transformare
punctuald de la B la A.

Aplicand teorema 5.1.1.3. pentru sistemul fi(xy, ..., xp) —Vi =0,
i=1,2, .. p,in teorema urmatoare sunt date conditii suficiente pentru ca transformarea punctuala T, de
componente fy, f,, ..., f; sd aiba o restrictie inversabil, iar inversa sa fie tot o transformare punctuald, adica,
local, sa fie difeomorfism.
Teorema 5.1.2.1. (de inversiune locald) Fie T : A— R o transformare punctuali, de componente fi, f,, ...,
fp, pe multimea deschisda AC R” si fie X, € A un punct astfel incat

D(f,.f,..... ;)

D(Xy, Xy, X))

Atunci existd o vecinatate deschisd Uy a punctului X, si o vecindtate deschisa Vo a punctului yo = T(Xo),
astfel ca T sa fie difeomorfism de la Ugy la V.

Observatia 5.1.2.1. a) Dacd @1, ¢y, ..., @, sunt componentele transformarii inverse T 1 tinand seama de
observatia 4.1.4.1. b), avem:

D(f,.f,,...T,) - D(@y, 9y P,)

(o) 20

(Txo)) =1,
D(Xy Xp0Xp)  D(¥gYarea¥y)
adica :
-1
D(p,,®,,..., D(f,,f,,...f
(01,9, (Pp)(T(XO))= (f..f, ) (X,)
D(yl’yZ""!yp) D(Xl’XZ""'Xp)

Aceasta egalitate corespunde formulei care dd derivata functiei inverse a unei functii derivabile de o
variabila. Deci, din acest punct de vedere, in cazul transformarilor punctuale, rolul derivatei il joacd
jacobianul transformarii.

b) Rezultatul stabilit Tn teorema 5.1.2.1. are un caracter local, chiar daca jacobianul transformarii este nenul
n orice punct din A. De exemplu, daca

T: R®> R? este transformarea dati prin x(r, 8) = rcos 6, y(r, 6) =rsin 0 jacobianul transformarii T este

D(x,y)
D(r,0)
este bijectivd, dar T nu este bijectiva pe R2\{(0, 0)} din cauza periodicititii functiilor sin si cos, imaginile
punctelor diferite (», 6), (r, 8 + 2z) coincid, deci T nu este injectiva.
Definitia 5.1.2.3. Fie ACR® o multime deschisi. O transformare punctuald injectivi T : A— RP care
stabileste un difeomorfism de la A la B = T(A) se numeste schimbare de coordonate in A. Daca fy, f,, ..., f
sunt componentele lui T, atunci pentru orice x € A, numerele fi(x), f2(x), ..., fo(X) sSe numesc coordonatele lui
x n sistemul de coordonate T.
Exemplul 5.1.2.1. FieA={(x,y)e R% x>0 siy>0}.

=r; conform teoremei 5.1.2.1., orice punct (r, 8) cu r # 0 are o vecinatate in care transformarea T

Aplicatia T - A— R*, T(x, y) = (r, #) unde r = \/X2 + y2 , 0 =arctg y este o schimbare de coordonate,
X

numita trecerea de la coordonate carteziene la coordonate polare in A.
Observatia 5.1.2.2. Teorema 5.1.2.1. afirma ca, daca T este o transformare punctuala cu jacobianul nenul
intr-un punct xo, atunci, local, (intr-o vecinatate a lui Xo) T este 0 schimbare de coordonate.

5.1.3. Extreme conditionate. Puncte de extrem global.

Ne punem mai intdi problema determindrii extremelor unei functii luand in considerare valorile
acesteia doar In punctele care indeplinesc anumite conditii suplimentare date. De exemplu, daca se cere sa



se determine acel punct al planului x + y+ z =1 care se afla la cea mai mica distanta fatd de origine, trebuie

sa determindm, evident, minimul functiei d(X, y, z) = 4/ X% + y2 +2? Iuand in considerare doar tripletele

(X, y, ) care indeplinesc conditia X +y + z = 1. Aceasta este o problema simpld de extrem conditionat. O
cale naturala de rezolvare este urmatoarea: se expliciteaza ecuatia datd in raport cu z, de exemplu, se
introduce z in expresia functiei si se obtine o problema de extrem obisnuit pentru functia de doua variabile
obtinutd (care reprezinta restrictia functiei d la planul considerat). Deoarece practic aceastd explicitare, in
general, nu este realizabila, se recurge la o metoda indirecta, bazata pe teorema functiilor implicite, pe care
0 vom prezenta in continuare.
Definitia 5.1.3.1.Fie D R"™ o multime deschisa , f : D — R o functie de clasi C' pe D. Presupunem ci
intre variabilele x, ..., xp; Y1, ..., ym existd m conditii (restrictii, legaturi): gi(Xs, ..., Xp; Y1, ..., ym) = 0,1 =1,
2, ...,mundeg;: D— R,i=1, .. msuntde clasi C' pe D. Fie

M ={(Xs, ..., Xp; Y1, -0, ¥m) €D GilXy, oo, Xp; Y1, o, y)=0, i=1,2, ..., m}
Se numeste punct de extrem local al functiei f conditionat de
Gi(Xe, oo Xp; Y1, s ) = 0,0 =1, 2, ..., m orice punct
o ..., xpo; v .., yn°) €M pentru care exista o vecinatate V C D, incat diferenta f(xy, ..., Xp; Y1 e Ym) -
o’ ..., xpo; v’ ..., ') sd aibd semn constant pe MMV .
Utilizand teorema 5.1.1.3. pentru sistemul gi(Xy, ..., Xp;Y1, ... Ym)= 0,
i= 1, 2, ..., m, teorema care urmeaza da conditii necesare ca un punct sd fie punct de extrem local
conditionat pentru o functie data.
Teorema 5.1.3.1. (Lagrange) Fie f : D — R o functie de clasia C* pe multimea deschisi D < RP™.
Fie (Xlo, xpo; ylo, ymo) € D un punct de extrem local al functiei f, conditionat de legaturile gi(Xy, ...,
Xps Y1 - Yo)= 0, i=1, 2, ..., munde functiile g; - D— R, i=1, 2, ..., m sunt de clasa ct pe D si

D(9,.95++9m)
D(Y; Y201 Yim)

Atunci exista m numere reale Ay, A, ..., Ay, astfel Incét punctul

(Xlo, xpo; y1°, ymo) sa fie punct critic pentru functia
F=f+M0:1+ 20, + ... + A0
(Numerele Ag, Ay, ..., Am S€ nUMesc multiplicatori Lagrange, iar functia F se numeste functie Lagrange)
Observatia 5.1.3.1. Daci
D(X1, X, ooy Xp) = T(Xe, ooy X5 Yi(Xe oo Xp)y oo, V(X1 .y X))

unde y1 = y1(Xy, ..., Xp), Y2 = Yo(X1, oo, Xp), ooy Y = Ym((X1, ..., xp)) sunt explicitari locale ale sistemului gj(Xy,
oo Xp3 Y1 oo, y)= 0, i=1, 2, .., m atunci functia @ reprezinta restrictia functiei f la mul{imea M si,
evident, (x;°, ..., x,"; Y1’ ..., yn") este punct de extrem local pentru f, conditionat de gi(Xs, ..., Xp; Y1, -, Ym)=
0, i=1, 2, ..., m daca si numai dacd (xlo, xpo) este punct de extrem local pentru functia ®. Prin urmare,
in practica, teorema 5.1.3.1. se aplica astfel: fiind date functia f i legaturile
0i(Xe, oo Xp; Y, oo, y)=0, i=1, 2, ..., m se considera functia Lagrange
F =1+ M0+ A0 + ... + AnOm cu numerele Aq, Ay, ..., Ay Nedetrminate; se rezolva sistemul:

oF

— (X XY ¥ ) =0,]=12,...,
axj(l o1 Y1 Ym) =0,] p

E(xl,...,xp;yl,...,ym) =0,1=12,...m

;i
O (Xpses X Va0 Y ) =0, 1=12,...,m

R R VN T Y

Acest sistem are p + 2m ecuatii si p + 2m necunoscute. Daca xlo, xpo; ylo, ymo, Xlo, Xzo, e
AmC este o solutie a acestui sistem, atunci (X, ..., xpo; y1’ ..., ym’) este punct critic pentru functia Lagrange
F corespunzatoare multiplicatorilor M AL, ..., A, Pentru a vedea daca
(Xlo, xpo; ylo, ymo) este punct de extrem conditionat pentru f este suficient s verificam daca (Xlo,
Xpo) este punct de extrem local pentru functia ®; daca fsi g, i = 7, 2, ..., m sunt functii de clasd C* putem
studia hessiana functiei @ in punctul (x;’, ..., x,”).



Definitia 5.1.3.2. Fie f : ACR"— R o functie arbitrari X, € A. Punctul X, se numeste punct de extrem
global al functiei f daca diferenta f(x) — f(xo) are semn constant pe A. Mai precis, punctul X, se numeste
punct de maxim (respectiv minim) global al lui f daca pentru orice X € A avem f(x) — f(xo) < 0 (respectiv f(x)
—f(xo) > 0)
Observatia 5.1.3.2. Daci f este de clasd C' pe A atunci f este diferentiabila si, prin urmare, continua pe A.
Tinand seama de teorema 3.1.5.4., daca A este compacti atunci f este marginita si isi atinge marginile pe A.
Prin urmare, existd X-, X € A astfel inct f(x.) = inf f (A), f(x") = sup f(A). Evident, x- este punct de minim
global, iar X" este punct de maxim global pentru functia f. Daci Int(A) reprezinti interiorul multimii A, iar
Fr(A) reprezinta frontiera multimii A, atunci:
Int(A)={xeA:IVev(x), VCA}
Fr(A) ={xeR" V Ve V(X), VN A#D 5i VN CA+D }
Deoarece A este compacta (deci marginita si inchisd) avem:
A = Int(A) U Fr(A).

Deoarece x« € A deducem ca X~ € Int(A) sau x- € Fr(A).

Daca x«€ Int(A), atunci x~ este punct de minim local pentru f, iar daca x~& Fr(A), presupunand ca Fr(A)
poate fi definitd prin ecuatii carteziene, atunci X~ este punct de minim pentru f, conditionat de aceste ecuatii.
O discutie asemanitoare are loc pentru X .

Astfel, daca se cer marginile unei functii de clasd C' pe o multime compacta A (punctele de extrem
global) se aplica teorema Iui Fermat pentru a determina punctele de extrem local situate in interiorul
multimii compacte si teorema lui Lagrange pentru cele care se afla pe frontierd. Avand asigurata existenta
punctelor x«, X (prin teorema 3.1.5.4.) este suficient si calculim valorile functiei f In toate punctele
stationare determinate si sa retinem valorile extreme.



