3 FUNCTII CONTINUE

3.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 3.2.1. Studiati convergenta urmitoarelor siruri din R®,

2
a) Xn= n ) n alj

2n+1 n?+1n

b) x,= 1—£,3‘”,cos£j

n
n+1
C) X = | —— ( 1)n+1 j
n
Solutii.
. 1 i n? a1 .
a) Deoarece lim > =1si lim = =0 deducem ci sirul (x,), e €ste convergent
N 2N +1 2’ o n°+1 n—o
si limita sa este lim x, = (— ,1,0) }
n—oo 2

b) Analog se obtine

lim (1—£ 37", cos lj =(Iim[1— l) lim(3™), Iim[cos ED
n—oo n n n—o0 n n—ow n—o0 n

=(1,0,1)
¢) Deoarece a doua componenta a sirului (Xp), €y este un sir divergent rezulta ca (x,), ey este divergent.

Exercitiul 3.2.2. Sa se calculeze:

2 2
im 19X +y7)

a)
(x,y)—(0,0) [XZ +y2
5 lim 1-cos+/x* +y?
(x.y)->(0,0) X% +y?
Solutii.

a) Deoarece tgx” +y7) tg(x +y ) X2 +y? lim M = IImmzl,

/X +y X +y (x,y)a(0,0) X +y t—-0 {
. . tg(x* +y?
lim X?+y® =0rezultica lim X +y) 1-0=0.

(x,y)—(0,0) x0>00  [yz v
2
2sin? X+’ sin X" +y°
2 2 e — D —
1-cosyx“+y _ 2 9 2 1

2 2 = 2 2 )
X“+y X“+y X2 +y°

(x, y) #(0, 0).



: x?+y*  sint _ 1-c0s4/x% +y?
Deoarece lim ——— =0si lim—— =1deducemca lim > > =
(x,y)—(0,0) 2 t—-0 (x,y)—(0,0) X + y

1
=



Exercitiul 3.2.3. Sa se demonstreze cd urmaétoarele functii nu au limita in (0, 0).

X-y
a) f(xy)= ,X+y#£0
X+y
71
e x .
) fy)= g 0
e X +y?

Solutie.

1
a) Consideram sirul (X, Yn))n e+ de puncte din R? x, = —, y, =
n

A
— unde A # -1 este un parametru real.
n

. 1-X . - 1-A .
Atunci lim (x,, yn) = (0, 0), f(Xn, yn) = —— , pentru orice ne N, deci lim f(x,, y,) =—— depinde de
N 1+ N0 1+A

parametrul A. Prin urmare, functia f nu are limita in (0, 0).

1

- 2
b) Consideram sirul (X, Yn))h e x= de puncte din R?, astfel incat lim x,=0,y, =4-€ *, ne N unde A este

un parametru real.
Atunci, evident limy, =0, deci

n—o

Pentru fiecare ne N, avem

lim (x., y») = (0, 0).

2

n—oo

A eig A
f(Xny yn) = _iz _iz = 1+ 7\’2
e +2%

. A
deci lim f(x,, yn) =——
n—w 1+

5 depinde de parametrul A. Rezulta ca functia f nu are limita in (0, 0).

Exercitiul 3.2.4. Sa se demonstreze cd urmatoarele functii sunt continue in (0, 0).

a) fix,y)= x> +y°

(X% + yz)sin;,(x,y) = (0,0)
b) f(x,y)= x> +y?
0, (% y)=(0,0)
ol )
y Infl+— |y#0,xeR
0 f(x,y)= y?
Ol y:O,X S R
Solutie.

a) Prin inlocuire directd obtinem:  lim  f(x, y) = 0 = (0, 0) deci f este continui in (0, 0).
(x,y)—(0,0)

b) Pentru orice (x, y) # (0, 0) avem:

[f(x, y) — (0, 0)] = (x* + y)-|sin

1

§x2+y2



si, evident,  lim ) (x® + y?) = 0. Tinand seama de observatia 3.1.4.1. a) rezulta ci functia f este continui

(x,y)—(0,0
in (0, 0).
c) Pentru orice (x, y) € R?cu y # 0, avem:

NG X2
[f(x, y) — (0, 0)| :y2|”(1+ —Zj Syz'[1+—2] =x2+y?
y y

de unde, ca mai sus, deducem ca f este continud in (0, 0).



Exercitiul 3.2.5. Sa se demonstreze cd urmatoarele functii nu sunt continue in (0, 0):

a) f(x,y)=

X-y
X+Yy
0, X+y=0

3,,2

2 (x.y) % (0,0)

X+Yy#0

b) f(x,y)=1<x%+y?’

1 (x y)=(0,0)
Solutie.
a) Functia f nu are limita in (0, 0) deci nu este continua in (0, 0).
11 . 11
b) Consideram sirul || —,— convergent catre (0, 0). Pentru fiecare nenN, avem f| —,— | =
nn neN® nn
1 n* 1
n® 2 2n*

n—oo

. 11
Deci lim f(— ) —] = 0 #/(0, 0). Tinand seama de observatia 3.1.4.1. ¢) deducem cé f nu este continua in
nn

(0, 0). (Se poate arata ca aceasta functie are limita in (0, 0) dar aceasta nu este 1).
Exercitiul 3.2.6. Sa se studieze continuitatea functiilor:

sin(x® +y°)
——,(X,y) = (0,0
a)f:R2—>R, f(X, y)= X2 +y2 ( y) ( )
a’ (X’ y): (O’O)
1- 1+ X% +y? +2°
b) f:R® = R, f(x, Y, 2) = Xyl 2t ,(X,Y,2) #(0,0,0)
a, (X’ y,Z) = (010,0)
Solutii.
. sin(x® +y?®) o o o o
a) Deoarece lim ——2 2 =0 rezulti ci f este continui in (0, 0) daca si numai daca a = 0.

xy-00) X% 4y?
Cum f este continui pe RA{(0, 0)} pentru orice a € R, fiind compunere de functii continue rezultd ca daca a
=0 functia f este continud pe R? iar daci a # 0, ea este continud pe RA{(0, 0)}.
b) Pentru orice (X, Y, z) # (0, 0, 0) avem:
1- 14 X2 +y* +7° ~x?—y?-27° _
2 2 2 - -
X“+y"+2 A1+ X2 +y2 +27) (X2 +y? +27%)
1

1+ 14x2+y? +7°

. . 1
deci (x,y,zI)ILr(]O,O,O) f(x,y,2) = - 5



1
Cum pe RA\{(0, 0, 0)} functia este evident continui, deducem ci pentru a = -E functia este

1
continui pe R® iar pentru a # - E ea este continud pe R°\{(0, 0, 0)}.

x°y
. o _ ——5,(Xy)=(0,0) 3 .
Exercitiul 3.2.7. Fie f :R* > R, f(x, y) =3 X"+ |y~ | . Sa se demonstreze ca functia f este
0, (x y)=(0,0)
continua dupa orice directie in origine, dar f nu este continua in origine.

Solutie.
Fie (d) o dreapta ce trece prin origine, de ecuatic y = mx, meR,
m # 0. Restrictia functiei f la dreapta (d) este functia g:R — R,
m| X
3 | x| X %0
g(x) =f(x, mx) = 3| X|” +| m| .
0, x=0

Cum Iing g(x) =0 =g(0) rezulta ca g este continua.
X—>

Dacia m = 0 dreapta (d) reprezintd axa Ox. In acest caz g(x) = f(x, 0) = 0 pentru orice X R, deci g este
evident continud in acest caz. In sfarsit, daca (d) este axa Oy restrictia va fi h(y) = f(0, y) = 0 pentru orice
Y ER, deci este continud. Prin urmare, restrictia lui f la orice dreapta ce trece prin origine este continud in
origine.

1
Consideram acum sirul de puncte din R?, ([— , —ZJJ care converge la (0, 0) si observam ca
n .
neN

n
. 11 . n? . o
lim f — |- lim — = oo, deci f nu este continui in (0, 0).
n—oo n n n—o
Exercitiul 3.2.8. Si se arate ci functia f(x) = xa* — 1, a > 1 se anuleazi intr-un punct &€ (0, 1).
Solutie.

Functia f este continua pe R ca functie elementara, deci are proprietatea lui Darboux pe R. Cum
f(1)=a-1>04if(0) =-1 <0, rezulta ci existd £ (0, 1) astfel incat (&) = 0.
Exercitiul 3.2.9. Stabiliti daca urmatoarele functii au limitd in X = 0.

a)f : (-1, D\OJ—RS, F(x)= V1+x—+/1 x’e 1, 1-cosx
X 2X x(\/1+x—1)
1 .
3 = sinx . 1
b) f : R0} —R®, f(x)=| € X ,——,sin—
X X

V1+x -+1-x

- 0
Solutii. a) Fie fy(x) = , X€ (-1, 1) {0}. In x = 0 suntem in cazul de nedeterminare 6 .




\/1+x—\/1—x= @A+x)-@A-x) _ 2
X X(VI+X +V1-X) V1+Xx ++/1-x

3x

Deoarece

pentru orice xe (-1, 1)\{0}

deducem ca |in”|0'|:1 (X) = 1. Notand f,(x) = , X€ R0}, si incercand sa calculdm |iﬁgf2(X)
X X—>

constatam ca suntem din nou in cazul — .

=1

t
e -1

Vom utiliza urmatoarea egalitate importanta: Ilrg "
t—

3x

3 . 3
Deoarece f,(x) = ‘2 pentru orice x # 0 deducem imediat ca IIrTg f,(x) = 5
X—>

1-cosx
X(V1+x =1)
pentru orice x € (-1, «0)\{0} avem
2
25in2 X Z(Sinz)z(j(\/Hx +1) . sin >
2 - =2 |52 (Vi+x +1)

- 0
Fie acum f3(x) = , X€ (-1, ©)\{0}. In x = 0 suntem, din nou, in cazul 6 . Deoarece

fa(

i x(VItx-1) x?

. 1
deducem cd limf,(x) = =-12=1.
x—0 2

Deoarece f(x) = (fi(x), f2(x), f3(x)) pentru orice x e (-1, «)\{0} si toate componentele f;, f,, f3 au
1limitd in X = 0, deducem ca f are limita in

. . . . 3
x=0si leLrg)f(x) = (leLrgfl(x),lemfz(x) , leLrng(x)) = (1,5,1)

. sin x
b) Analog, f(x) = (f1(x), f2(x), f3(X)) unde fy;(x) = € * , f(X) = T

1 . .
f3(x) = sin — pentru orice x€ R\{0}. Evident limf,(x) =0, limf,(X) = 1. Componenta f; nu are
X Xx—0 Xx—0

limita in X = O (este suficient si considerdim a, = — si b= ————, NEN si sd observam ci lim a,
T n—o
2nm+ —
2

=limb, =0dar limfy@a) = 0+ 7 = lim f(by)).
n—o n—o nN—0

Deoarece una dintre componente nu are limita in X = 0, deducem ca functia f nu are limitd in X =
0.

Exercitiul 3.2.10. Demonstrati ca functia f : RA{(0, 0)}— R?,
2,3 2 2
X X" =
f(x,y) = > y 13 y2 nu are limita in (0, 0).
X +y? X°+y
2,3 2 2
X X" =
Solutie. Fie fi(x,y) = 2—y2 sifax,y) = 2—yz pentru
X°+y X +y

(X, ¥) # (0, 0) componentele functiei vectoriale f. Deoarece pentru orice



2 3
X .
(%, y) # (0, 0) avem [fi(x, y)| < _)izy | = |y% daca x# 0 si 10, y) = % dacd y# 0 iar |yILn0 ly* =0

rezultaica  lim  fi(x, y)=0.
(x,y)—(0,0)

2 k2
pentru orice x # 0 rezulta ca |ing f(x, kx) = =
X—>

Deoarece f,(x, kx)= care depinde de k si

k 2
functia f, nu are limita in (0, 0). Deducem de aici ca functia vectoriala f nu are limita in (0, 0).
Exercitiul 3.2.11. S se studieze continuitatea functiei f : R — R®,

(sin 5x 1—cosx e* —1}
, , X =0

NG X

(5,1,1j , Xx=0
2

Solutie. Fiecare componenta a functiei f este continua pe R\{0}, deci f este continua pe R\{0}.

fx) =

2sin? X
. sinbx . l-cosx . 2 1 . e*-1 o
Deoarece lim =5, lim ———— = lim ———=== i lim = 1 rezultd ca lim f(x)
Xx—0 X Xx—0 X x—0 X 2 Xx—0 X Xx—0

= (5, 2 ,1) =f(0), deci f este continui si in X = 0. Prin urmare f este continui pe R.

Exercitiul 3.2.12. Sa se determine @, b, c€ R astfel incat functia

f: R R
1— 1+ x% +y? 1-cos(x? +y?)
2 2 (l+ | Xy |) |+\/7 2 2
X°+y X +y
f(X,y)= 1(X! y) # (070)
(a,b,c) (% y)=(0,0)

sa fie continui pe R2
Solutie. Functia vectoriala f este continua pe R? daci si numai daci fiecare componenta a sa este continua
pe R%

Pe RA{(0, 0)} cele trei componente sunt continue fiind compuneri de functii continue. Pentru a
studia continuitatea functiei vectoriale f in
(0, 0) determinam limita in (0,0) a fiecdrei componente.

1-1+x%+y? X2 —
x* +y? (x +y )(1+1/1+x +y?)

Deoarece f;(x, y)= pentru orice (x, y) # (0, 0) rezulta

ca
X, y)»(o o 1Y) =

[xy]
1 ] e
(X, y) = (1+|xy|) Ty =| @+ xy )™




1
Dar  lim  (1+|xy )i =esi Dy |

lim ——— =o0.
(x.¥)->(0.0) =00 x| +4/ Y|

Prinurmare  lim  fy(x,y)=e’=1.
(x,y)—(0,0)

1-cos(x® +y?) _

Avemsi lim  fy(x,y) = lim
(x.y)->(0,0) (x.y)->(0,0) x? +y?
2 2
Zsinzu 2 2
= gim ———2 - im sin XY
xy-00  x%+y (x.y)—(0,0) 2
2 2
. XS+
sin X Y
- im 22 =0-1=0.
xy-00 X2 4y
2

. 1
Prinurmare, lim f(x,y)=| —=,1,0 |. Cum f(0, 0) = (a, b, ¢) rezulta ci f este continua in (0,0) daca
(x,y)—(0,0) 2

1
sinumai dacia=- —,b=1,¢c=0.



