3 FUNCTII CONTINUE

3.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.
3.1.1. Spatiul euclidian R”

Pentru peN’, p > 2 fixat, se defineste
RP= R xR x:--xR ={(x), Xp, ..., Xp) : X1, X, ..., xp R}
depori
De exemplu, R% = {(x, y): X, yER}
R®*={(x,y,2): X, Y, ZER}
Multimea RP poate fi inzestratd cu o structurd algebricd de spatiu vectorial real, definind adunarea si
inmultirea cu scalari prin:
(X1, X2 ooy Xp) + (Y1, Y2, ooy Vp) = (Ko Y1, X2 + Yo, oo, Xp + V)
o (X1, Xz, ..., Xp) = (0Xg, OXa, ..., OXp)
pentru orice (Xi, Xz, ..., Xp), (Y1, Y2, .-, p) € R° sia€R.

In timp ce multimea numerelor reale este total ordonata, intre elementele multimii RP nu poate fi
definita o relatie de ordine totala compatibila cu structura algebricd, de aceea unele proprietati ale functiilor
reale de o variabila reala (legate de monotonie, spre exemplu) nu se pot enunta in cazul functiilor reale de
mai multe variabile reale (functii definite pe o parte AC R cu valori in R).

Structura de bazd insa cu care trebuie sa fie dotate multimile pentru studiul caracteristic analizei
matematice, bazat pe notiunea de limitd, este cea de spatiu topologic, in care se poate exprima faptul ca
doud elemente sunt sau nu apropiate, cu ajutorul notiunii de vecinatate, in cazul general, sau cu ajutorul
notiunii de metrica (sau distantd) in cazurile uzuale.
Definitia 3.1.1.1. Daca X este o multime nevida astfel incat, pentru fiecare X € X, sa poata fi evidentiata o
familie 11x) de submultimi ale lui X cu propriettile:
[Vi] oricare ar fi V€ UX), xeV;
[V.] dacda U, Ve ¢x) atunci U N Ve UX);
[Vs] daca Ve Ux) si VA atunci A€ UXx);
[V4] oricare ar fi Ve X) exista We 9AX) incat Ve y) pentru orice ye W,
atunci se spune cd pe X este definitd o structura topologica (sau o topologie) . Multimea X se numeste in
acest caz spatiu topologic, iar familia 1{x) se numeste Sistem de vecinatati ale punctului x.
Definitia 3.1.1.2. Fie X o multime nevida, arbitrara. Functia d : X x X — R satisfacand proprietatile:
[D1] d(x, y) = 0 pentru orice X, y € X; d(X, y) = 0 daca si numai daca x =y
[D,] d(x, y) = d(y, X) pentru orice x,ye X
[Ds] dx, z) <d(x, y) + d(y, z) pentru orice X, y, ze X
se numeste metrica (distantd) pe X, iar perechea (X, d) se numeste spagiu metric.

Daca (X, d) este un spatiu metric, X € X, r€ R, r>0, atunci mul{imea:

S(x, r) ={ye X: d(y, x) <r}

se numeste sferd deschisa cu centrul in x si raza r.
Teorema 3.1.1.1. Daci (X, d) este un spatiu metric, pentru fiecare x € X, familia 1{x) = {Vc X: 3 r>0,
S(x, r) C V} formeaza un sistem de vecinatati ale punctului X; deci orice spatiu metric este in mod natural
un spatiu topologic.

Tn plus, pentru orice x € X, AXx) are doud proprietiti remarcabile:

1) Dacid x, yeX, x # y atunci exista Ue ¢x), V € Ly) astfel incet U N V = @
(proprietatea de separare)
2) Existd (Vo) e n- < UX) astfel incat:
- oricare ar fi V€ () existi np€ N incat Vno cV
-daci n, meN’, n < m atunci V, D Vp, (aceasta proprietate este cunoscutd sun numele de
prima axiomd a numarabilitatii)
Aceste proprietdti permit rezolvarea unor probleme mari (unicitatea limitei, caracterizarea limitei si
continuitatii unei functii cu ajutorul sirurilor, etc) la nivelul spatiilor metrice, la fel ca in cazul axei reale.



Observatia 3.1.1.1. Structura de spatiu metric pe X Nnu presupune existenta unei structuri algebrice pe X.

Revenind la R care este inzestrat cu o structurd algebrica pe spatiu vectorial real, putem defini in
mod natural o structurd de spatiu metric (deci o structurd topologica) utilizdnd doud notiuni particulare
importante, produsul scalar si norma, care se definesc numai in spatii vectoriale.
Definitia 3.1.1.3. Produsul scalar euclidian intre elementele lui R” este definit prin:

<X, V> =Xy1 Xy + ..+ XpYp

pentru orice X = (X1, Xz, ..., Xp) , Y = (Y1, Y25 ..., ¥p) € R".
Norma euclidiand pe R’ este generati de produsul euclidian:

— _ 2 2 2
M= <X, X > = X2+ X2 +...+ X2

pentru orice X = (X1, Xp, ...,Xp) € RP.
Distanta euclidiana este generatd de norma euclidiana:

d0x,y) = I -¥ = 3/ (% = Y2)? + (X, = Y5) 2+t (X, = Y,)?
pentru orice X = (X1, Xz, ..., Xp), Y = (Y1, Y2, -+ ¥p) € RP.
Se demonstreaza usor ci d satisface proprietitile [D;], [D,], [Ds] din definitia 3.1.1.2., deci (R?, d) este
spatiu metric si, prin urmare, spatiu topologic; sistemul de vecinatiti ale fiecirui punct din RP se defineste
ca in teorema 3.1.1.1.
Observatia 3.1.1.2. a) Pentru p = 1 avem ||| = ||, distanta euclidiana este d(x, y) = | X —y |, iar pentru & >
0siX €R,SXo, N ={XER, | XX |<e} =X —¢& X0+ &).

b) Pentru p = 2, daca (x, y) € R? avem ||(x, y)|| = \/XZ + y2 care reprezinta lungimea segmentului ce
uneste punctele O(0, 0) si A(X, ¥); distanta euclidiana este:

d((X1, Y1), (X2, ¥2)) = \/(Xl - Xz)z + (yz - y2)2
iar pentru & > 0 si (X, Yo) € R’ fixat,
S((X0, Yo &) = {(x, ») € R%, (X—Xo)* + (¥ —Yo)’ <&’}
este interiorul cercului cu centrul n (Xo, Yo) siraza e, adica discul cu centrul in (Xo, Yo) i raza €.

c) Pentru p =3, avem ||(X, Y, 2)|| = \/XZ + y2 +2° , ar distanta euclidiana este:

d((X1, Y1, Z1), (X2, Y2, 22)) = \/(Xl - Xz)z +(y, — y2)2 +(z, - 22)2
pentru &> 0si (X, Yo, 20) € R fixat,

S((Xo, Yo, 20), &) = {(%, 3, 2) € R’ (X—Xo)* + (Y —Yo)’ + (2 - 2)" <&}
este interiorul sferei geometrice cu centrul Th (X, Yo, Zo) siraza .

3.1.2. Siruri in R,

Definitia 3.1.2.1. Se numeste sir de elemente din R’ orice functie f : N — RP; pentru orice n€ N, termenul
derang n, x, = f(n) € R", deci este de forma x, = (Xa}, Xo*, ...xa") unde X', X, ...x.,"€ R. Pentru fiecare k
=12, .pfiefc N — R, fy(n)= XX, Sirurile fy, o, ..., f de numere reale se numesc siruri componente ale
sirului f.

Considerand RP inzestrat cu metrica euclidiand, se pot defini, la fel ca pentru sirurile de numere
reale, notiunile de punct limitd, punct de acumulare, sir convergent, sir fundamental.
Definitia 3.1.2.2. Fief: N — R f(n) = X, un sir de elemente din RP. Sirul f se numeste convergent daca
existdi Xx€ RP astfel incat pentru orice € > 0 existd Nng€ N ncét, oricare ar fi n > ng, d(X,, x) < . Elementul
X se numeste punct limitd pentru sirul f. Tn caz contrar, sirul f se numeste divergent. Sirul f se numeste gir
fundamental (sau sir Cauchy) daca pentru orice € > 0 existd N € N incat, daca n, me N n>nq, m>ng atunci
d(Xn, Xm) < & sau, echivalent, d(Xn, Xa+p) < & pentru orice n > ng §i orice p € N.

Teorema urmitoare stabileste faptul ci studiul sirurilor din RP, p>1 se reduce la studiul sirurilor
din R si ci R” Inzestrat cu distanta euclidiani este un spatiu metric complet.
Teorema 3.1.2.1. Fief: N — RP, f(n) =X, = (X,", X2 ..., xa") un sir de elemente din RP. Pentru fiecare k
=12 .., pfiefaN — R fi(n)=x"



a) Sirul f este convergent si are limita x = (X, X ..., x*) € R daca si numai daca sirurile componente f;,
f,, ...fp sunt convergente si x“= lim Xnk, k=12..p

n—o
b) Sirul f este sir fundamental daca si numai daci toate sirurile componente sunt siruri fundamentale.
c) Sirul f este convergent daci si numai daci el este sir fundamental, deci R’ in raport cu distanta euclidiani
este spatiu metric complet.
Observatia 3.1.2.1. a) Din aceasti teoremd deducem ci limita unui sir convergent din R’ se calculeazi pe
componente.

. 1 1
De exemplu, sirul f: N — R f(n) 2( j converge catre (0, 1).

n ' n+2
b) Tn RP, p > 2 nu se pot defini convenabil siruri monotone, ca in cazul sirurilor de numere reale, deoarece
n R®, p > 2 nu se poate introduce o relatie de ordine totald compatibil cu structura algebric.

3.1.3. Limita unei functii de mai multe variabile

Este cunoscutd, din liceu, notiunea de limitd a unei functii reale de o variabila reald intr-un punct
de acumulare al domeniului sau de definitie. Prezentdm acum aceastd notiune pentru functii definite pe o
parte AC RP cu valori in R. Este necesar s precizdm, mai intai, notiunea de punct de acumulare al unei
multimi AC  RP. Acest lucru este posibil la fel ca in
AC Rdeoarece cunoastem sistemul de vecinititi ale fiecirui punct din RP.
Definitia 3.1.3.1. Considerim RP inzestrat cu metrica euclidiana.
FieAc RP, xe RParbitrare. Elementul x se numeste punct de acumulare pentru multimea A, daci oricare
ar fi Ue UUx) avem (Ux}) M4 # @. Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii A se noteaza
A
Definitia 3.1.3.2. Fie AC R, f: A— R o functie arbitrari, |€ R, a€4’. Elementul | se numeste limita

Sfunctiei fn punctul a daca pentru orice vecinatate V € 9{l) exista o vecinatate U € 1{a) astfel incat oricare
ar fi xe (U\a}) M A avem f(x) € V. Se noteazi | = lim f(x).

X—a
Observatia 3.1.3.1. a) Deoarece ac 4, (U\{a}) M A# @ oricare ar fi U e 1{a). Deoarece exista elemente
ale multimii A oricat de ,,aproape” de a, iar functia f ia in acestea valori oricat de ,,aproape” de |. De aceea,
spunem ca | este limita functiei f cand x ,,tinde” la a, ,,se apropie” oricat de mult de a. Este evident ca nu are
sens sd ne punem problema limitei unei functii intr-un punct care nu este punct de acumulare pentru
domeniul sdu de definitie.
b) Definitia punctului de acumulare al unei multimi, precum si definitia limitei unei functii intr-un punct
pot fi extinse, cu aceeasi formulare, la cazul spatiilor topologice oarecare deoarece utilizeaza doar notiunea
de vecindtate. Considerarea spatiilor metrice concrete (care sunt spatii topologice particulare) prezinta
unele avantaje cum ar fi unicitatea limitei, caracterizarea ei cu siruri, care nu se regésesc 1n cazul general.
Teorema 3.1.3.1. Fie f : ACRP—R o functie arbitrari, a€ 4’. Daci functia f are limitd in punctul a, atunci
aceasta este unica.
Teorema 3.1.3.2. Fief: ACRP—R, a€4’, |€R. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

a) 1= lim fx);
X—a
b) pentru orice € > 0 existd 6 > 0 astfel incat, pentru orice x€ Acu 0 <d(x, @) <d sd avem [f(x) - I|
< 8;
c) oricare ar fi sirul (X,), e v de elemente din multimea A\{a} cu lim x, = a avem lim f(x,) = I.
n—oo n—o0
Observatia 3.1.3.2. a) Daci f, g :AACRP—R, a€4’, |ER daci existd Ue 14a) astfel incat pentru orice
xe (U\{a}) N A avem [f(x) - I| < g(x) si daca lim g(x) = 0 atunci, evident lim f(x) = I.
X—a X—a

b) Daci x = (x}, X%, ..., xP),a= (a, @ ..., a") atunci




tinand cont de dubla inegalitate evidenta:

p p
X - a] < /Z(xk—ak)2 <> xf—ak|i=12..p
k=1 k=1

rezulta imediat ¢ | = lim f(x) daca si numai daca pentru orice & > 0 exista
X—a

8 > 0 incét pentru orice X = (X, X%, ..., x*) e Acu0<|x'-&'| <4,i=1 2, ..., psaavem [f(x) - || <e.
¢) Daca exista doud siruri (@,),ey si (D) e v de elemente din A\{a} cu lim a, = lim b, = a astfel incat

n—o n—oo

lim f(a,) # lim f(b,) atunci, evident, functia f nu are limita in punctul a.
n—oo n—oo

Pentru o functie reald de p variabile reale putem defini o notiune particulara de limita, si anume,
limita dupa o directie.
Definitia 3.1.3.3. Dacia f: ACRP—R,ae 4", atunci pentru orice vector
v # 0 din R®, se numeste limita functiei f in punctul a dupd directia Iui v (atunci cand existi) numirul
lim f(a + tv)
t—0
Observatia 3.1.3.3. a) Evident, punctele x = a + tv au proprietatea ca vectorul X — a este coliniar cu v ceea
ce justificd terminologia.
b) Daci existd | = lim f(x) atunci exista si limita functiei f in punctul a, dupa directia lui v si este egala cu I.

X—a
2

y© —2X

5 , Y2 + 2x # 0 are limita -1 in (0, 0) pe orice
+ 2X

Reciproca acestei afirmatii este falsa. Functia f(x, y) =

. . Al
directie dar ~ lim  f(x, y) nu existi, asa cum se constati considerand siruri || —,— cu A
(x,y)—(0,0) n e

parametru real.

3.1.4. Functii reale de mai multe variabile continue intr-un punct.

Definitia 3.1.4.1. Fie f : ACR’—R,a€A M A’. Functia f se numeste continud in punctul a daci existi
lim f(x) si lim f(x) = f(a). Daca functia f nu este continua in punctul a, spunem ci f este discontinua in
X—a X—a

acest punct.
Folosind definitia 3.1.3.2. a limitei unei functii intr-un punct, precum si teorema 3.1.3.2. pentru | =
f(a) rezulta imediat:
Teorema 3.1.4.1. Fief: ACRP—R,a€A M 4’ Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
a) feste continua in punctul a;
b) pentru orice vecinatate Ve 9/ (f(a)) existd o vecinatate U e 1/ (a) astfel incat oricare ar fi xe U
N Aavem f(x) eV;
C) pentru orice € > 0 exista & > 0 astfel incat pentru orice X€ A cu  d(x, a) < 6 avem [f(X) — f(a)| < &

d) pentru orice sir (X,)» ey de elemente din mulimea A cu lim x, = aavem lim f(x,) = f(a)
n—o

n—o
Tinand seama de observatia 3.1.3.2. obtinem:
Observatia 3.1.4.1. a) Daci f, g;ACR’—R,a€ A M A4’ daci existd U€ 7/ (a) astfel incat pentru orice

x€ UM Aavem [f(x) — f(a)| < g(x) si daca lim g(x)= 0 atunci, evident, f este continua in punctul a.
X—a

b) Daci f :A CRP—R,a= (al, a’ .., a’) € A M A’ f este continui in punctul a daci si numai daci
pentru orice € > 0 existd & > 0 incét pentru orice X = (X}, X% ..., x°) €Acu X -a|<8,i =12, .., pavem
If(x) - f(@)] < &.
¢) Daci existi un sir (a,), ey de elemente din A cu r|1im a, = a astfel Incat r|1im f(ay) # f{a) atunci, evident,
—>00 —>00
functia f nu este continua in punctul a .
Folosind notiunea de limita dupa o directie introdusa in definitia 3.1.3.3. obtinem:



Definitia 3.1.4.2. Functia f:A C RP—R este continud in punctul a € AN A’ dupa directia vectorului v + 0
daci lim f(a + tv) = f(a).
t—0

in particular, daca vectorul v are toate componentele nule, cu exceptia componentei a i-a si functia
f este continud dupa directia lui v in punctul a, spunem ci f este continud partial in raport cu variabila x' in
punctul a. Evident, i poate lua oricare dintre valorile 7, 2, ..., p. Avlnd Tn vedere observatia 3.1.3.3. b)
rezultd ca dacd f este continua in punctul a atunci ea este continud dupa orice directie in acest punct; in
particular, ea este continud partial in raport cu fiecare variabila x*, x>, ..., x* separat in punctul a, reciproca
nefiind, in general, adevarata.

3.1.5. Functii vectoriale de variabila vectoriala continue intr-un punct.

Fie Ac RPsif: A—R"™ p >2 m > 2. O asemenea functie se numeste functie vectoriald de
variabild vectoriald sau functie vectoriala de p variabile reale, deoarece pentru orice xe A, x = (X, X4, ...,
X") cu X €R,
i=12 .,pfx) =3 )=y =L YA .., Y™ eR™

Functiile f :A—R , f(x) = y* k=1, 2, ..., m sunt, evident, functii reale de p variabile reale si se
numesc componentele functiei f .

Considerand pe R si R™ metrica euclidiani, dacia € 4 si
I=(% 1 ... ™ € R™ prin analogie cu definitia 3.1.3.2. putem enunta:

Definitia 3.1.5.1. Elementul | se numeste /imita functiei f in punctul a daca pentru orice Ve 7/ (l) exista
U € 7/ (a) astfel incat oricare ar fi xe (U|{a}) M A avem f(x) € V.

Se poate demonstra:

Teorema 3.1.5.1. Elementul | este limita functiei f h punctul a daca si numai daca oricare ar fi sirul de

elemente din A|{a} cu lim x, =aavem limf(x,)=1.
n—0 N—w

Tindnd seama de teorema 3.1.2.1. referitoare la limita unui sir convergent din R™, deducem
imediat:
Teorema 3.1.5.2. Functia vectoriald f : AC R® —R™ are limita in punctul a€ 4’ dacd si numai daci toate
componentele sale au limita in acest punct. Trecerea la limita se face pe componente, adica
lim f(x) =(lim f,(x), iM fx), ..., im f,(x)).
X—a X—a X—a X—a
Studiul functiei f se reduce la studiul celor m componente ale sale care sunt functii reale de p
variabile reale.

Prin analogie cu definitia 3.1.4.1. putem enunta:
Definitia 3.1.5.2. Fief: Ac R —>R"p>2,m>2, a€A MA’. Functia f se numeste continud in punctul

a daca exista lim f(x) si lim f(x) = f(a).
X—a X—a

Tinand seama de teorema 3.1.6.2. rezulta imediat:
Teorema 3.1.5.3. Functia vectoriali f : AC R” —R" este continui in punctul a€ A M 4’ daci si numai

daca toate componentele sale sunt continue in acest punct.



