1. SIRURI SI SERITI DE NUMERE REALE

1.2 Exercitii rezolvate

Exercitiul 1.2.1. Stabiliti daca urmatoarele siruri sunt fundamentale:

n+2
a) Xp= ,NEN
3n+5
b)x—1+1+1+ +1 nenN
BN EN N
c) xn:1+2—2+...+n—2,nEN*
2 cos(k!
d) XH:Z#,neN
o k(k+1)
n2
e) Xp= ,NEN
n+1
Solutii
p p 1 o .
a) [Xn+p = Xnl < si majorantul este un sir convergent

T (3n+3p+5)(3n+5) 3p(3n+5) 3(3n+5)

la 0, al carui termen general nu depinde de p. Rezultd ca (X,), ey este sir fundamental.

1 1 1
b) Xnsp - Xp| = —= + ... + . Observam cé pentru p = n obtinem Xy, — Xy = + ...+
T Un+l Jn+p T Un+l

1 1 1 1 n
> + + ...+ ————= = ,/— . Rezultd de aici ca |Xz, - X, nu tinde cétre 0,
yn+n  Vn+n  Jn+n Jnen V2

deci sirul (X,), € y nu este sir fundamental.

1 1 1 1 1
C)|Xn+p'xn|=—2 +...+ 5 < + + o+ -
(n+1) (n+p) nin+l) (n+1)(n+2) (n+p-D(n+p)
1 1 1
— - < —. Cum majorantul este un sir convergent la 0 si nu depinde de p, rezulta ca sirul (X,)n € »
n n+p n

este un gir fundamental.

< cos(kl) ¢ cos(k!)| ~
%;kw+4) thk+n|‘

n+p n+p
< Z ; = Z (1— 1 j = ! - ! , pentru orice
Sak(k+)  WSh\k k+1) n+l1 n+p+l

neN’

<

d) [Xn+p - Xn| =

”Z*'i cos(k!)
K K(k+1)

n? n?-1 1
= + =n-1+
n+1 n+1 n+1 n+1

existd neN astfel incat n — 1 > M (de exemplu n = [M] + 2), prin urmare exista n€ N astfel Tncat x, > M
deci (X,)h €y nu este majorat, deci este nemarginit. Prin urmare, nu este fundamental.

e) Deoarece x, = > n — 1 pentru orice n€ N. Pentru orice M>0

Exercitiul 1.2.2. Stabiliti daca urmatoarele siruri sunt convergente:



d)

e)




Solutii.
n+1

n®+2 n n

a) Sirul (Xp)ne y este marginit: 0 <

S
+
[
N
S

SN

. 1
<1, pentruoricen>2,Xg = E,xlz

% , deci x, € (0, 1) pentru orice neN.

Sirul (X,), ey este strict descrescator:

(n+H)+1 n+1 = n+2 n+1 _
M+D2+2 n’+2 n*+2n+3 n’+2
_ —n®-3n+1
(N2 +2n+3)(n? +2)

b) Sirul (X,)» € v nu este marginit (vezi exercitiul precedent), deci nu este convergent.

Xn+1 —Xn =

< 0, pentru orice n€ N, Rezulta ci sirul (X,),c v €ste convergent.

¢) Sirul (X))nex este marginit. Intr-adevar, aplicand inegalitatea mediilor pentru numerele 7, 2, ..., n
14+2+3+...+n n+1 n+1)"
obtinem > 3/n!, adica > >A3/n! sau n! < T ; inmultind inegalitatea cu
n

n

n+1 .
- obtinem X, < (—] < 3, pentru orice n > 2. Cum x; = 2 < 3, rezulta ci X, < 3 pentru orice neN .
n n

Evident, x, > 0, pentru orice neN’, deci x, € (0, 3) pentru orice n€N". Prin urmare, sirul (X,),e y este
marginit.



Xp _ 2" (n+)t 0" 2 e
X (n+n™  2".nl  (n+1)"

Deoarece

>

= 2;<2

-]

(Xn)hen este convergent.
d) Sirul este fundamental (vezi exercitiul precedent), iar (R, d) este spatiu metric complet (vezi teorema
1.1.1.1.), deci sirul este convergent.

=1, pentru orice neN" deducem ci sirul este strict descrescator. Rezultd ca

N |-

1
Sa observam ca Xp+1 — Xp = W > 0, deci sirul este strict crescitor. Deoarece 1 < 1 + ZF =X, <
n+ k=2

A )| e EYY (B) DY ) O P B
~ (k -1k —~ k-1 k 2 2 3 n-1 n n

adicd x, € (1, 2) pentru orice n€ N, rezultd ca sirul este si marginit, deci este convergent.
e) Sirul este fundamental (vezi exercitiul precedent), iar R in raport cu distanta euclidiana este spatiu metric
complet (vezi teorema 1.1.1.1.), deci sirul este convergent.
Sa observam ca, spre deosebire de exercitiul precedent, acest sir nu este monoton, deoarece
_ cos(n +1)! 5 5 _ _
diferenta Xp+1 — X, = ———————— nu pastreaza semn constant pe N, deci nu se poate aplica teorema de
(n+D)(n+2)
convergenta a sirurilor monotone.
f) Sirul nu este fundamental (vezi exercitiul precedent). Din teorema 1.1.1.1. deducem ca acest sir nu este
convergent.

. TR 2, cos(k!)
Exercitiul 1.2.3. Aproximati limita sirului x, = Z—
o k(k+1)

cu doud zecimale exacte.

Solutie. Despre acest sir s-a demonstrat cé este fundamental, deci este convergent. Am ardtat ca [Xp+p - Xn| <

pentru orice n€ N". Daci notam x = lim x,, atunci X - Xp| < , pentru orice n € N. Pentru cain

n + 1 n—oo
aproximarea x = x, sa avem doua zecimale exacte este suficient ca
1 1
< — .
n+1 10

Prin urmare X;q0 aproximeaza pe X cu doud zecimale exacte.

Exercitiul 1.2.4. Folosind principiul contractiei si se calculeze riadicina ecuatiei X° + 4x — 1 = 0 cu 4
zecimale exacte.

Solutie. Ecuatia are o singurd radacina reald situatd in intervalul [0, 1] care este spatiu metric complet.
Ecuatia se poate scrie sub forma
not

X = ! = f(x)
x*+4

1
Pe aceastd multime f este o contractie cu coeficientul g pentru ca |[f’(x)| =



_‘1_0‘
4

x| 2
|(x? +4)| 4.4

1 1
= § pentru orice x € [0, 1]. Alegem xo = 0. Atunci x; = f(xo) = Z

2 1 .
c" = 78—n < 10™ pentru n > 4. Deci X4 este aproximarea radicinii cu patru

— . Rezulta ca
1-c
zecimale exacte.

Exercitiul 1.2.5. Determina‘;i limitele extreme ale sirurilor:

1 .
a) X,= ( )’ +(-D"- new.
2n +1
n 2(—1) )
b) x,= ,NEN .
Solutii. a) Prezenta lui (-1)" sugereazd considerarea urmitoarelor doud subsiruri:
1+ (=" 2m 2m
e D™ 2m_om
2 4m+1 4m+1
o 1+ (=p>™* (12 2m+1 . 2m+1
e 2 22m+1)+1  4m+3
2m+1
=- , MEN
4m+3
. . 1 3 . 1
Evident, lim x,n =1+ = =—, lim xppey =- —
m—>c0 2 2 Mmoo 2
Prin urmare, multimea punctelor de acumulare a acestui sir este {—E , E }. Deci lim x, = - E , ﬁ Xp =
3
>
(2m)? .
b) Analog, Xon = =2m, meN
2m
(2m +1)>tY 1

Xom+1 =

2m+1 (2m +1)°

Deoarece lim xo, =0 si I|m Xom+1 =0, deducem ca lim x,=0si lim x,=co.
m-—oo

Exercitiul 1.2.6. Sa se studieze natura seriilor urmatoare si sa se calculeze suma in caz de convergenta:

n+1
)Zn(n 1) Z ’ Zln

n>1 1 3 n>1
Solutii.

1 1

Q) Xy = ———— = — -
nn+l) n n+1

4 11 1 1 .
Sy = X, = ———— | =1-——, pentruoricenEN .
; X Z_:(k k+1j n+t'"

pentru orice ne N’

Evident, lim s, = 1. Prin urmare, seria dati este convergent si suma sa este S = Z X, =1

n—oo
n=1



n *
b) X, = —,neN decis, = =—+— + —
) 3n k=j|_3k 3 32 3nl 3n
: —1+(i+ij+(i+i+ij+ [1 b j+
n 3 32 32 33 33 33 3n—l 3n—1
n—1termeni
Fr7)
=t
3" 3"
n termeni
Atunci,
1 1 1 1 1 1 1 1
Sh = —+—2+...+—n + —2+...+—n +...+ n—1+_n +_n’
3 3 3 3 3 3 3 3
adica
sn:Z(ik+%+...+ij= ik(l+1+i2+...+ 1“}:
=\ 3¢ 3 3" 3 3 3 3"
1 1
&1 gnk3 T 3Q 1[ 1 j_
= 3k 1 _1 2 kz=1: 3k 3n—k+1
3
3“(1_ 1j_§[ii_“ 1}_
2k=1 3k 3n+l 2 e 3k k:ler—l
111
=§ 3n13 3_ nn+1 pentru orice neN".
2l 1., 3
3
.1 . n L 3 o 5 o
Deoarece lim 3—n =0si lim W = 0, deducem ci lims, = Z, deci seria data este convergentd si
suma sa este i— = E
~3" 4

c) Xp=1In

1
=In (n+1)—Inn.

$n= ZIn K+l = Z[In(k +1) —InK] = In(n + 1) pentru orice ne N".
k=1

k id
Rezulta ca lims, = lim In(n + 1) = oo, deci sirul (s;) qone Al sumelor partiale este divergent.
n—o n—o

n+1
Rezultd ci seria Zln

n>1
necesara dar nu si suficientd pentru convergenta unei serii.

este divergentd. Sa observam ca lim x, = 0 deci aceastd conditie este

n—o



Exerciﬁul 1.2.7. Sa se studieze natura seriilor urmatoare:

)Z b)z % n),undea>0

“~in? +3n+5 = nN(l+a+a“+..+a

)Z(n+1j ,undea>0; d)z o ,undea>0

n>1 n>1
| Z1-3-5-...-(2n ~1)
€
~ 2.4.6-..(2n)
Solutii.
1 n¥2.J7n V7N
a) Deoarece Z 377 cste convergentd si im —— \/_ 7 deducem ci seria Zz—
n>1 e n? +3n+5 =N +3n+5
este convergenta (vezi teorema 1.1.2.6)
1
b) Pentru a > 1, seria Z—n este convergenta (serie geometrica cu ragia — ). Deoarece
a
n>1
1
_n(l+a+a’+..+a") . a"
lim =lim — =
n—o0 1 n—o0 an+l _1
7“ n:-——
a a-1
.a-1 a" a-1 1 ‘ o
= |im — T i T lim = 0, din teorema 1.1.2.6. deducem ca seria data este
n>o N an+ -1 n—>o N 1
a - ain
convergenta.
o 1 ;
Pentru a = 1 seria devine Z— iar aceasta este convergenta (ex. 1.3.6.a)
= n(n+1)
Pentru 0 < a < 1 se poare folosi usor teorema 1.1.2.6. folosind ca termen de comparatie seria
: 1 . .
armonica Z— despre care se stie ca este divergenta.
n>1
1
_n(l+a+a’+..+a") 1
lim = lim =
N 1 e l+a+a’+..+a"
n
. 1-a el
= lim ——— =1-a(caci lim a™ =0 deocarece a€ (0, 1))
n»o 1—g n+l n—>c0

Deoarece 0 < 1 — a < oo rezultd ca cele doua serii au aceeasi naturd. Rezulta astfel ca, pentru a € (0, 1) seria
datd este divergenta

n+1 .
C) Xp = (—j -a", neN’, a> 0. Prezenta lui n la exponent sugereaza aplicarea criteriului radacinii:

Iim"\/x__llm( +1j ‘a=a-e

n—oo n—oo n



Prin urmare, daca 0 <a< —, avem a' e < 1, deci seria este convergenta, iar daca a > — , atunci a

€ (]
e > 1, deci seria este divergenta.
2
o . 1 . n+1)" 1 _ .
Ramane de studiat cazul a= — . In acest caz, X,.= | —— " pentru orice nEN .
(] n e
1 2
+ l n+. N . n +1 n-+n
Deoarece e< JNEN rezulti e'< , de unde
n n

n+1 n? n n%+n n n
Xq > . =| —— | , pentru oriceneN’.
n n+1 n+1

n

. n 1 .

Cum lim | —— | == #0, deducem ci lim x,#0 de unde obtinem ca ZXn este
n—»o\ Nn+1 e n—ow o1

divergenta.
n . n
d) x,= ———, nen’.
n!

_a™(n+n™  nl _a‘(n+1

n
X *
n —— | pentruoriceneN .
(n +1)| a -n n

n+l

X
: 1
lim ™2 =g,
n—oo Xn

1
Dacd 0 <a< —, avem a-e < 1, de unde, cu criteriul raportului, obtinem ca Z X, este
e n>1

convergenta.

1 .
Dacda a> —, atunci a-e > 1 de unde deducem cia Z X, este divergenta.
e n>1

Ramane de studiat cazul a = —.

1
€
1 X, 1 " _ o
Pentrua= — avem —— = — -| —— [ pentru orice ne N . Folosind din nou inegalitatea e <
€ X (] n

n

n+l n+1 n
n+1 ) . . . X n n+1 n ]
e , valabila pentru orice NEN obtinem —— >| —— el — | = adica (n +

n X n+1 n n+1

n
n

. . ; . 1 -1
DXn+1 > NX, pentru orice nEN . Rezultd nx, > 1'X; adicd X, >X; * — si Zxk > Xy ZE
n o k=1

1
Cum Z— este divergenta deducem (vezi teorema 1.1.2.5.) ca Z X, este divergenta.

n>1 n>1
1-3-5-...-(2n 1)
2-4-6-...-(2n)

) Punand x, = ,NEN" obtinem:

X _ 2n+1

X 2n+2

n

— 1, deci nu putem utiliza criteriul raportului. Deoarece



X, 2n+2 1 1 , o <
n —-1|=n —1{=n- — — <1, obtinem, cu criteriul Raabe Duhamel, ca
X 2n+1 2n+1 2

n+l1

Z X, este divergenta.

n>1

o e - . .. - . .o A 2.
Exercitiul 1.2.8. Sa se aproximeze sumele seriilor urméatoare cu o eroare mai mica decat 10™:

1 1 1
) Zn_“’ b) D (-1’ 0 >

2
n>1 n>1 n>1 (nl)

.o - - 1 * -

Solutii. a) Daca notam x, = — NEN atunci Y/X_ =
n
l n+l

(ZJ

1

1-=
2

11 )
_SE, pentru orice n > 2. Atunci rezultad ca,
n

pentru orice > 2 are loc |S - S| < unde s este suma seriei, iar s, este suma partiala de ordinul n.

: 1 :
Deci |s - 5| < 2—n pentru orice n > 2. Pentru ca S, si aproximeze S cu o eroare mai mici decat 107

1

1
este suficient sd determindm cel mai mic rang n care satisface inegalitatea 2—n < W
Se obtine n = 7 deci s = s7 = 1.291285935 cu doua zecimale exacte.

1
b) Deoarece — < —- pentru orice n >4 rezulta ca
n 102

1 1 1
0<s—-s3< — < 0<s4—5< — < —-. Deci s3 = -7870370370 aproximeaza pe S prin lips, iar

4*  10%° 5% 102
s, = -7831307870 prin adaos, ambele cu o eroare mai mica dect 1072
. 1 1
¢) Daca notdm X, = ——, NEN atunci —% = > < — pentru orice n > I de unde rezulta
(nh) X, (h+1)° 4
evaluarea:
1
1 4 . 1 1 .
0<s-5,< 2 '—l,ad1ca0<s—sn§ 2 *— pentruorice n > 1.
() 2 (nh* 3
4

1
= <10 pentru orice n > 3 rezulti ci s =~ 53 = 1,277777778.
(n)? 3



