1. SIRURI SI SERITI DE NUMERE REALE

1.1.Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.

1.1.1. Siruri de numere reale.

Presupunem cunoscute notiunile de baza despre multimea N a numerelor naturale, multimea Z a
numerelor intregi, multimea Q a numerelor rationale si multimea R a numerelor reale.

Reamintim cé pe R se poate defini o structurd algebrica de corp comutativ total ordonat la fel ca
n Q dar cele doua multimi se deosebesc esential prin functionarea in R a axiomei marginii superioare, care
constituie punctul de plecare in stabilirea tuturor rezultatelor profunde ale analizei.

Reamintim c¢a definind modulul unui numar real X astfel:

X, x>0
| x| =max {x, -x} =
-X,X<0
se verifica imediat urmatoarele proprietati:
[Ni] [X|>Opentruoricex € R;|[X|=0< x=0
[N2] [x+y|<|x]|+]|y]|pentruoricex,y € R
[Na] [x-y|=[x]"]y|pentruoricex,y € R
De asemenea, definind functia d : R XR —R prin
dix,y) =[x-y|
se verificd imediat, folosind [N;], [N.], [Ns], urmétoarele proprietati:
[Di] d(x, y) >0 pentruorice X,y € R;d(X,y)=0 < x=y
[D2] d(x, y) = d(y, X) pentru orice X,y € R
[Ds] d(x, z) <d(x, y) + d(y, z) pentru orice X, y,Z € R

Numarul real si pozitiv d(X, y) este numit distanta euclidiana intre numerele X, y, functia d se
numeste metricd, iar (R, d) este un spatiu metric. Utilizdnd aceastd notiune se poate exprima cat de
“apropiate” sunt doud numere reale si se poate introduce notiunea de sir convergent de numere reale,
cunoscuta din liceu, pe care o vom reaminti, precum si notiunea de sir fundamental de numere reale pe care
0 vom prezenta in continuare.

Definitia 1.1.1.1. Se numeste sir de numere reale orice functie f : N — R; pentru orice n € N este definit
un numar real X, = f(n) numit termenul de rang n, sau termenul general al sirului; sirul insusi se noteaza
(X € v, 1ar mulfimea {Xx € R: d NE N, X =X,} se numeste mulfimea termenilor sirului.

Observatia 1.1.1.1. Trebuie facuta distinctia intre un sir si mulfimea termenilor lui, deoarece doua siruri
distincte pot avea aceeasi multime de termeni. De exemplu, f :N'— R, f(n) = (-1)"si ¢ :N'— R, g(n) = (-
1)™* sunt doua siruri distincte cu aceeasi multime de termeni {-1, 1}.

Definitia 1.1.1.2. Sirul (X,), ey de numere reale se numeste convergent daca exista x€ R astfel incat
pentru orice € > 0 existd Ny = Np(e) € N, incat, oricare ar fi N >Ny, |X, - X| < & adica d(X, , X) < €. Elementul
X se numeste punct limitd pentru sirul (Xp)n € x. In caz contrar, sirul (X,), € v se numeste divergent.

Daca X€ R este punct limitd pentru sirul (X,)he y se mai spune ca acest sir converge la x, sau ca

x este limita sirului si se noteaza x = lim x, .
n—ow

Definitia 1.1.1.3. Fie f : N — R, f(n) = X, un sir de numere reale.
Fie h : N— N, h(m) = n,, un sir strict crescator de numere naturale. Functia ¢ = f o4 se numeste subgir al
sirului f.

Evident, 9: N — R, ¢(m) = f(h(m)) = f(nm) = X,  iar ny >m pentru orice me N.



Definitia 1.1.1.4. Fie f : N — R, f(n) = X, un sir de numere reale. Elementul X€ R Se numeste punct de
acumulare pentru sirul f daca si numai daca pentru orice &> 0 si orice M€ N exista Ny >m incat | x, -x|<

€ adica d(x n X) <e.

Observatia 1.1.1.2. a) Se poate demonstra ca X€ R este punct de acumulare pentru un sir f de numere
reale dacd si numai daca existd un subsir al acestuia care are limita X (lema lui Cesaro). Este evident ca
orice punct limitd pentru un sir este punct de acumulare pentru acesta. Reciproca acestei afirmatii nu este,
in general, adeviratd. De exemplu, sirul X, = (-1)", n€ N are doua puncte de acumulare (-1 si 1) dar nu
are nici un punct limita.

b) Un sir convergent de numere reale are un singur punct de acumulare (limita sirului); daca f : N — R, f(n)
= X, este un sir marginit de numere reale, iar y(f) este multimea punctelor de acumulare ale sirului f, se
poate demonstra ca y(f) # @, aceasta fiind consecintd a axiomei marginii superioare, extrem de importanta

in demonstratia teoremei 1.1.1.1. In R, y(f) are intotdeauna margine inferioara si margine superioara. Se

noteaza lim x, = infy(f) si se numeste limita inferioard a sirului f ; analog,

lim x, = sup y(f) se numeste limita superioard a sirului f. Se poate arita ci un sir marginit de numere
reale este convergent daca si numai daca

lim x, = lim x,
c) Proprietatile specifice legate, fie de structura algebrica a lui R fie de proprietatea de a fi o multime total
ordonata sunt cunoscute, in mare parte, din liceu si au mai micd importantd pentru demersul nostru. De

aceea vom prezenta aici doar proprietatile sirurilor de numere reale legate de completitudinea lui R, foarte
importante 1n practica si nestudiate in liceu.

Definitia 1.1.1.5. Fief: N — R, f(n) = X, un sir de numere reale. Sirul f se numeste §ir fundamental (sau sir
Cauchy) daca si numai daca pentru orice

€> 0 existd Ny = Ny(e ) €N incat daca n, m €N, n >ng si m > ng atunci

[Xn - Xm | < € adicd d(Xn, Xm) < € sau, echivalent, d(X,, Xn+p) < € pentru orice n>ny si orice p € N.

Observatia 1.1.1.3. In definitia convergentei unui sir apare in mod explicit limita sirului, pe cand in
definitia unui sir fundamental intervin numai termeni ai sirului, deci aceasta din urma este o definitie
intrinsecd. Determinarea limitei este dificila, in multe situatii imposibild. Prin urmare, teorema urmatoare
este extrem de importanta:

Teorema 1.1.1.1. (criteriul general de convergenta al lui Cauchy)
Un sir de numere reale este convergent dacad si numai daca el este un sir fundamental. (Se spune ci R, In
raport cu distanta euclidiana este spatiu metric complet)

Observatia 1.1.1.4. Avand in vedere aceasta teorema, pentru testarea convergentei unui sir de numere reale
este suficient sd se verifice conditia intrinseca de a fi sir fundamental. Apoi definitia 1.1.1.2. aratd ca
lim x, = x daca si numai daca lim |x, - x| = 0, deci putem aproxima x = x, si aproximarea este cu atat mai
n—o n—o

buna cu cat rangul n este mai mare. Referitor la evaluarea erorii cu care se face aceasta aproximare, putem
preciza urmitoarele: dacd |Xy+p — Xo| < Yo pentru orice n, p €N si lim y, = 0 atunci sirul (X,), e este
n—o

fundamental, deci convergent; daci x = |im x, se poate ardta ci |x, - X <y, pentru orice n €N,

n—ow
inegalitate care poate fi consideratd formuld de evaluare a erorii cu care se face aproximarea x =~ X .
Evident, daca se impune ca eroarea sa fie mai micad decét € dat, se va determina cea mai mica valoare n, a
lui n pentru care y, < € si se va aproxima x = x.

. 1 1 1
Exemplul 1.1.1.1. Fief: N — R, f(n) =a, =1 + E + 5 + ...+ —. Deoarece
n



1 1 1 1 1

Qn—an = + +...+ > +...+ =
n+l1 n+2 n+n n+n n+n

de nori
pentru orice n€ N, rezulta ci sirul f nu este fundamental, deci nici convergent.

N |-

n in k!
. . sink!
Exemplul 1.1.1.2. Fief:N — R, f(n) =a, = Z—
ia K(k+1)
n+p
sink! sink!
Deoarece |an+p —an| = Z Z
= k(k+1) k(k+1)
k=n+p n+p H n+p n+p
sink! sink! 1 1 1 1 1
S Y E Y s Y = Y e T e
k=n+1 k(k+1) k=n+1 k(k+l) k=n+1 k(k+1) k=n+1 k k+1 n+1 n+p+l
. s 1
———  pentruoricen, p €N si liIm —— =0, deducem c4 sirul f este sir fundamental, deci convergent.
n+1 n-wo N +1
Prin urmare, existi si este unic a €R, a=lim a, , dar a nu se poate determina cu exactitate. Pentru a
n—oo

determina o valoare aproximativi, cu o eroare mai mica decat 10 (de exemplu) observim ci <

n+1

1 3 3
— & n+1>10° < n>10°-
10

. - 1 .
Prin urmare, cel mai mic n pentru care < — este 10% Deci acaom

n+1

Se poate demonstra céd pentru orice @, b €R, intervalele (-0, a], [a, b], [a, 90) sunt spatii metrice
complete n raport cu metrica euclidiana.

Fie X unul dintre aceste intervale sau R. Functia f :X — X se numeste contractie daci exista
c < [0, 1) numit coeficient de contractie astfel incat d(f(x), f(v)) < c-d(x, y) pentru orice x, y € X.

Utilizand teorema 1.1.1.1. reformulata pentru X se poate demonstra urmatorul rezultat important
cunoscut sub numele de Teorema de punct fix a lui Banach sau Principiul contractiei :

Teorema 1.1.1.2. Pentru orice contractie f :X — X exista si este unic un punct § € X astfel incat f(§) =&,

Punctul & se numeste punct fix al aplicatiei f. Trebuie retinutd metoda de determinare a punctului fix
cunoscutad sub numele de metoda aproximatiilor successive: prima aproximatie Xo € X este aleasa arbitrar,
apoi aproximatiile X; = f(Xo), X2 = f(Xy), ..., xn = f(Xs.0), ...sunt determinate succesiv folosind f; se

0 . -
demonstreazd ca [X, — Xp+p| < 1— -¢c", pentru orice n, p€ N, unde ¢ este coeficientul de contractie, & =
C

d(Xo, X1) =|Xo — XqJ; indiferent de alegerea lui X sirul de aproximatii succesive (X,), € y converge la aceeasi
limita & Formula precisa &= lim x, este inlocuita in practica prin formula de aproximare & = x,. Pentru a
n—o

evalua eroarea care apare in aceastd aproximare, se poate arita ci [x, — & | < —— - C" pentru orice n€ N,

si se rationeaza apoi ca in observatia 1.1.1.4.

1.1.2. Serii de numere reale.

Notiunea de serie de numere reale a aparut din necesitatea de a da un sens natural sumei
termenilor unui gir de numere reale. Deoarece nu se pot aduna (in sens algebric) o infinitate de numere



reale, realizarea acestui scop a fost posibilda numai cu ajutorul notiunii de limitd, numai in anumite cazuri,
studiul seriilor imbinand studiul sumelor finite cu cel al limitelor de siruri.

A) Serii convergente. Criterii generale de convergenta
Definitia 1.1.2.1. Fie f : N — R, f(n) =X, un sir de numere reale.

n
Fieg: N — R, g(n) =s, = Zxk . Perechea de siruri (f, g) se numeste serie generata de sirul f. Pentru
k=0
fiecare neN , s, se numeste suma partiald de ordin n a seriei, iar sirul g se numeste sirul sumelor partiale
asociat sirului f. Seria (f, g) se numeste convergenta daca sirul g al sumelor partiale este convergent si
divergentd in caz contrar. Daca seria (f, g) este convergenta, se defineste suma seriei ca fiind numarul real s

=lims, si se noteaza S = Zxk .

n—oo k=0

Observatia 1.1.2.1. a) Desi poate crea confuzii, notatia an pentru seria (f, g) este frecvent folosita.
n>0

o0

Trebuie Insa mereu facuta distinctia intre seria Z X, sisumasa, S= Z X, , care este un element asociat

n=0 n=0
seriei numai in caz de convergenta si care reprezinta suma termenilor sirului dat. In cazul in care seria este
divergentd, nu putem atribui nici un sens sumei termenilor sirului care genereaza seria.
b) Tn studiul unei serii, rolul principal este jucat de sirul sumelor partiale, care sunt sume finite. Prin
trecerea la limita insa, se pierd o seama de proprietati ale sumelor finite. Astfel, la sumele seriilor nu avem
comutativitate, asociativitate, seriile nu pot fi, Tn general, inmultite.
c¢) Dacd se renuntd la un numar finit de termeni ai unei serii (sau daca se adauga un numar finit de termeni)
seria nou obtinuti va avea aceeasi naturd ca si seria initiali. In caz de convergenti, suma se modifica
scazand (sau adaugand) suma finitd a termenilor la care se renunta (respectiv, care se adauga)
d) Problema principald in studiul unei serii este determinarea naturii §i, in caz de convergenta, evaluarea
exactd sau macar aproximativa a sumei seriei respective.

Exemplul 1.1.2.1. Seria an , unde g€ R este fixat, se numeste Serie geometrica de ratie q. Sumele
n>0
partiale asociate sunt:
$=18=1+0,8=1+q+0¢’ ...,sn=1+q+q° + ..+ 4" ..
Se demonstreaza prin inductie ca:

l— n+1
T_gq=1
ss=+4 1-q ,oricarear finen
n+l ,g=1
: 1 . , . , ,
Deoarece lims, = —— daca si numai daca q€ (-1, 1), rezultd cd seria geometrica de ratie q este

n—o —

o0
convergentd daca si numai daca |q| < 1 si, in acest caz, Z q "=

1
n=0 1_q



_ 1
Exemplul 1.1.2.2. Seria Z— se numeste serie armonicd. Sumele partiale sunt: S; = 1,8, =1 + E ,S3 =
n>1

1 1 1 1

1 . * .
1+ —+—,..,5=1+ — + — + ... +—,... Deoarece Sy, — Sy = E pentru orice ne N (vezi exemplul
n

1.1.1.1.) rezulta ca sirul (S,) N al sumelor partiale nu este sir fundamental, deci nici convergent. Rezulta

ca seria armonica este divergenta.

sinn!
Exemplul 1.1.2.3. Sa consideram acum seria Z— Sirul sumelor partiale are in acest caz
= n(n+1)

5 sink!
termenul general s, = Z—
k(K +1)

,NEN". Acest sir a fost studiat in exemplul 1.1.1.2 unde s-a aritat ci

sinn!
este sir fundamental, deci convergent. Rezulta ca seria Z— este convergenta.
o= n(n+1)

Observatia 1.1.2.2. In exemplul 1.1.2.1. am putut determina natura si chiar suma seriei considerate
exprimand convenabil termenul general al sirului sumelor partiale. Acest lucru nu este posibil intotdeauna.
Tn exemplul 1.1.2.2. se deduce ca seria este divergenta, fard a gasi o forma convenabild pentru s,. In
exemplul 1.1.2.3. se deduce ca seria este convergentd, dar nu se poate gasi o expresie convenabild pentru S,
si, prin urmare, nu se poate cunoaste cu exactitate suma seriei.

Este necesard, deci, dezvoltarea unei teorii calitative a seriilor, indicand criterii de convergenta
care tin cont de forma termenului general al seriei studiate. Pentru o serie care se dovedeste a fi
convergenta (in urma aplicarii unui criteriu de convergenta) se aproximeaza suma seriei cu o suma partiala
de un ordin convenabil ales (in functie de eroarea permisa de problema)

Teorema 1.1.2.1. (criteriul necesar de convergentd)

Daca seria E X, este convergentd atunci limx,=0.
n—o0
n0

Observatia 1.1.2.3. Conditia din teorema 1.1.2.1. este doar necesara, dar nu si suficientd pentru
. 1

convergenta unei serii. De exemplu, sirul f :N >R, f(n)= — este convergent si are limita zero, dar seria
n

generata de acest sir (seria armonicd) nu este convergentd. Din teoremd rezultd imediat ci, daca un sir f este
divergent sau este convergent cu limita diferitd de zero, atunci seria generata de sirul f este divergenta. De

exemplu, seria ZR/H este divergenta deoarece lim 3/n = 1; seria Z:(—l)n este divergenta deoarece
n—o

n>2 nx1

sirul ((-1)") Loy Duare limita.

Teorema 1.1.2.2. a) Dacd A€ R0}, seria Z?\,X , are aceeasi natura cu seria Z X,

n=0 n=0

b) Daci seriile an \ Z Y, sunt convergente, cu sumele s, respectiv o, atunci seriile Z:(Xn +V.),

n>0 n>0 n>0

Z (X, —Y,) suntconvergente, cu sumele s+ o, respectiv s —o.
n=0



Teorema 1.1.2.3. (criteriul general de convergenta al lui Cauchy pentru serii)

Seria de numere reale Z X, este convergentd dacd si numai daci pentru orice € > 0 existd Ny =
n=0
No () €N astfel Incat oricare ar fi n > ny si oricare ar fipE N sa avem:
|Xn+l + Xps2 t .0t xn+p| <g

Observand cd Xp+1 + Xpez + ...+ Xnip = Spep — Sn, €senta demonstratiei constd in aplicarea
criteriului general de convergentd al lui Cauchy sirului sumelor partiale. (vezi si exemplele 1.1.1.2. si
1.1.2.3)

O clasa foarte importanta de serii o constituie seriile absolut convergente.

Definitia 1.1.2.2. Fie f :N—R, f(n) = x,. Seria de numere reale an se numeste absolut convergenta
n=0

dacd seria de numere reale pozitive Z| X, | este convergentd.
n>0

Teorema 1.1.2.4. Orice serie absolut convergenta de numere reale este convergenta.

Observatia 1.1.2.4. Reciproca acestei teoreme nu este, in general, adevarata. Exista serii convergente care

. n+1 1 " . . -
nu sunt absolut convergente. De exemplu, seria Z(—l) - — numitd serie armonicd alternata , este
n>1 n
S 3 1 " 1
convergenta (vezi exemplul 1.1.2.5) dar nu este absolut convergentd deoarece | X,| = —, nNEN iar Z—
n n

n>0
este divergenta (vezi exemplul 1.1.2.2.)

Definitia 1.1.2.3. O serie care este convergentd, dar nu este absolut convergentd, se numeste
semiconvergentd.

Seria armonica alternata este un exemplu de serie semi-convergenta.

Seriile semiconvergente au o proprietate ce le face putin utilizabile, cunoscutd sub numele de
teorema lui Riemann : daci seria de numere reale (f, g), f :N—R, f(n) = X, este semiconvergenta, existd o
permutare ¢ a multimii N, astfel incét seria generatd de sirul /o 0 N>R, (f'° 6)(n)=x, sa fie divergents;
pentru orice o € R existd o permutare T a lui N astfel incat seria generatd de sirul f°t:N—R, (f°1)(n) = X, sa
fie convergentd si sd aiba suma a.

Rezulta, de aici, ca seriile semiconvergente au o comportare foarte diferitd de cea a sumelor finite.

Spre deosebire de acestea, dacd intr-o serie absolut convergentd modificim ordinea termenilor,
nici natura, nici suma seriei nu se schimba (teorema lui Dirichlet)

Astfel, seriile absolut convergente au o comportare aseméanétoare cu cea a sumelor finite; de aceea
ele sunt cele mai des utilizate.

Studiul seriilor absolut convergente inseamna de fapt studiul seriilor cu termeni pozitivi. Pentru
asemenea serii se pot formula multe criterii care dau conditii suficiente de convergentd. Prezentim in
continuare pe cele mai importante.

B) Serii cu temeni pozitivi. Criterii de convergenta

Teorema 1.1.2.5. O serie de numere reale si pozitive este convergentd, dacd si numai daca, sirul sumelor ei
partiale este marginit.



Teorema 1.1.2.6. (criteriul comparatiei) Fie Z X, si Z Y, doud serii cu termeni pozitivi astfel incat
n=0 n=0

. . Xn
s existe | = lim —%.
n—oo yn

a) daca 0<I< o0 atunci cele doua serii au aceeasi naturd;

b) dacal=0si Z Y, este convergents, atunci seria Z X, este convergents;
n>0 n>0

c) dacal= o0 si Zyn este divergenta, atunci seria an este divergenta.
n>0 n>0

Teorema 1.1.2.7. (criteriul raddcinii al lui Cauchy)

Fie an 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0

a) Daca existd ng €N si g€ (0, 1) astfel incat pentru orice n > ny sa avem {/X, < 0, atunci seria

Z X, este convergenta.

n=0

b) Daca §/X, >/ pentru o infinitate de indici, atunci seria an este divergenta.

n=0

Corolar. Fie Z X,, o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ca existd

n=0
I=lim g/x, .

n—o
a) Daca I< 1, atunci seria este convergenta.
b) Daca | > 1, atunci seria este divergenta.

Teorema 1.1.2.8. (criteriul raportului, al lui d’Alembert)

Fie an 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0

Xn+1

a) Daci existd Ny €N si qe€ (0, 1) astfel incat pentru orice n €N, 7 >ng sd avem < g, atunci seria
n

este convergenta.

. X .
b) Daci existi Ny €N si g€ (0, 1) astfel Tncat pentru orice n > no si avem —“% > 1 atunci seria este
Xn
divergenta.
. . . e . < s s : Xn+1
Corolar. Fie E X, O serie cu termeni pozitivi. Presupunem ci existd | = lim —* .
n—ow X
n>0 n

a) Dacal <1, atunci seria este convergenta.
b) Daci | > 1, atunci seria este divergenta.



Observatia 1.1.2.5. Daca | = 1 in corolarul teoremei 1.1.2.7. (sau 1.1.2.8.) nu se poate trage nici o

1
concluzie asupra naturii seriei. Spre exemplu, sa consideram seriile Z X, Z Y, unde X, = —, ¥y, =
n

n>1 n>1
1 .
——— NEN
n(n+1)
) X ) Y
Evidentca lim 2/x = lim =L =1 lim ¢/y_ = lim 2™ =1,
n—oo n n—oo Xn n—oo yn n—oo yn

Seria Z X, este divergenta (vezi exemplul 1.1.2.2.). Seria Z Y, este insd convergentd. (Pentru fiecare
n>1 n>1
. 1 1
nNeN ,yp=—-——,5=1-
n n+l1 n+
In situatiile in care criteriul raportului nu poate decide natura seriei se poate folosi:
Teorema 1.1.2.9. (criteriul lui Raabe - Duhamel)

si, prin urmare, lims, = 1)
n—o

Fie an 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0

. . A . X .
a) Dacid exista ng €N i r > 1 astfel incat pentru orice n > ng sda avem N L 1| >r, atunci
X

n+l
seria este convergenté.

. - . X .
b) Daca existd ny €N astfel incat pentru orice n > ny sa avem N 1| <1, atunci seria este
X

n+1
divergenta.

Corolar. Fie Z X, 0serie cu termeni pozitivi. Presupunem ci exista
n>0

. X
= limn —/-1].

n—oo X

n+1
a) Daca | > 1, atunci seria este convergenta.
b) Daca | < 1, atunci seria este divergenta.

_ 1 . X
Exemplul 1.1.2.4. Seria Z—a , 0. >0 se numeste Serie armonicd generald. Este evident ca lim il -

n—oo
n>1 X n

1 pentru orice oo >0, deci natura seriei nu poate fi precizata cu ajutorul criteriului raportului (si nici cu
criteriul radacinii). Dar

1 o
(n+1)° (“ B
X n+ n
n——-1{=n —a—l =
Xn+1 n 1
n
e ()T -1 . o
Se stie din liceu ca lim —————— = a, pentru orice o€ R. Folosind criteriul cu siruri al limitei unei
x—0 X

.1
functii (de asemenea, cunoscut din liceu) deoarece lim = =0, rezulti ca:
n—o n



(1+1j -1
I= lim n| 2o _1 =|im+:a

n—o n—o
Xn+1

n
Rezulta astfel ca pentru o >1 seria armonica generald este convergentd, iar pentru o < 1 este
divergenta. Pentru a = 1 se obtine seria armonica despre care s-a aratat anterior (vezi exemplul 1.1.2.2.) ca
este divergenta.

Teorema 1.1.2.10. (criteriul integral al lui Cauchy) Fie f:[0, o0)—/0, o) o functie continua,

descrescatoare si fie X, = f(n) , n € N. Seria cu termeni pozitivi Z X, este convergenta dacd si numai daca
n>0
sirul F: N —R",

F(n) = If (X)dX este marginit.
0

Observatia 1.1.2.6. Teorema ramane valabila si in cazul in care
f: [a, ©)—R", unde a>0.
Cu ajutorul acestui criteriu putem stabili foarte usor natura seriei armonice generale (studiatd in

exemplul 1.1.2.4). Este suficient si considerim functia f: [1, 0 )—R", f(x) = — >0 si sa observam
X
§ tdx 1 1 _ . §
ca, pentru o # 1, F(n) = _“:l— I —1/, pentru orice neN". Dacid a>I, avem: F(n) =
—oa\n
1

1 1 1 .
1- T |< , pentru orice neN. Prin urmare, sirul F este marginit, deci seria este
a-1 n oa-1
convergentd. Dacd o</, avem:
1 _ _ P
F(n) = 1— (I’l1 * —1), pentru orice n€N si lim F(n) = o0 deci sirul F nu este marginit, deci seria este
- n—o
divergenta.

C) Serii alternate.

Pentru studiul unei serii care nu este absolut convergenta se poate folosi direct criteriul general al
lui Cauchy (teorema 1.1.2.3.) sau urmatoarea teorema care se demonstreaza cu ajutorul acestuia.

Teorema 1.1.2.11. (criteriul lui Abel) Fie (z)), ey un sir de numere reale avand sirul sumelor partiale
asociat marginit. Fie (a,), ey un sir de numere reale, descrescator si convergent citre zero. Atunci seria

Z d,Z, este convergentd.

n>0
Corolar. (criteriul lui Leibnitz pentru serii alternate)
. . - . . . 1
Fie (an)nen un sir de numere reale, descrescator si convergent catre zero. Atunci seria Z:(—].)n+ -a,

n>0
este convergenta. (o asemenea serie se numeste serie alternata)



. n+l 1 = = «

Exemplul 1.1.2.5. Seria Z(—l) *—, unde a > 0 este convergentd, fard a fi absolut convergenta

n
n>1

pentru 0 < o < 1; pentru o > 1 aceasta serie este §i convergenta si absolut convergenta (convergenta se poate

deduce din convergenta absoluta, sau, direct, cu criteriul lui Leibnitz)

D) Aproximarea sumei

Observatia 1.1.2.7. Pentru o serie care s-a dovedit a fi convergentd, dar nu este posibil sd-i determindm

suma, este important sa putem evalua eroarea facuta, daca se aproximeaza suma seriei cu o suma partial.

Sunt situatii in care se poate evalua usor aceasta eroare §i, prin urmare, se poate obtine suma seriei cu

precizia dorita:

a) dacd | Xns1 + Xns2 + ... + Xnap | < Yo pentru orice n, peNsi  limy, = 0 atunci seria este convergenta
n—o

(rezulta din teorema 1.1.2.3.). Se poate ardta ca | S, — S |[< Y, pentru orice n € N , inegalitate care poate fi
considerata formula de evaluare a erorii cu care se face aproximarea S = S, (Vezi si observatia 1.1.1.4.).

b) daci existd g€ (0, 1) si noe N astfel ncat pentru orice n > no sa avem %/| X, | <, atunci aplicand

criteriul radacinii seriei Z| X, | se deduce ca seria Z X, este absolut convergenta, deci si convergenta.

n>0 n>0
qn+1
Se poate arita ca, pentru orice n >np, | Sp— S| < .
1-q
¢) daci existd qe (0, 1) si npe N astfel incat pentru orice n > no s avem |—1| < q, atunci aplicand
X

n

criteriul raportului seriei Z|Xn| se deduce ca seria an este absolut convergentd, deci si
n=0 n=0

convergentd. Se poate ardta ca, pentru orice n >ng, | S —S | < | X | —— .

d) pentru o serie alternata Z (-1 nt a, convergentd se poate arata ci:
n>0
0 <Spn—S < a1, 0 <S—Spne1 < Q242
pentru orice n € N. Deci, daca aproximam suma S a unei serii alternate ce satisface conditiile criteriului lui
Leibniz cu suma partiald de ordinul n, facem o eroare mai mica decat primul termen neglijat; eroarea este
prin lipsa daca n este impar si prin adaos, daca n este par.



