12. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE AL DOILEA TIP.
CAMPURI SOLENOIDALE.
12.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 12.2.1. Si se calculeze ﬂ xdydz + ydzdx + zdxdy , (S) fiind fata exterioard a sferei x* + y* + 22 = 4.
S

Solutie. Avem: x=2sin 0 cos ¢, y=2sin0sin@,z=2cos0,0€[0,n], p€][0,2n], A=4 sin? O cos 0,B=4 sin” 0
sin @, C = 4sinBcosb.
Notand D = [0, nt] x [0, 27] si aplicand formula din observatia 12.1.2.2. obtinem:

” xdydz + ydzdx + zdxdy = ﬂ (2sin@cos - 4sin” Hcos ¢ +

S D

+2sin@sin - 4sin® @sin g+ 2cos 6 - 4sin @ cos A)d& o =

=8 ” (sin® @cos? g +sin® Osin® p+sinHcos® O)d Ay =
D

=8 If(sin30+sin9cosze)daj¢ :ijsinédédgo =
D D
=820 [sin@lO =8 21 2=32n
0

Exercitiul 12.2.2. Sa se calculeze

” xzdydz + yzdzdx + (x* + y?)dxdy
S

pe fata superioara a suprafetei (S) definita prin z = x* + y*, X* + y*< 1.
Solutie. Tinand seama de observatia 12.1.2.2. ¢) rezulta ca

_ —2x-T—2y-T+E

J1+4x% +4y°®

Cu formula din teorema 12.1.2.1. reducem problema la calculul unei integrale de suprafata de primul tip:

I = ﬂ xzdydz + yzdzdx + (x? + y?)dxdy =
S

>
n

[-2x°z—2y°z + (x* + y*)|dS

1
‘g V1+4x2 +4y?
Notand D = {(x, y): X* + y*< 1} obtinem integrala:
1= 127 —2y?)(x* + y?) + (¢ + y?)Idxdy =
D

= [J (¢ +y*)(1-2x* —2y*)dxdy

Trecand la coordonate polare, notand D” = [0, 1] x [0, 2x], obtinem

| = ﬂ r2(1-2r?)rdrdt = ﬂ(r3 —2r%)drdt =
D" D"

1

1 r4 r6
=2n I(r3 —2r°)dr = 27{——2-—] =
5 4 6

0



Exercitiul 12.2.3. Calculati direct si folosind formula lui Green-Riemann f 2(X2 + yz)dx +(xX+ y)zdy, unde y

7
este triunghiul cu varfurile A(1,1), B(2,2), C(1,3), parcurs o datd in sens pozitiv.
Solutie. y este reuniunea segmentelor AB, BC, CA, unde:

AB:y=x,x €]1, 2]

CB:y=4-x,x €[1, 2]

AC:x=1y €[1,3]

y A
C
3
N
2 D B
1
A
z X
1 2 -

Atunci {2(x2 +y2)dX + (X + y)2dy = jz(x2 +yh)dx + (x+ y)*dy +
) AB

+ .|.2(x2 +y3)dx+ (x+y)*dy + IZ(XZ +y3)dx+ (x+y)’dy =
.T[Z(xz +x3)+ (X + x)z]dx+Jl‘[2(x2 +(4=X)2) +(x+4—x)2 - (~1)jdx +

1 2 1
.[[2(1+ y?)-0+(1+y)* - 1dy = J.8x2dx+.|.(4x2 —16x +16)dx
3 1 2

1

1 2 3
+ I(yz+2y+1)dy=f(4x2+16x—16)dx+(y?+ y2+yj
3 1

2
4x° 16x° vy,
=|—+ 16X | +|—+Yy +
(5] 5o

3
Aplicand acum formula Green-Riemann obtinem:

§20¢* + y?*)dx+ (x+ y)*dy = ﬂ{%((x+ ¥)?) —%(2@2 + y2))}dxdy =

3
1

3

3

= j j [2(x + y) — 4y]dxdy = 2 j j (x — y)dxdy = 2}“@ - y)dy}dx

2 2 4—x
“A»3)

Exercitiul 12.2.4. Folosind integrala curbilinie de speta a Il-a, sa se calculeze aria figurii limitatd de curba de ecuatie
3/X2 +3/y2 _ 3/a2 ,

a>0.

Solutie.

2
dx =2 [(8x—2x’ —8)dx:—g
1

X



v

3
Xx=acos"t
Curba de ecuatie Ux? + 3 y2 =Y/a? (astroida) are ecuatiile parametrice { g te [0, 2x].
y=asin"t

Aria sa este A = 1 dey —ydx =
FrD

= %T[acosst-(3asin2 tcost)-asin® t- (-3acos? tsin t) it
0
27 2 2x

3 _[cosz tsint-(sint+cos’ t)dt = sa” _[sinz 2tdt
2 0 8 0

3a’r
8

2 2rm 2
= 31.[(1—0034t)dt:31-27z:
16 1 16

Exercitiul 12.2.5. Si se calculeze ” x3dydz + y3dzdx + x3dxdy pe fata exterioars a semisferei x* + y? + 22= R?, z
S
>0.
Solutie. Consideram Q = {(x, y, z), X* + y* + 2<R? z> 0}, care este un domeniu compact elementar.
Z A

v

S

Frontiera sa este reuniunea a doud suprafete avand imaginile:
) ={(x, v, 2), X +y +2*=R%, z>0}

(S1) ={(x. ¥, 0), X +y* <R’}
Aplicand formula Gauss-Ostrogradski, obtinem:

I I x3dydz + y3dzdx + x3dxdy + _U x*dydz + y*dzdx + x®dxdy =
S Sy

- m' 3(x* +y? +2°)dxdydz
Q

Dar H x*dydz + y*dzdx + x*dxdy =o0si .UJ. 3(x? + y? +z%)dxdydz =3 m p’-psin@pd@e =
s, Q

[O,R]x[O,%]x[O,Z;z]



V4
R =

5 2 5
-\ 62R
=3.2] . (~cos0) (¢>|(2J )z :
5, 5
0
5 5
Rezultd ci J] x3dydz + y3dzdx + x3dxdy = omR” 0= 6”;
S

- - -
Exercitiul 12.2.5. Si se calculeze folosind formula lui Stokes circulatia cAmpului V = (y-x) 1 +(z-X) | +(xX+Y)
5
kK pe elipsa (C) obtinuta prin intersectia cilindrului x*> + y* = 1 cu planul y + z = 1, parcursa in sens direct.
Solutie.

v

- - - -
Tnacestcazrot V. =-21 -2 j -2 K. Alegem drept suprafati ce are bordura orientati (C), portiunea din planul y + z

=1, limitata de cilindrul

X +y =1,
X=u

Ea are ecuatia Y =V ,unde D= {(u,v) U+ V* < 1}.
z=1-v,(u,v)eD

Din formula lui Stokes rezulta :

11 1
if (y—x)dx + (z—x)dy + (X —y)dz = ﬂ —2(dydz+dzdx +dxdy) =-2 ” 1 0 O0ldudv = -4aria(D) =
©) (D) ®lg 1

-4n
Exercitiul 12.2.6. Sa se demonstreze ca:
5

- - - 1 -
V(x,y,2)=xyz | +xyz | - EZZ(X+y)k
este solenoidal in R®,
1
Solutie. Punand Vi(x, y, 2)=xyz, VJ(X, ¥, z) = xyz, V3(X, Y, 2)=- E Z%(x +y) pentru orice (x, y, Z)€ R® avem

divV = N, - N, + N
ox oy oz

=yz+xy-z(x+y)=0

5
Prin urmare V este solenoidal in R®.

Exercitiul 12.2.7. Sa se demonstreze ca fluxul cAmpului vectorial:

- - - -
Vxy,z)=xyi +Xy | -z0¢+y)K, (xy,2) €r’

prin forntiera inchisd a oricarui domeniu compact elementar din R este nul

Solutie. Notand Vi(x, Y, z) = Xy?, Va(X, Y, z) = X%y, Va(X, Y, z) = - 2 + y), avem:



oV.

2 =y (¢ +y) =0
Z

= +

X oy @
pentru orice (X, y, z) € R®. Deci cAmpul V este solenoidal in R®. Din teorema 12.1.4.1. rezulta afirmatia.
Exercitiul 12.2.8. Sa se demonstreze ca:

- - - -
Vxy2)=xyi +xy j-z06¢+y) K, (x,y,2) €R’
-
este un camp de rotori in R® si si se determine un potential vector pentru V .

- -
Solutie. Campul V este solenoidal in R® (exercitiul 12.3.9). Din teorema 12.1.4.1. rezulta ca V este, local, un camp de

rotori in R®. Cautam un potential vector de o forma particulara:
5

- e :
W (X, Y, Z) = Wl(X9 Y, Z). I+ WZ(Xa Y, Z). J
- -
Egalitatearot W =V conduce la:

Wi,y 2)= [V, (Y Ddt+ (x,Y) = [ xPydt + o, (x,Y) =

=XY(z — 20) + ¢2(X, Y)
Walx,y,2)=- [V, (x, Y, dt+9,(x,Y) = = [ xy’dt + 0, (x,Y) =

= -XYA(Z - Z0) + 92X, Y)
unde (Xo, Yo, Zo) € R® este fixat, arbitrar, iar 01 $i @, Se aleg astfel ca:

0 0
D PV, (x,y.2,),
oXx oy
adica: % - % = -z(X* +Y’)
ox oy
3 3

Putem alege, de exemplu, ¢1(X, y) = zoy?, 0%, Y) = - ZOX?

3 2

Deci: Wa(x, Y, 2) = X’yz — Xyzo + Zoy? =X*yz - yzo(X* - y?)

x® x?
Wa(X, ¥, 2) = - Xy’Z + Xy’Zo *Zo? = - XY’z + Xzo(Y’ - ?)

- - - -
iar cAmpul vectorial W (X, y, z) = Wy(x, y, z2)* | + Wy(x,y, z) ] este un potential vector pentru V 1intr-o sfera cu
N N N
centrul n (Xo, Yo, Zo). Se verifici imediat ci egalitatea rot W =V este adevirati in intreg R®, deci W este un potential
- -
vector pentru V' n R®. Cum R® este multime deschisa si stelatd, rezultd cd orice alt potential vector pentru V este de

forma
-
W + grad U, unde U este un cdmp scalar de clasa C*in R®.

Exercitiul 12.2.9. Sa se determine fluxul cAmpului vectorial:

- - - -
Vxy=x i +xy | -20¢+y)k
prin fata exterioard a emisferei x° + y* + 22 =1,z > 0.
-
Solutie. Campul V este solenoidal in R*(vezi exercitiul 12.3.9.), iar



- - - -
W (x,y,2)=Xyz | -xy’z J este un potential vector pentru V (in exercitiul 12.3.10 am considerat zy = 0). Tinand
seama de observatia 12.1.4.3. fluxul cautat este:

-> > - -
[[v-nds=[w.dr
s c
2 yz _
unde (S) este emisfera x*> + y* + 2> = 1, z > 0, iar (C) este bordura sa orientatd, adica cercul { orientat
pozitiv. Ecuatiile parametrice ale cercului (C) fiind x =cos t,y=sint, z= 0, t € [0, 2x], rezulta:
- -
jW-d r= Ixzyzdx—xyzzdy =0,
c C
prin urmare fluxul cautat este nul.
Exercitiul 12.2.10. S se calculeze:
J] — dydz + dzdx + dxdy
s
unde (S) este fata inferioard a portiunii de paraboloid z=x”+ (y - 1)* cuprinsi in cilindrul x* + y* = 1.
- S > 2
Solutie. Este evidentci V (x,y,2z) =-1 + j +k este solenoidal in R® si c, de exemplu W (x,y,z) =z | + (X +2)

5
J este un potential vector al sdu. Notand cu (C) bordura orientata a suprafetei (S), aceasta este curba data de:

z=x*+(y-1>?
X +y®=1
parcursa in sens invers trigonometric, cand se priveste din origine i are reprezentarea parametrica:

X=cost,y=sint, z=cos’t + (sint - 1)% te [0, 2x]
Tinand seama de observatia 12.1.4.3. avem:

J]—dydz +dzdx + dxdy = Izdx+(x+ z)dy =
C

S

2z
j[—(z —2sint)sint + (2 + cost — 2sint) cost]dt =
0

2z
I(—Zsint +sin’t+1+2cost —sin 2t)dt =

0

dt+ 27 =

2z op
(2cost+25int+ + J‘ﬂ

E(t_sin ZtJ
2 2

cos ZtJ

0 0
2z

+2r=rw+27 =317
0




