12. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE AL DOILEA TIP.
CAMPURI SOLENOIDALE.

12.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
12.1.1. Suprafete orientabile
Consideram o suprafata neteda si simpla, reprezentata de panza

S : D —R? injectiva, de clasa C*, cu imaginea (S). Pentru orice punct M & (S) exista si este unic un punct
(u, v) € D, astfel incat M = S(u, v). In punctul M existd doi versori normali la (S) si anume:
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Definitia 12.1.1.1. Suprafata (S) se numeste orientabila (sau cu doud fete) daca functia care asociaza
fiecarui punct M € (S) unul din cei doi versori normali la (S) in punctul M este o functie continua. O
suprafata orientabild Impreuna cu o alegere a unuia din cei doi versori se numeste suprafata orientatd.

Exemplul 12.1.1.1. Orice suprafata neteda definita explicit de ecuatia

z = (X, ¥), (X, ¥) €D este orientabila: dacd alegem in fiecare punct al siu sensul normalei, astfel Tncét
aceasta sa faca un unghi ascutit cu sensul pozitiv al axei Oz, spunem ca suprafata este orientatd pozitiv sau
ca alegem fata superioard a suprafetei, in caz contrar, spunem ca suprafata este orientatd negativ sau ca
alegem fata inferioard.

Exemplul 12.1.1.2. Orice suprafata (S) neteda, simpla si inchisa este orientabila. In acest caz exista doud
domenii D;, D, incat Fr D,;=Fr D, = (S), D, U D, U(S)=R?, D, marginit, D, nemarginit. Daca in fiecare
punct al lui (S) alegem sensul normalei Tndreptat spre domeniul D,, obtinem fata exterioard ; daca in
fiecare punct al lui (S) alegem sensul normalei indreptat spre domeniul D4, obtinem fafa interioard.

Observatia 12.1.1.1. Daci S : D —»R® si S;: D —R3 sunt doua panze netede, simple, nesingulare
echivalente si daca T : D — D;, este difeomorfism, astfel incat S; e T = S, cu jacobianul strict pozitiv in
fiecare punct, atunci (S) si (S;) coincid si au aceeasi orientare (versorul normald este independent de
reprezentarea parametricd aleasa)

12.1.2. Integrala de suprafata de al doilea tip

Definitia 12.1.2.1. Consideram o suprafatd neteda si orientata, definitd parametric prin x = x(u, v), y = y(u,
V), Z=2z(u, v), (u, V) €D, unde D < R? este un domeniu compact mésurabil si fie (S) < R® imaginea sa. Fie
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V' un cAmp vectorial de componente Vi, V,, V3 : (S) —R. Fie d={Dy, D, ..., Dy} o diviziune arbitrari a

domeniului D. Fie & un sistem arbitrar de “puncte intermediare” (u;, vi) €Dy, i=1, 2, ...,n, (X, Yi, Zi) € (S)

unde

(Si) = {(xX(u, v), ¥(u, v), z(u, v)), (u, v) € D;}. Fie T; domeniul corespunzator lui (S;) Tn planul tangent la (S)
-

in punctul (x; Vi, zj), i=1, 2, ..., n si N, , versorul normalei la suprafatd in acest punct. Cdmpului vectorial

N
V , diviziunii d si sistemului & le asociem suma:

a\7(d,§):Zn:(?(xi,yi,zi)-rTij-aria(Ti)

N

Campul vectorial V se numeste integrabil in raport cu coordonatele pe (S), daci existi J,€ R
incét pentru orice € > 0, exista n> 0 astfel Incat, oricare ar fi diviziunea d cu ||d|| <n si oricare ar fi sistemul
& de puncte intermediare, sd avem:



<¢&

o.(d,6)- 3,

Numarul J, se numeste integrala de suprafata de al doilea tip sau In raport cu coordonatele a
-
campului vectorial V si se noteaza

1= [[Vy(x,y, 2)dydz +V, (x, y, 2)dzcx +V; (x, y, 2)decly
S

5
Observatia 12.1.2.1. Daci V este caAmpul vectorial al vitezelor particulelor de fluid care trece printr-o

5
suprafatd, atunci numirul J, reprezinti fluxul cAmpului vectorial V' prin suprafata orientatd (S).

5
Teorema 12.1.2.1. Consideram o suprafatd netedd si orientata si (S) C R® imaginea sa. Daca V este un
camp vectorial avand componentele:

N
Vi, Vs, V3 : (S) —R, continue pe (S), atunci V este integrabil in raport cu coordonatele si are loc
egalitatea:

”Vl(x, y,z)dydz +V, (X, y, z)dzdx +V, (X, y, z)dxdy = H\7 H ds
S S

5
unde n este versorul orientat al normalei la (S) in punctul curent.

Observatia 12.1.2.2. a) Daca tinem seama de formula de calcul a integralei de suprafata de primul tip si de
faptul ca

- - -
_A-i+B-j+C-k

VA? +B? +C?
obtinem regula de calcul:

”Vl(x, y,z)dydz +V, (X, Yy, z)dzdx +V, (X, y, z)dxdy = =I (\7l A+ \72 B+ \73 . C)dudv
S D
unde \7I (u, v) = Vi(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), i =1, 2, 3.

Daci se considera cealalti orientare a suprafetei (S) in membrul drept apare semnul minus.
b) Daca folosim scrierea vectoriala, obginem:

>
n

”Vl(x, y, z)dydz +V, (X, y, z)dzdx +V, (X, y, z)dxdy :ﬂ\?HdS = J]V :” X r_V)
S S S

r,Xr,
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¢)Daca suprafata este data explicit de ecuatia z = f(x, y), (x, y) € D, unde D < R? este un domeniu compact
masurabil, atunci versorul normalei corespunzator fetei superioare este:
of > of 2 »
——i——"j+Kk

OX oy

N
n= )

(o))
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iar versorul normalei corespunzitor fetei inferioare este - N . In practica, fixarea orientirii se face in functie
de context.

d) Din teorema 12.1.2.1. rezultd ca integrala de suprafatd de al doilea tip, ca si cea de primul tip, este
independentda de parametrizarea lui (S), in sensul cd pentru doud panze echivalente, cu aceeasi orientare,
valoarea integralei este aceeasi si difera doar prin semn, daca se schimba orientarea.

12.1.3. Formule integrale

Formulele integrale stabilesc legaturi intre unele tipuri de integrale considerate anterior si pot fi
folosite pentru a facilita calculul acestora.
Definitia 12.1.3.1. O multime D CR? se numeste domeniu compact elementar daca satisface urmatoarele
conditii:
a) este domeniu compact;
b) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte, fira puncte interioare comune, simple in
raport cu axa Ox;
C) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte, fara puncte interioare comune, simple in
raport cu axa Qy;
d) frontiera sa, Fr D, este reuniunea unui numar finit de imagini de curbe plane, netede, nesingulare,
simple, Inchise si este orientata pozitiv, adica in sensul de deplasare al unui observator pe Fr D,
astfel incat s lase domeniul D in stanga.

Teorema 12.1.3.1. (Formula Green-Riemann)
Fie D < R? un domeniu compact elementar si

- - -
V (X, y) =Vi(x,y) | +Vu(x,y) ] uncamp vectorial de clasi C' pe o multime deschisa ce include pe D.

Atunci:
§\7d?:.|. %_% Xdy
ox oy

FrD D

oV oV - -
Observatia 12.1.3.1. Daci —2 = —= , atunci {V-d r =0.
0 oy

X FrD

Teorema 12.1.3.2. Daca D — R? este domeniu compact elementar, atunci :

aria(D) = 1 if xdy — ydx = I xdy = I— ydx
2 FrD FrD FrD
Formula Gauss-Ostrogradski este analogul tridimensional al formulei Green-Riemann si stabileste
o legaturd intre integrala de suprafata si integrala tripla.

Definitia 12.1.3.2. Panza p : [0, 1] x [0, 1] —R? se numeste inchisd daca p(u, 0) = p(u, 1) si p(0, v) = p(1,
v), oricare ar fi (u, v) €[0, 1] x [0, 1].

Péanza p : D—R?, cu DCR? domeniu compact, se numeste inchisa daca existd o bijectie continua §i cu
inversa continud ¢ : [0, 1]x [0, 1] —D, astfel incat panzap c ¢ : [0, 1] x [0, 1] —R3 i fie inchisa, in sensul
de mai sus.



Se numeste suprafata inchisa o suprafata reprezentata de o panza inchisa.

Definitia 12.1.3.3. O multime Q — R® este domeniu compact elementar daci:
a) este domeniu compact;
b) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte simple in raport cu axa Ox, fara puncte
interioare comune;
C) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte simple in raport cu axa Oy, fara puncte
interioare comune;
d) este reuniunea unui numar finit de domenii compacte simple in raport cu axa Oz, fara puncte
interioare comune;
e) frontiera sa, Fr Q este reuniunea unui numar finit de imagini de suprafete inchise si orientate.
Exemple. Sunt elementare urmatoarele domenii:
o sfera: {(x,y, 2): X*+y* + 72 <1’}
e coroana sferica: {r’ < (x,y, z): x> + Y’ + 2 <1,’}
o cilindrul: {(x, y, z): X* +y* + 22 <1%, 0<z<h}

a? b’

O

2 2 2
e elipsoidul: {(X, Y,2): x_+y_+z_<1}

Observatia 12.1.3.1. Daca QR?® este un domeniu compact elementar, atunci se poate defini in mod
natural versorul normald exterioard in punctul curent din Fr Q.

Teorema 12.1.3.3. (Formula lui Gauss-Ostrogradski)
Fie Q — R® un domeniu compact elementar si
- - - -
V (X, y,2)=Vix, .20 | +Vo(x,y,2) ] +Vs(x,y,2) K uncamp vectorial de clasi C* pe o multime
- -
deschisa ce include pe Q. Atunci fluxul cAmpului vectorial V prin Fr Q, dupi normala exterioard N este
-
egal cu integrala divergentei lui V pe Q, adici:

”V (X,y,2)dydz+V, (X,y,z)dzdx + V,(X,y,z)dxdy =

fﬂ[ L (x,Y,2) +Ez(x, Y,2) +a—z~°’(x, Y, z)dedydz ,

Observatia 12.1.3.2. Formula Gauss-Ostrogradski

J](V njds = m' (dlvvjdxdydz

FrQ
se mai numeste si formula flux-divergenta, pentru ca permlte o interpretare fizica a divergentei unui camp
cu ajutorul fluxului printr-o suprafata inchisa.

Corolarul 12.1.3.1. Fie QcR? un domeniu compact elementar si U un camp scalar de clasi C' pe o
multime deschisa care 1l contine pe Q. Atunci:

.UJ. gradU )ﬁlede = J] n-Uds (formula integrala a gradientului)

FrQ

N
Corolarul 12.1.3.2. Fie QR® un domeniu compact elementar si V un cimp vectorial de clasi C' pe 0
multime deschisa care 1l confine pe Q. Atunci:

”]. I’OtVdXdde = J.J. ( nxV de (formula integrald a rotorului)

FrQ



-

Corolarul 12.1.3.3. Fie G < R® 0 multime deschisa si (xo, Yo, Zo) € G arbitrar. Fie V' : G —»R® un camp
vectorial de clasd C* pe G si U : G —R un camp scalar de clasi C* pe G.

Fie (Qn)ne v un sir de domenii compacte elementare incluse in G, astfel incat limd(Q,) =0si

n—oo

(Xo, Yo, Zo) € Q,, oricare ar fi ne N. Atunci:

oo T 1 - =
a) (dIV Vv )(Xo, Yo, Zo) = rl]LnJo volo J]. n-Vds

n FrQ,

- . 1 - -
b) (1ot V )(xa, o, 20) = lim e H nxV ds

n o FrQ,

] 1 -
©) (grad U)(%o, Yo 20) = lim 5 jj n-Uds

n FrQ,

Observatia 12.1.3.3. Formulele din corolarul 12.1.3.3. arata ca divergenta si rotorul unui cimp vectorial,
precum si gradientul unui cdmp scalar, care au fost definite initial folosind axele de coordonate, nu depind
de alegerea acestor axe, ci depind de cdmp si de punctul in care se calculeaza.

Definitia 12.1.3.4. Fie G —R? o multime deschisa, f : G—R o functie de clasd C* si S suprafata definita
explicit de ecuatia z = f(x, y), orientatd pozitiv.

Fie D — G domeniu compact elementar,
(S)={(x.y.2) €R*z=f(x,), (x,y) €D}si
(C)={(x.y,z) €rR®z=1(x,y), (X, y) €Fr D}, cu orientarea indusi de pe Fr D. Atunci (C) este imaginea
unei curbe orientate n R® si se numeste bordura orientatd alui (S).

Observatia 12.1.3.4. Orientarea curbei (C), indusd de orientarea de pe Fr D se numeste orientare
compatibila cu orientarea suprafetei (S).
Orientarea fixatd pe bordura (C), compatibila cu cea a suprafetei (S) poate fi reprezentatd intuitiv
- -
astfel: dacd & este vectorul tangent la curbd in punctul curent si N este vectorul normal la suprafatd in
- -

acelasi punct, atunci un observator care se deplaseaza pe (C) in sensul lui &, avand capul spre N, lasi in
stanga suprafata (S).

Definitia 12.1.3.5. Fie (S) R® imaginea unei suprafete date. Daca (S) este de clasa C?, orientatd, si se
poate descompune Thtr-un numar finit de portiuni de suprafata care pot fi reprezentate prin ecuatii explicite
in raport cu fiecare variabila, atunci (S) se numeste suprafatd elementard. In acest caz, bordura elementard
(C) a lui (S) este imaginea drumului inchis obtinut prin juxtapunerea drumurilor care au ca imagine arce de
curba incluse numai in una din bordurile portiunilor componente.

Teorema 12.1.3.4. (Formula lui Stokes)
N
Fie (S) —R® o suprafati elementara si (C) bordura sa orientati. Fie V un camp vectorial de clasa C* pe 0
-
multime deschisa din R® care contine pe (S). Atunci circulatia lui V pe (C) este egali cu fluxul rotorului

lui \7 prin (S), adica:
fv-dr = [[(rotv)-nds
c s



Observatia 12.1.3.5. Din formula lui Stokes rezultd ca fluxul rotorului unui cdmp vectorial prin doua
suprafete care au aceeasi bordura este acelasi.

12.1.4. Caracterizarea campurilor solenoidale

5
Definitia 12.1.4.1. Fie D R® o multime deschisi. Campul vectorial V , de clasd C* pe D, se numeste

- -
solenoidal (fard surse) in D, daci divV =01 D. V se numeste camp de rotori (cAmp de vartejuri, camp
- - -
rotational) in D, daci existd un cAmp vectorial W , de clasa C*n D, incat V. =rot W in D. Tn acest caz,
- >
W se numeste potentialul vector al campului V.

5
Observatia 12.1.4.1. Daca VV este un cdmp de rotori, atunci
- - - -
divV =div(rot W) =0, deci V este solenoidal. Din formula Gauss-Ostrogradski rezulti ca, daci V este
-

solenoidal in D, atunci fluxul lui V' prin frontiera inchisa a oricirui domeniu compact elementar inclus in
D este nul, justificAnd denumirea de “campuri fara surse” pentru campurile solenoidale.

In teorema urmitoare se di o caracterizare completd a cAmpurilor solenoidale.

N
Teorema 12.1.4.1. Fie D = R® o multime deschisi si V un camp vectorial de clasia C* in D. Urmdtoarele

afirmatii sunt echivalente:
-
(@) V este camp solenoidal in D
- -
(b) V este, local, un camp de rotori (adicd, pentru orice a € D, existd r > 0 si un cAmp vectorial W , de

- -
clasa C?in sfera S(a, r) =D, incat V =rotW 1in S(a, r))

N
(c) fluxul lui V' prin frontiera inchisi a oricirui domeniu compact elementar inclus in D este nul.

- -
Observatia 12.1.4.2. Pentru a determina un potential vector W , al cdmpului V se procedeazi astfel: se

considera W de forma;
- 2 =
W (x,y, 2)=Wi(x,y,2) | +Wa(x,y,2) ], (XY 2) €S(a, r)a=(Xo,Yo, Zo)

Din conditia rot VT/ = \7 se obtine:
oW, v, oW, _ v, oW, oW,
oz oz ox oy

:V3

N
unde V3, V2, V3 sunt componentele lui V .
Din primele doua egalitati rezultd ca, pentru orice (x, y, z) € S(a, r) avem:

Wik, ¥, 2)= [V, (x, Y.t + 9, (x,Y)

Zy

Waix,y,2) = [V (%, Y, 0)dt + 0, (x, )

unde @y, @; sunt functii de clasa C?.



5
Tinind seama ci div V = 0, ultima egalitate devine:
0 0
¢2 - ¢1 :VS(X1 y, ZO)
oXx oy
Este evident ca existda functii ¢;, @,, satisficand aceastd egalitate. Cunoasterea unui potential
vector, particular este suficientd pentru gasirea oricarui alt potential vector, daca multimea D este deschisa
- -
si stelatd. In cest caz doua cAmpuri vectoriale W, i W, cu proprietatea ca

N

- - -
roo W, =V sirot W, =V diferd printr-un cAmp de gradienti.

N
Observatia 12.1.4.3. In conditiile formulei lui Stokes, fluxul unui cdmp solenoidal V poate fi exprimat
- -
prin circulatia unui potential vector W al lui V' si anume:
- - - - - -

HV- nds = H(rotW)~ndS =_[W~d r
s s c
unde (C) este bordura orientata a lui (S).



