11. INTEGRALA CURBILINIE TN RAPORT CU COORDONATELE. CAMPURI DE
GRADIENTI

11.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 11.2.1. Fie cAmpul scalar U(x, y, z) = x> + y* + 2.
a) Sa se determine (grad U)(1, 1, 1)
; _ou o : .
b) Sa se determine — (1, 1, 1), unde Vv este versorul gradientului in punctul (1, 1, 1)

ov

- - -

Solutie. a) (grad U)(1, 1, 1) = aa—Li(l, 1,10, + 2—3(1, L) j, + %—LZJ(L 1,1) -k, unde A= (1,

- - - - - -

1,1yiar {i,, j,, K, }estereperul natural in ToR® Rezulta (grad U)(1,1,1)=2(i, + j, + Jja)-
b) 8—8(1.1,1)=3 "(gradU)(1,1,1)= (gradV)(LLY) -(gradU )(1,1,1) = [|(grad U)(1, 1, 1)|| = ~12
I I (gradU)(@.L) |

Exercitiul 11.2.2. Sa se determine divergenta si rotorul campului vectorial

- - - -

V =xyz i +xy’z ] +xy7 - k
Solutie. Notand Vy(x, y, ) = Xyz, Va(X, VY, Z) = Xy°z, Vs(X, Y, z) = Xyz® rezulta:

oy v, &V, oV,
(divV )Xy, 2)= + + = 6Xyz
OX oy 0z
ik
(rot\7)(x, y,z) = i 2 2 =
ox oy oz
vV, V, V,

= (x> - xy?) - T + (X2 —y7d) ] + (22— x%) - E

- ? - -
Exercitiul 11.2.3. Si se demonstreze ca V| = —5 unde I este vectorul de pozitie sir = || I' || #0, este un
r
camp vectorial solenoidal.
- - - -

Solutie. Deoarece I' =x | +y- | +z K rezulta

- X re y - z -

32 32 7 K

= ++
(x> +y?+12°) (X2 +y? +12%) (X* +y?+12%)

- -
Calcule directe arata ci (div V )(x, y, z) = 0, deci V este solenoidal pe R*{(0, 0, 0)}.

Exercitiul 11.2.4. Sa se demonstreze ca
- - - -
V =yz@x+y+2) | +2x(x+2y+2) | +xy(x +y+22) K
este un camp vectorial irotational.
Solutie. Fie Vi(X, Y, ) = yz(2x + y+ 2), Vao(X, ¥, 2) = 2x(X + 2y + 2) si
Va(X, Y, 2) = Xxy(x +y+ 2z).



oV, oV,
Deoarece E Xy, 2)= —=(XV,2) =x(x + 2y + 22)

0z
oV, oV,
T (X, Y, Z) = (Xv Y, Z) = y(2X +y+ 22)
0z OX
oV

2 aVl
—= X VY,2)=—XVY,2)=2(2x + 2y +2)
OX oy

- >
rezulticarotV = 0 in r®

Exercitiul 11.2.5. Sa se calculeze I= I XdX + e*dy, unde y este definiti de ecuatiile parametrice x = In( 1+

/4

t),y=+1+t,te[0,1].

1
Solutie. | = dex +e'dy = I{In(l+t)-i+e'”‘l“) -#}dt =
> 5 1+t

241+t
Cfn@+t) Vst 1, 1 7
_ﬂ ot }dt-[zln (1+t)+3,/(1+t) L_

“Llanoy clogo
= (n2) +3(2J§ 1).

Exercitiul 11.2.6. Sa se calculeze 1 = Iydx—xdy+(x2 —l—y2 +22)dZ, unde y este datd de

4
reprezentarea parametrica x = - tcost + sin t
y=tsint+cost,z=t+1,te][0, x].

Solutie. | = J.ydx—xdy+ (X? +y?+2%)dz =

4

1

=I[(tsint + cost)(tsint) — (—tcost +sint)(tcost) +
0

+ [(~tcost+sint)® + (tsint +cost)® + (t +1)*]dt =

= I(Btz+2t+2)dt:z3+n2+2ﬁ.
0

Exercitiul 11.2.7. Si se calculeze I(y +1)dx + xdy , unde (y) este portiunea din parabola y = x* — 1
7

cuprinsa intre punctele A(1, 0) si B(-1, 0), avand originea in A.

Solutie. Curba este data prin ecuatia sa explicita.



v

N | ¥
R

Punctul A(1, 0) corespunde valorii t =1 si punctual B(-1, 0) corespunde valorii t = -1.
Integrala va fi:

Ecuatiile parametrice se deduc imediat:

31

I-J.[(t —1+1) +t? 2t]dt——_[(2t3+t )dt——2§

0

Exercitiul 11.2.8. Sa se calculeze

§(y—23dx+(x—zﬁW+{2x—yﬂt
7
unde vy este dat de ecuatiile implicite X* + y* + 22 = 1, X — y + z = 0 si are originea si capatul in

T

Solutie.

v

Ecuatiile parametrice ale cercului aflat la intersectia sferei
x2+y? + 72 =1 cu planul X — y + z = 0 se obtin rezolvand sistemul:

{x2+y2+22:1

X-y+z=0
X+z=Yy X+z=Yy
= 2 _ 1o
ix+nz—2ﬂ:4—y2 xz:zy2 !

y+4/2-3y? . y-~2-3y* 3y?

X=— -
2 2 {\f\f}
= sau
,_ Y- 2-3y? ,_Yry2-3y" 2— 3y

a 2 2

care reprezintd ecuatia celor doud semicercuri ce formeaza cercul y.



2 .
Pentru calculul integralei curbilinii este utild notatia y = \/; sint

t€ [0, 2x]. Ecuatiile parametrice ale lui y devin:

X :icost+isint

V2 J6

y—isint
J6
Z= isint —icost,t €[0,27]

V6 V2

Integrala curbilinie este:
27|
2 . 2 . 2 1 . 1
I = —SInt ——sint +—cost |-| ——=sInt + —cost |+
!K\/E J6 J2 N V2 J6 J

+ [icost +isint —isint +icostj-[icostj+

V2 J6 J6 V2 V6

(icost +£sint—isintj-(icost +isintj dt = ﬂ
V2 J6 J6 J6 V2 3

Exercitiul 11.2.9. In fiecare punct al unui plan, un punct material este actionat de forta F ale cirei
proiectii pe axele de coordonate sunt

5
Fi(X, y) = Xy, Fa(x, y) = x + y. Si se determine lucrul mecanic efectuat de forta F , cand punctul material
se deplaseaza din origine in A(1, 1) pe parabola y = x°.

X=t
Solutie. Ecuatiile parametrice ale lui y sunt: -
y=t
y A
A
0 =x

Pentru O(0, 0) obtinem t = 0, iar pentru A(1, 1) obtinem t= 1.

L= Il_fd? = J.Fl(x,y)dx+ F,(x,y)dy = IXde+(x+y)dy _
14 4

4
1

I 3., 2
= j[t-t2 A (t+17) - 2t]dt =(—t4 +—t3j
) 4 3

0

5
Exercitiul 11.2.10. Fie F o forti variabild avand mirimea invers proportionali cu distanta de la punctul ei
de aplicatie la axa Oz, dirijatd dupa perpendiculara pe aceastd axa si indreptatd spre ea. Sa se determine
lucrul mecanic efectuat prin deplasarea unui punct material sub actiunea acestei forte pe cercul x = cos t, y
=1, z=sin t din punctul (1, 1, 0) in punctul (0, 1, 1) in sens direct fata de directia pozitiva a axei Oy.



B(0,1,1)

M(cost,1,sint)

>y

Din datele problemei rezulta:

= k > =
F (val Z): —(_Xl_y.l)
VX2 +y?

Curba pe care se deplaseaza punctul are ecuatiile parametrice:

X = cost
y=1

Z=sint,te {O,E}
2

[(—cost)sint +1-0dt =

Lucrul mecanic este:

L=IEd?:
7

k
! vJeos?t+1
12
= kvl+cos’t| =k(@—+2).

0



Exercitiul 11.3.12. Sa se demonstreze ca

V (y)= @y + D 1 00 2xy) - |

este un camp de gradienti in R? si si se determine un potential scalar pentru acest camp.

Solutie. R? este o multime deschisa si stelatd. Dacd Vi(x, y) = 2xy + y? si Va(X, y) = x* + 2xy, atunci

ov, oV, .
—= (X, y) = —=(X, y) = 2x + 2y, pentru orice (x, y) € R? deci V este camp de gradienti.

oy oy

Un potential scalar al sdu este:

X y
U(x, y) = j V, (t,0)dt + j V, (x,t)dt =
0 0
X y y
= det+I(x2+2xt)dt:(x2t+xt2)‘ = X2y + xy?
0 0 0

Exercitiul 11.3.13. Sa se demonstreze ci

- - - -
Vxy2)=yzi+@xyz+1): ] +x/k
este un camp de gradienti in R si s se determine un potential scalar al sau.
Solutie. Cu notatiile obisnuite obtinem:
Vi(X, Y, 2) = Y°Z, Vao(X, Y, 2) = 2xyz + 1, V3(X, Y, Z) = Xy%.
Deoarece R® este multime deschisi si stelata si
N, N, oV, v,

=2vyz; =y = =2
oy  oOx 4 oz OX Y 0z oy o

N
rezulti cd V e cAmp de gradienti.
Un potential scalar al sau este :

X y z
UK.y, 2) = [V, (0,0)dt + [V, (x,t,0)dt + [V, (x, y, t)dt =
0 0 0
X y z
= IOdt+.[1dt+Ixy2dt =y+xy’z
0 0 0

Exercitiul 11.3.14. Se considera campul vectorial
2x 2 2 2 -
i+ y . ] +2zk.

V(X y,2)= '
(x.y,2) X2+ y? X2+ Y’

N
Si se demonstreze ci V este conservativ pe mulfimea deschisi

D={(xy 2),x"+y #0}

>
si si se calculeze circulatia lui V' pe cercul y: x> +y* =1, z= 1 parcurs o dati pozitiv in raport cu semiaxa
Oz.

Solutie. Avem:

2X 2y
Vix,y,2)= ——— VaX ¥, 2) = —5——  Va(x ¥, 2) =2z
X“+y X“+y



Axy
Deoarece E(X y,2) = 2 (X y,2) = m;

1( yz)— 3(xy,z) 0,

aVZ( y,z)—a;(x y,2) =0,

BN
V (x,y,z)eR®cux?+y?>0rezultica V este cimp conservativ pe domeniul siu de definitie, multimea

D={(xy,2), X' +y* #0}.
z
A

| ==—z-1

| y

—>x’+y=1

X

Cercul v este intersectia suprafetei cilindrice de ecuatie x* + y* = 1 cu planul de ecuatie z = 1.
Ecuatiile sale parametrice sunt:

X = cost
y =sint
z=1te[0,2x]
2 2x 2y
Circulatia lui V peyeste§ 5 5 dx + dy+22dz =
S X4y X% +y?

2z 2z
J'[2cost(—sint) +2sintcost+2-1-0]dt = jO-dt =0.
0

Sa observam ca teorema 11.1.3.5. nu poate fi aplicatd deoarece multimea A nu este o multime
stelata.

5
Exercitiul 11.3.15. Si se calculeze lucrul mechanic efectuat de forta de greutate G pentru a deplasa
punctul material de masa m din pozitia A(x1,Y1,21) in pozitia B(x2,Y2,22).
- -
Solutie. G (X, y, z) = - mgK este un cAmp conservativ pe R®, care este multime deschisa si stelatd. Un
potential scalar al sau este
U(x, Y, z) =-mgz. Lucrul mecanic este:
(X2.Y2.23) N (X2.Y2.23)
L= f —-mgdz -G-d r =-mgz| =mg(z, - z,)

(X1:¥1,21) (X1,¥1.21)

- -
Exercitiul 11.3.16. Si se determine lucrul mecanic realizat de forta elastica F = -k’ , pentru a deplasa
un punct material din A(Xy, y1, Z1) In

B(XZI YZ: ZZ)'



— - - -
Solutie. F (x,y, z) = -k i - Ky J - k’z K este un cAmp de gradienti pe R® si un potential scalar al siu

este:

y z 2
Ux, y, 2) = | —k>tdt +J.—k2tdt +I—k2tdt :-k?(x2+y2 +7).
0 0

N O x

(X2~YZ122)H 2

Atunci L = J- F-d?z ((Xl2 +y; +212)—(X22 +Y; "'222))'

™|

(X1, ¥1.2)



