10. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE PRIMUL TIP

10.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 10.2.1. Sa se calculeze ” z%dS , unde S este data parametric prin: X =ucosv,y=usinv, z=

s
hu, ue [0, a], ve [0, 2x].
Solutie. Deoarece S este data parametric se aplica direct formula din teorema 10.1.3.1. Calculam mai intai:

o
A D(y,2) _|ou v| _[snv ucosv o hu cosy
D(u,v) [0z o0z h 0
ou ov
a o
B= D(z,%) =|ou  ov|- h O_ =-husinv
D(u,v) [9X OX| |cosv —usiny,
ou ov
= Duy) =|ou V|- C(_)SV —usinv ucos’ v + + usin’v = u
D(u,v) [0y OY| |sinv ucosv

ou ov
A% + B? +C? = h?u? cos?v + h?u® sin®v + u? =
=h%u? + v = (h? + 1) U?

Deci VA® + B2 +C2 =uvh? +1.
Notand D = [0, a] x [0, 2x], cu formula din teorema 10.1.3.1. obtinem:

4 412 (2
szds=h2«/h2+1jju3dudv=h2\/h2+1-2n-a _mhvh' +1
S D

4 2
Exercitiul 10.2.2. Sa se calculeze ” (Xy + yz + zX)dS , unde S este portiunea suprafetei conice z =
s

\ X% + y2 decupata de suprafata

X2+ y? = 2ax.
Solutie. Suprafata fiind data explicit, aplicim formula din observatia 10.1.3.2.Notand f(x, y) = X2 + y2

si DC R? discul limitat de cercul de ecuatie x* + y? = 2ax, rezulta:

of x of y (6f jz (af Jz .
— e — = [1+|—| +| = =\/§,deC|
X IxP+y? Oy X2 +y? OX oy

”(xy+yz+zx)d8 = \/§.|‘J.(xy+y\/x2 +y? +x\/x2 +y?)dxdy

Trecand la coordonate polare, integrala devine:
\/Eﬂ(r2 sintcost +r?sint + r? cost)rdrdt =
s

= \/5” r®(sintcost +sint + cost)drdt
d



>1

unde D" = {(r,1): 0<r < 2acost,-— <t<

2 3

NN

Prin urmare,

wl2

2acost
”(xy+yz+zx)d8 J_I[5|ntcost+5|nt+cost Ir3dr}dt
=2 j {S|ntcost+smt+cost)—
-zl2

-rl2
2acost
]dt :
\/é' zl2

= T-lGa4 j(sintcost+sint+cost)cos4tdt =
—l2

rl2 xl2 zl2
:4\/§a{ I sintcos® tdt + Isintcos4tdt+ J‘cosstdt}

-rl2 -zl2 -zl2
7l2 7l2
=4+/2a* _[cos tdt = 8+/2a* _[cos tdt =
—-rl2
zl2 7l2

=8./2a* j(l—sinzt)zcostdt::Bﬁa4 I(1—23in2t+sin4t)(sint)'dt =
0

sin 3t sm5t
3 5
0

-8\/_a( 2 1j—%a4.
3 5 15

72

Exercitiul 10.2.3. S se calculeze ” (X+ Yy +2)dS unde S este emisfera x* + y* + 2 =4, z> 0.
S

Solutie. Ecuatiile parametrice ale emisferei S sunt:
X = 2sin 6 cos ¢

y =2sindcose,0 e {O,%},q)e[o, 2n]

Z=2c0s0
Calculam :
oy Yy
2cos@sin 2sin@co
_ D(y, 2) _|00 Op|_ S _SI ¢ sl ¢ =4sin’0cos
D(@,p) |2 2] | —2sin® 0
00 Ogp
0z oz
0 An —2siné@ 0
_D@x) _|60 op|_ 3! . |=4sin®0coso
D(#,p) |OX OX| |2cos@cose —2sindsing

00 0g



x X
_ D(x,y) |66 o¢|_|2cos@cosp —2sindsing
" D(6,¢) | 9| |2cos@sing 2sin@cose
20 op

= =4sinfcosOcos’p + 4sinOcosOsin’p =

4sin6cosO

A? + B? + C? = 16sin*0cos?p + 16sin*0sin® ¢ + 16sin*0cos?0 = 16sin*0 + +16sin’0cos’0 = 16sin°0
Deci Vv A? + B2 +C? =4sind
T
Aplicand acum formula din teorema 10.1.3.1., notand D = {O, E} x[0, 27], obtinem :
J](x+ y +2)dS :II(Zsin @cosp+2sindsing+2cosd)-4sincddp =
S D

= 8” (sin? @cos ¢ +sin? Gsin ¢ +sin O cos O)d g =
D

72 7l2

2 2z 7l2
8 Isinzéde- jc03¢d¢+ I sin” o - Isin¢dgp+27r _[sin@cos@dé’}sn
0 0 0 0 0

Exercitiul 10.2.4. Si se calculeze aria portiunii din paraboloidul x*+y* = 3z marginita de planul z = 3.
Solutie. Deoarece suprafata este definitd explicit in raport cu variabila z, utilizim formula:

(3] 5] o

A’

R

(S)

v=

Deoarece f(x, y) = %(x2+y2) si D = {(x y)er: xX* + y* < 9} obtinem a(S) =

4 4
H\/1+—x2 +—y?dxdy.
V9T 9
Trecand la coordonate polare: x =rcost,y=rsint, re[0, 3], t €[0, 2x],

D(x,Y)

=r. Notand D" = [0, 3] x [0, 2 x], obtinem:
D(r,t)



!

a(S)-”Wfle—r -rdrdt = 2n— I(1+gr2) (1+gr2jdr=
3

3
_9m 2fy 4 =3—” 14297 21 =3—”(5J§—1)
4 30 9 2 9 2

0

Exercitiul 10.2.5. Si se determine aria portiunii din sfera x* + y* + z? = a%, decupati de cilindrul (x* + y?)?
= a’(x* — yP), situata in semispatiul z > 0.
Solutie. Ecuatia x> + y2 + 72 = a% cu conditia z > 0 se poate explicita

z=,a’-x"-y*.

Cilindrul are generatoarele paralele cu Oz si are directoare in planul xOy lemiscata (x* + y?)? = a®(x* — y?),
prin urmare:

a(s) = IDI ﬁdxdy,

unde D este domeniul marginit de lemniscata.

B

Trecand la coordonate polare si notand

= {(r,t):Os r <a~/cos2t,t e{—%%}u{g—”S—”}}

4 4
7l14| avcos2t r
obtinem a(S) = a” \/7 drdt = 4a I I ﬁdr dt =
a’—r o Jai-r

zl4

= 4a _[(a—aﬁsint)dt :4a(4 a+av/2 cost

77/4)
0

:4a2|:£+\/§(%— ﬂ ( +1- \/_j:az(ﬂ'+4—4\/§)

4

Exercitiul 10.2.6. Sa se determine masa suprafetei materiale (S) data prin

z= E (x* +y?), 0 <z <1, daca densitatea in fiecare punct este p(x, y, z) = z

1
Solutie. Proiectia portiunii din paraboloidul z = E (x* + y?) corespunzitoare conditiei z < 1 este: D = {(X,

y): X2 +y* <2}



A 1, .
Punand f(x, y) = E(x +y), obtinem:

e

Aplicam acum formula 10.1.4.1. obtinem:

1
m(S) = J] p(X,y,2)dS = J.J. zdS :—ﬁ(xz +y?)J1+ X2 + y2dxdy
Trecand la coordonate polare, notand D” = [0, \/_ [o, 2n] obtinem:

m = —ﬂrzmrdrdt:—ﬂrsmdrdt =ﬂjr3\/14r7dr

_ !r\/(ll:—:)d _ﬂjr Az )drmjr (W+r2ydr =

J2

—IZr\/l+r dr +r*vi+r?

=[ 1+r

i

+44/3 -

0

0

2
-4 jr3\/1+ I’Zdl’:|=7{2\/§—§(l+ r?)%e
2 5 72
-4jr3\/1+r2dr :(4\/§+§jn—4njr3\/1+r2dr=
0 0
1
=2n(2\/§+—j—
3
2r . 2r
Rezultd 5m = ?(l‘l- 6+/3) , decim = E(lJr 6+/3).

Exercitiul 10.2.7. Si se determine coordonatele centrului de greutate al emisferei materiale S data prin x*
+y? + 72 =a% z>0, stiind cd densitatea in fiecare punct este p(X, y, z) = 4 x? + y2 .

Solutie. Vom folosi formulele 10.1.4.2. Determindm mai Intdi masa emisferei m = ” N X% + y2 ds.

Ecuatiile parametrice ale emisferei S sunt x = asinfcoso, y = asinfsing,

T
z=acosh, € [O’E] @€ [0, 2n]. Ca in exercitiul 10.3.3. obtinem VA% + B2 +C? =a%sin0sim=
2 ain 2 2 Qs _
J]\/a sin“@-a“sindd&e =
D

72 . zl2
_asﬂsin2 A = 2ma’ j 1700820 45— 7za3(6?—sm 20)
5 0 2 2

Determindm acum coordonatele centrului de greutate:

Xg = %J'J‘ xp(X,y,2)dS = %ﬂ.x x* +y%dS =
S S



2 . 2a ﬂ/2_ 5 27
= Ha45|n3¢9c08¢d6d<0=—( Ism gd‘gJ'[J'COS(pd(DJ -0
S . )

r*a’ 2
Yo = %Lfyp(X, y,2)dS = %gy X7 1 y7ds =

2 ; . 2a 7r/2' , o .
- ﬂa45|n395|n(pdédgo:—[ jsm gng.Usmwng] o
S . )

2,3 2
Z-a T

26 = %ﬂ zp(x,y,2)dS = %ﬂz x* +y?dS =
S S

72

_4
3ar

.2 H a‘sin® @cos g =
S

2a sin®@
2,3 — 27
wra

T 3

0

Exercitiul 10.2.8. Sa se determine momentul de inertie, in raport cu planul xOy al portiunii de suprafatd z

=,/ X% + y2 , 0 <z <1, stiind ca densitatea in fiecare punct este p(x, y, z) = 1 + xy.
Solutie. Momentul de inertie, in raport cu planul xOy este:

lyoy= ﬂzzp(x, y,2)dS = J.J.zz(1+ xy)dS =

S S
= [J ¢ +y*)@+xy)Vadxdy = V2[[ (x* + y*)(L+ xy)dxdy,
’ undeD={(x,y)eR2:>[<)2+y2§1}

Trecand la coordonate polare, notand D = [0, 1] x [0, 2] obtinem:
lxoy = \/5” r’(L+r?sin@cosé)-rdrdd =
=

= \/Eﬂ r*(L+r®sin@cos)drdo = \/E.”r3drd0+
D" D"

+ \/E.U r® sin ©cos 0drdd =
o

1 1 27
+ jrsdr . Isinecoséde :ﬂ
4 0 5 2

4
0




