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0.1 Prefata

Aceasta lucrare a fost conceputa ca manual pentru studentii anilor intai ai
facultatilor tehnice cu specializarea in mecanica gi urmareste indeaproape
programa universitara elaboratd pentru cursul de ,,Algebra Liniara, Geome-
trie Analitica si Geometrie Diferentiala”.

Cartea este structurata pe trei parti- Algebra Liniara, Geometrie Analitica
si Geometrie Diferentiala.

Prima parte se compune din capitolele: 1. Spatii vectoriale; 2. Morfisme
de spatii vectoriale; 3. Forme biliniare. Forme patratice; 4. Spatii vectoriale
euclidiene; 5. Tensori; capitole ce totalizeaza un numar de 31 de paragrafe.

Partea a doua este alcatuita din capitolele: 6. Vectori liberi; 7. Dreapta
si planul; 8. Cuadrice si conice; care insumeaza 10 paragrafe.

A treia parte este formata din capitolele: 9. Curbe; 10. Suprafete; frag-
mentate in 10 paragrafe.

Cifrele ce preced fiecare paragraf constituie prima numarul capitolului si
urmatoarea numarul paragrafului, iar elementele fiecarui paragraf sunt no-
tate in ordinea crescatoare in functie de tipul acestora, prima cifra reprezen-
tind numarul capitolului, urmatoarea numarul paragrafului, iar ultima fiind
numarul curent .

Din dorinta de a delimita in sensul notatiei, vectorii utilizati in cadrul
Algebrei Liniare, sunt notati in mod distinct fara semnul caracteristic cu
care apar in Geometria Analitica si cea Diferentiala.

In fiecare paragraf sunt prezentate observatii cu caracter completativ si
exemple care justifica continutul teoretic.

Majoritatea demonstratiilor sunt prezentate in detaliu (unde este posibil
demonstratia apare insotita gi de desene-in special in cazul partilor a doua
si a treia) din dorinta de a face accesibile etapele gandirii logice in obtinerea
rezultatelor teoremelor, lemelor, afirmatiilor sau observatiilor respective.

Pe tot parcursul lucrarii sunt presupuse a fi cunoscute notiunile ele-
mentare din cadrul Algebrei Liniare, Geometriei Analitice gi Analizei Matem-
atice studiate in liceu, asupra celor mai des utilizate revenindu-se printr-o
prezentare succinta si in aceasta carte.

Autorul multumegte prof.dr.Stavre Petre si prof.dr.Murarescu Gheorghe
pentru ajutorul acordat in conceperea acestei carti, avind in vedere expe-
rienta ca geometrii a celor doi profesori universitari.

Autorul multumegte de asemenea prof.dr.doc.Cojocaru Petru si prof. dr.
Niculescu Constantin, pentru unele discutii pe care au acceptat sa le aiba pe
marginea elaborarii acestui manual.

Autorul
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Algebra liniara






Capitolul 1

Spatii vectoriale.

1.1 Definitia spatiului vectorial.
Exemple. Proprietati.

In geometria analitici si in mecanici se utilizeazd segmentele orientate,
vectorii. Pentru vectori sunt stabilite prin definitie reguli de operare: pentru
suma a doi vectori si produsul unui vector cu un numar real, utilizand-se
regulile aritmetice uzuale de calcul.

Definitia unui spatiu vectorial generalizeaza definitia multimii tuturor
vectorilor. Generalizarea se produce in primul rand pe calea indepartarii de
natura concreta a segmentelor orientate cu pastrarea proprietatilor operati-
ilor asupra acelor obiecte si in al doilea rdnd, pe calea indepartarii de natura
concretd a multiplicatorilor admigi (numere reale). Este obtinuta astfel ur-
matoarea definitie.

Definitia 1.1.1 O multime K se numeste spatiu vectorial peste un corp
K daca:

a) existd o reguld (numitd regula adundrii) prin care oricarei perechi
de elemente x,y din K ii corespunde un al treilea element z € K , numit
suma elementelor x,y si notat x + vy . Regula de adunare are urmatoarele
proprietati:

1. x +y =y + = pentru orice x,y € IC ;

2. (x+y)+z=x+ (y+ z) pentru orice x,y,z € K ;

3. exista un element 0 (vectorul nul) in IC astfel incat x+0 = 0+ x pentru
orice € K ;

4. pentru orice x € K exista un element y € K astfel incat v +y = 0
(exista vectorul opus).

b) exista o reguld (numitd regula multiplicarii cu un numdr) care permite
ca pentru orice element x € K si pentru orice numar A € K sd se poata

7
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construi un element v € K (numit produsul elementului = cu numdrul X\ si
notat w = Ax). Se presupune cd regula de multiplicare cu un numdr are
urmatoarele proprietéti:

5. 1z = x pentru orice x € K ;

6. a(fzx) = (af)x pentru orice x € K i pentru orice o, f € K ;

7. (o« + B)x = ax + Bx pentru orice x € K si oricare ar fi o, 3 € K ;

8. a(r +y) = ax + ay pentru orice z,y € K si oricare ar fi « € K .

Elementele unui spatiu vectorial se numesc vectori, elimindnd sensul
concret (segment orientat) dat acestui termen. Reprezentirile geometrice
legate de denumirea de vector ne ajuta in clarificarea, in previziunea unor
rezultate si de asemenea in gasirea sensului geometric al unor fapte de algebra
sau analiza. Din axiomele 1.-8. se pot obtine urmatoarele teoreme.

Teorema 1.1.1. In orice spatiu vectorial exista un unic vector nul.

Demonstratie. Existenta cel putin a unui vector nul este afirmata in
axioma 3. Admitem ca in spatiul K ar exista doi vectori nuli: 0y si Oy. Punand
in axioma 3. pe z = 01,0 = 0y, obtinem 0; + 0; = 0;. Folosind in aceeasi
axioma x = 0y, 0 = 01, obtinem 05+ 0; = 0,. Comparand egalitatile obtinute
si utilizdnd axioma 1, rezulta ca 0, = 0y, ceea ce trebuia demonstrat. B

Teorema 1.1.2. In orice spatiu vectorial pentru orice element exist& un
singur element opus.

Demonstratie. Existenta cel putin a unui element opus este afirmata
in axioma 4. Admitem c& pentru un element z fixat ar exista doua elemente
opuse ¥y si y2. Adunam la ambii membrii ai egalitatii = + y; = 0 elementul
Yo; utilizdnd axiomele 2 si 3, obtinem

Yo+ (x+y)=(yo+2)+y1 =04+y1 =1,

Yo+ (x+vy1) =12+ 0=y,

de unde y; = s, ceea ce trebuia aratat. B

Teorema 1.1.3. Pentru orice element x dintr-un spatiu vectorial oare-
care are loc egalitatea 0x = 0 (in membrul drept 0 reprezinta vectorul nul,
iar in membrul stang 0 reprezintd numarul 0).

Demonstratie. Consideram elementul Ox + 1x ; folosind axiomele 7 si
5 rezulta

0z + 1z =(0+ 1)z =1z = z,0x + 1o = Ox + =,

de unde
r =0z + x;

adaugand la ambii membrii ai ultimei egalitati opusul y al lui z rezulta ca
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O=x+y=(0z+2z)+y=0z+ (x+y)=0zx+0 =0z,

de unde
0 = 0x.

|

Teorema 1.1.4. Pentru orice element = dintr-un spatiu vectorial oare-
care, elementul sdu opus este y = (—1)x.

Demonstratie. Formam suma x + y ; folosind axiomele 1-8 si teorema
precedenta, rezulta

r+y=1lz+(-1)z=(1-1)z=0x=0,

ceea ce trebuia demonstrat. B

Vom desemna in cele ce urmeaza elementul opus lui x prin —z ; teorema
1.1.4. conduce evident la aceasta notatie.

Prezenta elementului opus permite introducerea operatiei de scadere a
vectorilor. Anume, diferenta = — y se defineste ca suma lui z cu —y. Aceasta
definitie este compatibila cu definitia scaderii din aritmetica.

Un spatiu vectorial peste corpul R al numerelor reale se numeste real si il
vom nota prin R. Un spatiu vectorial peste corpul C al numerelor complexe
se numeste complex si il vom nota prin C.

Daca sunt indicate atat natura elementelor x,y, z,... cat si regulile de
operare cu ele (fiind indeplinite axiomele 1-8) vom numi acel spatiu vectorial
concret si, de reguld vom folosi pentru el o anumita notatie.

In cele ce urmeazi, vor fi deosebit de importante urmétoarele patru tipuri
de spatii concrete:

a) Spatiul E;. Elementele acestui spatiu sunt vectori liberi (priviti ca
o clasa de echivalentd pe multimea segmentelor orientate), considerati in
geometria analiticd (a se vedea partea a doua a acestei carti-“Geometrie
Analiticd”). Fiecare vector se caracterizeazd prin lungime, directie si sens
(cu exceptia vectorului nul a carui lungime este nuld si directia arbitrard).
Adunarea vectorilor este definita ca de obicei prin regula paralelogramului.
Multiplicarea unui vector printr-un numar real A este definitd de aseme-
nea in mod uzual (anume, lungimea vectorului se inmulteste cu |A|, directia
neschimbata, iar sensul raméane neschimbat pentru A > 0 si se inlocuieste cu
cel opus pentru A < 0). Se poate ardta relativ simplu c& in acest caz toate
axiomele 1-8 sunt indeplinite. Multimile similare de vectori in plan sau pe
dreapta, formeaza in mod natural spatii vectoriale pe care le notam prin E,
si Eq; Ei, Ey, E3 sunt spatii vectoriale peste corpul R, deci spatii vectoriale
reale.
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b) Spatiul K,. Elementele acestui spatiu sunt sistemele ordonate de n
numere din corpul K |, x = (£,&,,...,€,). Aceste numere £,,&,, ..., &, se
numesc coordonatele elementului x. Operatiile de adunare si multiplicare cu
un numar A € K se efectueaza dupa urmatoarele reguli:

(517527 7€n) + (771’7727 ﬂ?n) = (51 + 771752 + T2, agn + %)7 (111)

A(El?f??"wgn) = (Agla)‘g%”'v/\gn)' (112)

Axiomele 1-8 sunt satisficute. In particular, elementul 0 din K, este un
sistem de n zerouri: 0 = (0,0, ...,0). Daca K este corpul R al numerelor reale,
notatia K, se inlocuieste prin R, iar daca K este corpul C al numerelor
complexe, notatia K, se inlocuieste prin C,,.

c) Spatiul R(a,b). Element al acestui spatiu este orice functie continua
reald x = x(t) definitd pe segmentul ¢ < ¢ < b. Operatiile de adunare a
functiilor si de inmultire cu numere reale se definesc dupa regulile analizei;
indeplinirea axiomelor 1-8 este imediata. Elementul 0 este functia identic
nuld. Spatiul R(a,b) este spatiu vectorial peste corpul R al numerelor reale.

d) Spatiul C(a,b) este alcdtuit din functiile complexe i continue pe
segmentul a <t < b si reprezinta un spatiu vectorial peste corpul numerelor
complexe.

Observatia 1.1.1. In geometria analitici este comod uneori de con-
siderat alaturi de vectorii liberi si vectorii cu originea fixata in originea co-
ordonatelor. In acest mod, fiecarui vector i se asociaza un anumit punct
al spatiului-extremitatea sa si fiecare punct al spatiului defineste un vec-
tor corespunzator-asa numitul vector de pozitie al acestui punct. Avand in
vedere aceasta situatie, vom numi uneori elementele unui spatiu vectorial,
nu vectori, ci puncte. Se subintelege ca o astfel de modificare a terminolo-
giei nu aduce modificari in definitii si apeleaza doar la reprezentarile noastre
geometrice.

1.2 Dependenta liniara.

Fie z1, x9, ..., 2} vectori intr-un spatiu vectorial I peste un corp K si numerele
a1, Qo, ..., af din K . Vectorul

Y =T + s + ... + QT

se numeste combinatie liniara a vectorilor x1, z, ..., 2} ; numerele oy, g, ..., ay
se numesc coeficientii acestei combinatii liniare.
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Daca oy = agy = ... = a = 0, atunci, in virtutea teoremei 1.1.3. rezulta
ca y = 0. Dar se poate sa existe o combinatie liniara a vectorilor x, xs, ..., Tj
in care nu toti coeficientii sunt nuli si care da ca rezultat vectorul nul; in
acest caz vectorii x1, Ts, ..., T se numesc liniar dependenti.

Cu alte cuvinte, vectorii xq,xs, ..., x; se numesc liniar dependenti daca
exista numere aq, o, ..., o nu toate nule astfel incat

o121 + aae + ... + agxy = 0. (1.2.1)

Daci egalitatea (1.2.1) este posibild doar in cazul cand oy = g = ... =
ar = 0, atunci vectorii x1, To, ..., ) se numesc liniar independent;.

Exemplul 1.2.1. In spatiul vectorial E; dependenta liniarg a doi vectori
inseamna ca ei sunt paraleli cu una si aceeasi dreapta; dependenta liniara a
trei vectori revine la aceea ca ei sunt paraleli cu unul si acelasi plan. Orice
patru vectori sunt liniar dependent;.

Exemplul 1.2.2. Determinam ce inseamna dependenta liniara a unor
vectori xy, xs, ..., din spatiul vectorial K,, unde am presupus ca z; =

(fgi)af(zi)a -‘-7§(i)> i =1,2,..., k. Atunci relatia

n )
a1 + asTo + ... + g =0
inseamna ca au loc n relatii

alfgl) + 0425?) + ...+ Ozkfgk) = O,
1 2 k
o€l + ot + .+ el =0, (1.2.2)

dependenta liniara a vectorilor x1,xs, ..., x;, revine la existenta unor con-
stante o, g, ..., a, U toate nule, astfel incat sa fie verificate relatiile (1.2.2).
Astfel, problema dependentei liniare a vectorilor x1, xs, ..., z; in cazul general
revine la problema existentei unei solutii nenule pentru un sistem omogen de
ecuatii liniare in care coeficientii sunt tocmai coordonatele corespunzatoare
ale vectorilor considerat;i.

Exemplul 1.2.3. In anumite cazuri putem si facem unele consideratii
relativ la dependenta si independenta unui sistem dat de vectori. De ex-
emplu, sd consideram in spatiul K,, urmatorii n vectori : e; = (1,0, ...,0),
es = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1). Sistemul (1.2.2) pentru acesti vectori
are forma

0411 + 0620 + ...+ osz = 0,

a10 + Oégl + ...+ osz = 0,

al() + a20 + ...+ Oékl = 0.
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El admite o solutie unica si anume a; = as = ... = a,, = 0. Astfel, vectorii
e1, €, ..., €, din spatiul K,, sunt liniar independent;i.

Exemplul 1.2.4. Dependenta liniara a vectorilor z; = z1(t),zo =
xo(t), ...,z = xx(t) din spatiul R(a,b) (sau C(a, b)) revine la existenta unei
relatii de forma

Oéll’l(t) + Oég.l'g(t) + ...+ Oék;l’k(t) = O,

unde constantele reale (complexe) oy, as, ..., ax nu sunt toate nule. De exem-
plu, functiile 2, (t) = cost , xo(t) = sin®t , x3(t) = 1 sunt liniar dependente
deoarece are loc relatia

x1(t) + x2(t) — z3(t) = 0, oricare ar fi t € (a, b).

Ardtdm ca functiile 1,¢,2,...,t* sunt liniar independente. Presupunem c&
exista o relatie
aol + agt + ... + it = 0. (1.2.3)

Derivand succesiv de k ori egalitatea (1.2.3) se obtine un sistem de k + 1
ecuatii relativ la marimile ag, aq, ..., ar, cu determinantul diferit de zero;
rezolvand acest sistem cu regula lui Cramer se obtine ap = a3 = ... = a3 = 0.
Asadar, functiile 1,¢,2, ..., t* sunt liniar independente in spatiul R(a, b).

In continuare prezentim doud proprietiti ale sistemelor de vectori, legate
de dependenta liniara.

Lema 1.2.1. Daca o parte din vectorii x1, xs, ..., ) sunt liniar depen-
denti, atunci intreg sistemul x1, s, ..., x, este liniar dependent.

Demonstratie. Presupunem ci vectorii 1, zo, ..., z; (j < k) sunt liniar
dependenti, agsadar are loc o relatie de forma

01Ty + oy + ... + ajx; =0,

unde nu toate constantele oy, as, ..., a; sunt nule. Conform teoremei 1.1.3.
si axiomei 3. are loc egalitatea

a1T1 + Qg + ... + ;4 + OZL’j+1 + ...+ Ol’k = 0,

ceea ce arata ca vectorii x1, xa, ..., ) sunt liniar dependenti, deoarece printre
constantele oy, as, ..., ;,0, ..., 0, exista cel putin una nenula. B

Lema 1.2.2. Vectorii x1, xs, ..., x) sunt liniar dependenti daca si numai
daca unul dintre ei este combinatie liniara a celorlalti.

Demonstratie. ,,= 7 Fie ca vectorii z1, x», ..., £} sunt liniar dependenti,
atunci in combinatia

121 + s + ... + apx = 0,
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nu toate constantele oy , 1 = 1,2, ...,k sunt nule. S& consideram ca a; # 0
(altfel se procedeaza la o renumerotare), atunci

(e%) (0% (673
T = (——> i) + (--) I3 4+ ...+ (——> Tk
(03] (071 (0751

adica ceea ce trebuia demonstrat.
,<= " Fie ca vectorul x; se poate scrie ca o combinatie liniara a celorlalti,
adica
T1 = Qa9 + Q3x3 + ... + QT s

ceea ce este echivalent cu
(—1)x1 + aowg + agzs + ... + apzr =0

ceea ce reprezinta tocmai faptul ca vectorii xy, xo, ..., ) sunt liniar dependenti
(Ctl =—-1 7£ 0) |

1.3 Baza, coordonate, dimensiune.

Definitie 1.3.1. Un sistem de vectori liniar independenti ey, es, ..., €, dintr-
un spatiu vectorial KC formeaza o baza a spatiului K daca pentru orice x € K
exista o reprezentare de forma

r=~E&e+E&e+ ...+ &6, (5] ceK, j=1,2, ,n) (1.3.1)

In conditiile indicate, coeficientii dezvoltirii (1.3.1) sunt unic determinati si
se numesc coordonatele vectorului x.
Intr-adevar, daca un vector x admite doud dezvoltari de forma (1.3.1)

x=E&e+E&er+ ... + &, en,

T =mn€1 +MNy€a + ... +1n,€n,

atunci scazand aceste relatii termen cu termen, se obtine egalitatea

0= (& —mer+ (Ea —nmo)ea + ... + (€, — 1) en

Conform ipotezei de independenta liniara a vectorilor eq, e, ..., €, se obtine
& =m,& =1y, ..., &, =1,. Aceste numere unic determinate &, &, ..., &, se
numesc coordonatele vectorului z relativ la baza ey, e, ..., €,.

Exemplul 1.3.1. In spatiul E; o baz# este constituitd de versorii 7, j, k
ai unui triedru ortogonal de axe(prin versorul unei drepte intelegandu-se acel
vector care da orientarea directiei respective si care are lungimea egala cu
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1). Coordonatele &;,&,,&; ale unui vector z relativ la aceastd baza sunt
proiectiile vectorului z pe axele triedrului.

Exemplul 1.3.2. In spatiul K, un exemplu de baz§ il constituie sis-
temul de vectori e; = (1,0, ...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1),pe care
l-am considerat in exemplul 1.2.3. de la ,dependenta liniara ”.

Intr-adevir, pentru orice vector z = (&4,&5,..,€,) € K, este evidenta
egalitatea

r=6,(1,0,..,0) + &(0,1,....0) + ... + £,(0,0, ..., 1),

care demonstreaza, impreuna cu liniar independenta vectorilor ey, e, ..., €,,
ca acesti vectori formeaza o baza in spatiul K,,.

In particular, numerele £, &,, ..., &, sunt coordonatele lui x relativ la baza
€1,€9,...,€En.

Exemplul 1.3.3. In spatiul R(a,b) nu existd o bazi in sensul definit
de noi.

Importanta considerarii unei baze intr-un spatiu vectorial consta in aceea
ca anumite operatii liniare din acel spatiu definite la inceput abstract, devin
operatii liniare uzuale cu numere (cu coordonatele vectorilor considerati rel-
ativ la acea bazd). Are loc urmétoarea teorema.

Teorema 1.3.1. Pentru adunarea a doi vectori din spatiul IC , co-
ordonatele lor (relativ la o bazd oarecare fixatd) se adund. La inmultirea
unui vector cu un numar, toate coordonatele vectorului se inmultesc cu acel
numar.

Demonstratie. Intr-adevir, fie

T =¢§e1+&ert+ .+ e,

T =161+ N2+ ... +1,6n.

Folosind axiomele 1-8 rezulta

r+y=x= (51 + 7]1)61 + (52 + 7]2)62 + ...+ <£n + nn)eTU

A = A e1 + Ayea + ..o+ A, e,

adica ceea ce trebuia demonstrat. B

Definitie 1.3.1°. Daca intr-un spatiu vectorial K se gasesc n vectori
liniar independenti i orice n+1 vectori ai acelui spatiu sunt liniar dependenti,
atunci numarul n se numeste dimensiunea spatiului IC; spatiul K se numeste
atunci n-dimensional.

In continuare, pentru un spatiu n-dimensional peste un corp K vom uti-
liza notatia /IC,, (R, peste corpul R , C, peste corpul C). Un spatiu in care
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se pot indica oricdt de multi vectori liniar independenti se numeste infinit
dimensional.

Teorema 1.3.2. Intr-un spatiu vectorial K de dimensiune n existi
o baza formata din n vectori; mai mult, orice sistem de n vectori liniar
independenti din K constituie o baza a acestui spatiu.

Demonstratie. Fie eq,es, ..., ¢, un sistem de n vectori liniar indepen-
denti din spatiul n-dimensional K. Daca x este un vector oarecare din /C,
atunci sistemul de n + 1 vectori x, ey, es, ..., €, este liniar dependent si prin
urmare exista o relatie de forma

QT + are; + ... + agpe, =0, (1.3.2)

unde coeficientii ag, aq, ..., o, nu sunt toti nuli. Coeficientul «aq este diferit
de zero, deoarece in caz contrar ar exista o dependenta liniara intre vectorii
€1, €g, ..., €. Asadar o # 0 si impartind relatia (1.3.2) cu ag, rezultd cd x se
exprima liniar cu ajutorul vectorilor ey, es, ..., e,. Deoarece x este un vector
oarecare al spatiului I, am aratat ca vectorii ey, es, ..., €, formeaza o baza in
acest spatiu. B

Are loc si reciproca teoremei 1.3.2.

Teorema 1.3.3. Daca in spatiul K exista o bazd, atunci dimensiunea
spatiului este egala cu numarul vectorilor din baza.

Demonstratie. Presupunem ca vectorii ey, es, ..., e, formeaza o baza
a spatiului K. Conform definitiei unei baze, vectorii ey, es, ..., €, sunt liniar
independenti in IC si deci avem n vectori liniar independenti in .

Aratam ca orice n + 1 vectori din / sunt liniar dependent;i.

Fie n + 1 vectori din K

T = 551)61 + 551)62 +...+ SS)en,

Ty = §§2)61 + €§2)€2 + ...+ 622)6717

Tpt1 = §n+1)61 + §gn+1)€2 + ...+ fgﬂrl)@n'

Scriind pe céte o coloana coordonatele fiecaruia dintre acesti vectori, se
formeaza o matrice cu n linii si n + 1 coloane

(1) (2 (n+1)

(1) 2 (n+1)
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Fie r rangul matricii A (r < n) si fix8m un minor principal al lui A. Daca
r = 0 dependenta liniara a vectorilor x1, ..., x,,.1 este imediata. Presupunem
r > 0 si fixiim 7 coloane de bazd (principale). In matricea A existi cel putin
inca o coloana care nu intra printre coloanele de baza. Conform teoremei
minorului principal, aceasta coloana este combinatie liniara a coloanelor de
baza (principale). Vectorul corespunzitor din C este deci combinatie liniara
a celorlalti vectori (dintre cei dati xi, 9, ..., T, T,e1 ). Dar in acest caz
vectorii x1, o, ..., x,+1 sunt conform lemei 1.2.2. liniar dependenti, adica
ceea ce trebuia demonstrat. B

Exemplul 1.3.4. Spatiul E;5 este tridimensional deoarece el are o baza
din trei vectori 7,7,k ; in mod corespunzitor E, este bidimensional si E;
unudimensional.

Exemplul 1.3.5. Spatiul K,, este n-dimensional deoarece el are o baza
din n vectori, anume ey, e, ..., €,.

Exemplul 1.3.6. In spatiile R(a,b) si C(a, b) existd un numdr oricat de
mare de vectori liniar independenti (exemplul 1.2.4. dependenta liniard”) si
prin urmare aceste spatii sunt infinit dimensionale (ele nu admit baze finite).

1.4 Subspatii vectoriale.

Admitem ca o colectie £ de elemente ale unui spatiu vectorial K are urma-
toarele proprietati:

a)dacizr e L,ye L, atunciz+y € L ;

b) dacid x € L gi A este un element al corpului K, atunci Az € L .

Astfel in multimea £ sunt definite operatii liniare. Aratam ca se obtine
chiar un spatiu vectorial. Pentru aceasta trebuie sa dovedim ca mul{imea
L inzestratd cu operatiile a), b) verifica axiomele 1-8. Axiomele 1,2,5-8 se
verifica deoarece ele au loc, mai general, pentru toate elementele spatiului X
. Rdmaéne sa aratam ca sunt indeplinite axiomele 3 si 4. Fie x un element
oarecare din L ; atunci Ax € L pentru orice A real. Alegem A\ = 0 ; atunci,
conform teoremei 1.1.3., 0z = 0, deci vectorul nul apartine lui £ si astfel
in L este indeplinita axioma 3. Alegem acum A = —1; deoarece conform
teoremei 1.1.4., (—1)x este elementul opus lui z, multimea £ contine odata
cu un element x si opusul acestuia. Astfel axioma 4. este si ea indeplinita,
afirmatia noastra fiind complet demonstrata.

Definitia 1.4.1. Asadar, orice submultime £ C K care verifica conditi-
ile a) gi b) este un spatiu vectorial, care se numegte subspatiu vectorial (sau
simplu subspatiu) al spatiului K.

Exemplul 1.4.1. Subspatiul format din vectorul nul al spatiului IC se
regaseste in intersectia tuturor subspatiilor spatiului AC.
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Exemplul 1.4.2. Intreg spatiul K poate fi privit ca un subspatiu al
spatiului /.

Aceste doua subspatii-vectorul nul si intreg spatiul-se numesc uneori sub-
spatii triviale, iar celelalte subspatii se numesc proprii (sau netriviale).

Exemplul 1.4.3. Fie £; si £, doua subspatii ale unui acelasi spatiu
vectorial . Multimea tuturor vectorilor € K care apartin atat lui £,
cat si lui £, formeaza un subspatiu numit intersectia subspatiilor £ si L.
Multimea tuturor vectorilor de forma y + z, unde y € L , z € Ly formeaza
un subspatiu numit suma subspatiilor £; si £, .

Exemplul 1.4.4. 1In spatiul E; toti vectorii paraleli cu un plan fixat
formeaza un subspatiu; acelasi lucru are loc pentru vectorii paraleli cu o
dreapta fixata. Daca este vorba nu de vectori ci de puncte, atunci subspatiile
spatiului E5 sunt multimi de puncte situate pe plane sau drepte trecand prin
originea coordonatelor.

Exemplul 1.4.5. 1In spatiul K, considerim multimea L a tuturor
vectorilor x = (£,,&,, ...,&, )ale cdror coordonate satisfac sistemul de ecuatii
liniare

a11T1 + a1229 + ... + ATy = O,
2171 + A% + ... + A2, T, = 0, (1.4.1)

ap1T1 + ApaZo + ... + ApnTy = 0

cu coeficientii din corpul K si cu termenii liberi egali cu 0. Un astfel de sistem
se numeste sistem liniar omogen. Un sistem liniar omogen este totdeauna

compatibil, deoarece are in mod evident solutia ,nuld” 1 =2, = ... =, =
0.
Consideram (cgl),cgl), ...,c,(ll)) si (052),032),...,07(12)> doua solutii ale sis-

temului (1.4.1) si fie numerele
c1 = cgl) + cg2), Cy = cgl) + 052), NS cfll) + cg).

Afirmam c& (cy, ca, ..., ¢n) este de asemenea solutie a sistemului (1.4.1). Intr-

adevar, inlocuind aceste numere in ecuatia i-a a sistemului, se obtine a;,¢; +
QinCo+ oo+ QinCp = i1 (cﬁ” + cﬁ”) +ai (cg” + cé”) F ot ap, (ci}) + cﬁ?) =
<aﬂc§1) + ...+ amcg)> + (aﬂc§2) + ...+ amcg)) = 0,ceea ce trebuia demon-
strat.

Aceasta solutie este numitd suma solutiilor (cgl), cgl), e c%l)> si

<c§2), c§2), e c@) . In mod analog, daca (cy, ca, ..., ¢,,) este o solutie oarecare

a sistemului (1.4.1), atunci (A\cy, Aca, ..., Ac,,) pentru orice A € K fixat, este de
asemenea solutie a sistemului (1.4.1); aceastd solutie va fi numita produsul
solutiei (1, ¢a, ..., ¢,) cu numarul A .
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Astfel, solutiile unui sistem liniar omogen cu coeficienti intr-un corp K
pot fi adunate intre ele gi pot fi inmultite cu numere din acelasi corp K
obtindndu-se tot o solutie.

Cu aceasta am probat ca multimea L este un subspatiu al spatiului K,
si deci un spatiu vectorial. El se numegte spatiul solutiilor sistemului (1.4.1).

Prezentam céteva proprietati ale subspatiilor legate de notiunile de de-
pendenta liniara, baza, coordonate, dimensiune.

Mai intéai, orice relatie liniara care leaga vectorii x,y, z, ... dintr-un sub-
spatiu L este adevarata si pentru intreg spatiul K si reciproc; in particular,
dependenta liniara a vectorilor z,v, z, ... € L are loc simultan in spatiul £ si
in spatiul . Daca de exemplu in spatiul I orice n + 1 vectori sunt liniar
dependenti, atunci aceasta afirmatie va fi cu atdt mai mult adevarata in
subspatiul £ . De aici, rezulta ca dimensiunea oricarui subspatiu £ al unui
spatiu n-dimensional /C nu dep#iseste numsérul n. In acest caz, conform teo-
remei 1.3.2., in fiecare subspatiu £ C K se poate construi o baza formata din
atatia vectori din £ cat dimensiunea subspatiului L.

Daca in spatiul K este fixata o baza eq,es, ..., e,, atunci este evident in
general ca nu se poate obtine o baza a subspatiului £ alegdnd direct o parte
din vectorii ey, es, ..., €,, pentru ca se poate intdmpla ca nici unul din acesti
vectori sa nu apartina lui L.

Proprietatea 1.4.1. Vom arata cd daca este fixata o baza f1, fa, ..., fi
intr-un subspatiu L (avand dimensiunea | < n), atunci intotdeauna se pot
gasi vectorii fiy1, ..., f, In KC astfel incat sistemul fi, fo, ..., f, s& constituie o
baza a lui K.

Demonstratie. In spatiul K existi vectori care nu se exprims liniar prin
f1, fo, ..., fi (care nu sunt combinatii liniare ale acestor vectori); intr-adevar,
daci astfel de vectori nu ar exista, atunci vectorii fi, fa, ..., fi (presupusi liniar
independenti) ar constitui o baza pentru spatiul K gi conform teoremei 1.3.3.
dimensiunea lui K ar fi egald cu [ i nu cu n. Notam prin f;;; un vector
oarecare care nu se exprima liniar prin fi, fo,..., f;. Aratam ca sistemul
f1, fos oy fi, fir1 este liniar independent.

Presupunem ca fi, fo, ..., fi, fi+1 sunt liniar dependenti: intr-adevar, daca
ar exista o relatie de forma

arfi +asfo+ .+ oufi + g fisr =0,

atunci in cazul cand a1 # 0, ar rezulta ca f; ;1 se exprima liniar prin vectorii
f1, f2, .-, fi, iar in cazul cand a4 = 0, ar rezulta ca vectorii f1, fo, ..., fi, sunt
liniar dependenti si ambele cazuri conduc la o contradictie. Asadar, sistemul
f1, fos s fi, fir1 este liniar independent. Mai departe, daca orice vector din
K se exprima liniar prin f1, fo, ..., fi, fir1, atunci sistemul fi, fo, ..., fi, fie1
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formeaza o baza in K si in acest caz [ + 1 = n, iar constructia ceruta este
incheiata. Daca [ + 1 < n, atunci exista un vector f; o care nu se exprima
liniar prin f1, fa, ..., fi, fiz1. In acest mod se continud constructia si dupd un
numar finit de pagi (n — [ pasi) se obtine o bazi a spatiului . B

Definitia 1.4.2. Vom spune ca vectorii g1, go, ..., gx din K sunt liniar
independenti peste un subspatiu L C K daca din faptul ca

agr+...+oggr € L,0; €K j=1,2..k

rezulta ca oy = g = ... = o, = 0.

Daca L este subspatiul nul, atunci liniar independenta peste L revine
la liniar independenta obisnuita.Dependenta liniara a vectorilor ¢, gs, ..., gk
peste subspatiul £ revine la existenta unei combinatii liniare a1 g1 + ... + g gx
situata in £, in care nu toti coeficientii «aq, s, ..., a sunt nuli.

Cel mai mare numar posibil de vectori din spatiul K, care sunt liniar
independenti peste subspatiul £ C K, se numeste dimensiunea lui I peste
L.

Proprietatea 1.4.2. Daca vectorii g1, 9s, ..., gr sSunt liniar independenti
peste un subspatiu £ C IC, iar fi, fs,..., fi sunt vectori liniar independenti
in subspatiul L, atunci gi, go, ..., g, f1, fo, ..., f; sunt liniar independenti in
spatiul K.

Demonstratie. Intr-adevir, dacd ar avea loc o egalitate de forma

Oélfl + O@fg + ...+ Oélfl + Blgl + ...+ Bkgk = 0,

atunci scrisd sub forma

Bigr+ ..+ B = — (anfi+aofo+ ...+ fi) € L,

ceea ce ar implica relatiile 8, = 3, = ... = 3, = 0, deoarece g1, go, ..., gr. sunt
liniar independenti peste £; mai departe, ar rezulta oy fi+as fo+...4+ay f; = 0,
deci ay = ap = ... = a; = 0, in virtutea independentei liniare a vectorilor
J1, fas s 1.

Proprietatea 1.4.3. Vectorii f;.1, fi12, ..., fn construiti in proprietatea
1.4.1. sunt liniar independenti peste subspatiul L.
Demonstratie. Intr-adevar, daca ar avea loc o egalitate de forma

a1 fim oo fio+ oo anfn = fiFaafo+ .+ oufi,

unde nu toti coeficientii oy 1, ..., o, sunt nuli, atunci vectorii fq, fo,..., f, ar fi
liniar dependenti, contrar constructiei facute. Asadar, dimensiunea spatiului
K peste £ nu este mai mica decat n — [. Pe de alta parte, ea nu poate
fi nici mai mare decat n — [, deoarece daca ar exista n — [ + 1 vectori, de
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exemplu hq, ..., h, 141, liniar independenti peste £, atunci in spatiul I ar
fi liniar independenti vectorii hq, ..., b1, f1, fo, ..., fi, al caror numar este
mai mare decat n. Asadar, dimensiunea lui I peste £ este egala cu n — [, in
cazul considerat. B

1.5 Suma directa.

Definitie 1.5.1. Se spune ca spatiul L este suma directa a subspatiilor
Ly,...,L,, daca:

a) pentru orice x € L existd o descompunere de forma x = x1 + ... + Ty,
unde 1 € Ly, ...,z € Ly, (ceea ce reprezinta si definitia sumei de subspatii
vectoriale);

b) aceastd descompunere este unica: dacd x = 1+ ...+ Ty = Y1+ ...+ Ym
sidacax; € Lj,y; € L;,7=1,2,...,m, atunci £1 = y1, T2 = Y2, ..., Tm, = Ym-

Conditia b) rezulta din urmatoarea conditie mai simpla:

b’) daca are loc o descompunere a lui 0 = z; + ... + z,, unde z; €
Li,....2m € L, atunci z; = ... = z,, = 0.

Intr-adevir, daci este indeplinitd conditia b’) si se considera descom-
punerea de la b), atunci

0= (21— 1)+ + (T — Ym) ,

si aplicand b’) se obtine x; = y1, 2 = ¥a, ..., T, = Ym. De fapt conditiile de
la punctul b) gi b’) sunt echivalente, deoarece si b’) rezultd din b) punand
r=0,r1=..=x, =0.

Proprietatea 1.5.1. Din b) rezultd ca oricare ar fi doud din subspatiile
Li,...,L,, ale lui L, ele au in comun doar elementul 0.

Demonstratie. Intr-adevir, daci am avea z € £ gi 2 € L;, atunci din
compararea descompunerilor

z2=24+0,z€ L;,0 € Ly,

2=0+20€Lj,z€ Ly,

si din conditia b), ar rezulta cad z = 0. &

Asadar, orice spatiu n-dimensional /C,, este o suméa directa a n subspatii
unidimensionale, definite de orice n vectori liniari independenti. Mai mult,
spatiul K, poate fi reprezentat in moduri distincte sub forma unei sume
directe de subspatii de dimensiuni mai mari decat 1. Fixam un subspatiu £
intr-un spatiu n-dimensional KC,,.

Proprietatea 1.5.2. Intotdeauna existd un subspatiu M C K,, a cdrui
suma directd cu L este egald cu intreg spatiul IC,,.
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Demonstratie. Folosim vectorii fi,1,..., f, construiti in proprietatea
1.4.1., care sunt liniar independenti peste subspatiul £. Fie M subspatiul for-
mat din toate combinatiile liniare ale vectorilor f; .1, ..., f,,; ardtam ca acesta
satisface conditia cerutd. Intr-adevir, deoarece vectorii fi, ..., f, constituie
o baza in K, (a se vedea proprietatea 1.4.1.), fiecare vector z € £ admite o
descompunere de forma

r=afit+..tafitanfint. o fn=y+z,

unde y =a1fi+...+ofiel, z=a 1 fii1 + ... + anfn € M.

Din conditia z = 0 rezultd a; = 0(j = 1,2, ..., n), conform independentei
liniare a vectorilor fi,..., f,. Asadar, conditiile a) si b) de la suma directa
sunt indeplinite si IC,, este suma directa a subspatiilor £ si M. B

1. In continuare se consideri subspatiile Li,...,L,,, cu dimensiunea
spatiului £ egald cu 7, (k = 1,...,m), iar in fiecare spatiu L) sunt pusi in
evidenta cate r vectori liniari independenti f,, ..., fi,, - In aceste conditii
orice vector x al sumei £ = L1 + ... + L,, poate fi exprimat liniar prin acesti
vectori, sau altfel spus are loc urmétoarea proprietate.

Proprietatea 1.5.3. Dimensiunea sumei subspatiilor L4, ..., L,, nu este
mai mare decit suma dimensiunilor lor. Daca suma L, + ...+ L,, este directa,
atunci toti vectorii fy,, ..., fr,, (k = 1,...,m) sunt liniar independenti si in
acest caz dimensiunea sumei este suma dimensiunilor.

2. In cazul general, dimensiunea sumei se determini in functie de dimen-
siunile termenilor intr-un mod mai complicat; consideram cazul dimensiunii
sumei a doua subspatii finit dimensionale P gi Q ale spatiului /.

Fie p dimensiunea lui P si ¢ dimensiunea lui Q. Notam cu L intersectia
subspatiilor P si Q si cu [ dimensiunea sa. Alegem o baza eq,es, ..., ¢ a lui
L i folosind cele spuse la proprietatea 1.4.1., completam acesti vectori prin
fi+1, fit2, -, fp Pana la o baza a spatiului P si prin vectorii g;41, git2, ---, 9q
pana la o baza a subspatiului Q. Fiecare vector al sumei P + Q este prin
definitie suma unui vector din P cu unul din Q, deci el poate fi exprimat
liniar prin vectorii ey, e, ..., €1, fir1, fir2s s fps Git1, Give, -, g Aratam ca
acesti vectori constituie o baza a subspatiului P + Q. Pentru aceasta raméne
sa probam doar independenta lor liniara. Admitem prin absurd ca ar exista
o relatie liniara de forma

arer + ... tager+ By fiin + o+ Bofp Y g + o 7,94 =0, (1.5.1)

unde nu toti coeficientii ay, ...,y, sunt nuli. Atunci numerele v, 4, ..., 7, nu
pot sa fie toate nule caci altfel vectorii ey, e, ..., €1, fit1, fite, ..., fp ar fi liniar
dependenti (ceea ce contravine faptului ci ei constituie o baza a subspatiului
P). Prin urmare, vectorul

T = Y141 T o T Y9 # 0 (1.5.2)
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este nenul (altfel ar rezulta ca vectorii g;11, giy2, ..., g sunt liniar dependenti).
Din relatia (1.5.1) deducem

—Tr =16 + ... +oqe; + ﬂl+1fl+1 + ...+ ﬂpfp S 7),

iar din (1.5.2) rezultd € Q. Prin urmare z apartine gi lui P si lui Q, deci
x € L. Dar atunci

T =101 o+ Y90 = Ater + o+ Nieg

Deoarece vectorii ey, e, ..., €, gi+1, i+2, ---, §g Sunt liniar independenti (baza
pentru Q), rezulta ca v,,; = ... = 7, = 0. Contradictia obtinuta arata
ca vectorii ey, eq,...,e;, fiy1, fixas - fps Q1415 Git2, ---5 §g sunt liniar indepen-
denti, adicd formeazd o bazd pentru P + Q. Conform teoremei 1.3.3. (de la
,baza, coordonate, dimensiune”) dimensiunea subspatiului P + Q este egala
cu numarul vectorilor unei baze, adica p 4+ q — [.

Proprietatea 1.5.4. Dimensiunea sumei a doua subspatii este egala cu
suma dimensiunilor lor din care se scade dimensiunea intersectiei.

3. Corolarul 1.5.1. Dacd intr-un spatiu n-dimensional (real) R, se
considera doud subspatii R, si R, de dimensiune p si respectiv q (p+q > n),
atunci intersectia R,N R, are dimensiunea cel putin egala cup 4+ q — n.

1.6 Acoperiri liniare.

Un mijloc important de a construii subspatii il constituie formarea acoperirii
liniare a unui sistem fixat de vectori.

Fie z,y, z, ... un sistem de vectori din spatiul vectorial IC,,.

Definitie 1.6.1. Acoperirea (sau infiguratoarea, sau anvelopa) liniard a
sistemului x, v, z, ... este prin definitie multimea tuturor combinatiilor liniare
(finite)

ar+ By + vz + ... (1.6.1)

cu coeficientii a, 3,7, ...din corpul K.

Se arata usor ca acoperirea liniara a sistemului z, , z, ... este un subspatiu
al spatiului /C,,. Acest subspatiu contine evident vectorii x, y, z, .... Pe de alta
parte, orice subspatiu continand vectorii x, ¥, z, ... contine toate combinatiile
lor liniare (1.6.1);

Definitie 1.6.2. Acoperirea liniara a vectorilor x,, z, ... este cel mai
mic subspatiu care contine acesti vectori.

Acoperirea liniard a vectorilor x,y, z, ... se noteaza prin L(z,y, z, ...).

Exemplul 1.6.1. Acoperirea liniara a vectorilor eq, e, ..., e, formeaza
un spatiu K’ care coincide cu intreg spatiul .



1.6. ACOPERIRI LINIARE. 23

Exemplul 1.6.2. Acoperirea liniard a unei perechi de vectori (necol-
iniari) din spatiul E3 consta din toti vectorii paraleli cu planul format de cei
doi vectori.

Exemplul 1.6.3. Acoperirea liniars a sistemului de functii 1,¢,¢2, ..., t*
din spatiul K(a,b) ( K fiind R sau C ) coincide cu multimea tuturor poli-
noamelor in variabila ¢ de grad cel mult k.

Acoperirea liniara a sistemului infinit de functii 1,¢,¢2, ... const din toate
polinoamele (de orice grad) in variabila ¢ cu coeficienti din corpul K.

Subliniem doua proprietati ale acoperirilor liniare.

Lema 1.6.1. Dacd vectorii @,y ,% ,... apartin acoperirii liniare a vec-
torilor x,y, z, ..., atunci acoperirea liniara E(m',y',z', ...) este continutd in
acoperirea liniard L(z,y, z, ...).

Demonstratie. Intr-adevir, din faptul ci vectorii ', v, 2, ... apartin
subspatiului £(x,y, z, ...) rezulta ca orice combinatie liniara a lor, adica toate
elementele acoperirii liniare £(x',y, 2, ...), apartin de asemenea subspatiului
L(z,y,2,..). N

Lema 1.6.2. Orice vector al sistemului x,v, ... care depinde liniar de
ceilalti vectori ai acestui sistem poate fi eliminat fara modificarea acoperirii
liniare.

Demonstratie. Intr-adevir, daci de exemplu, vectorul  depinde liniar
de vectorii ¥, z, ..., aceasta inseamnd cd vectorul x € L(y, z,...). Folosind
concluzia anterioard si lema 1.6.1. rezultad cd L(x,y,z,...) C L(y, z,...). Pe
de alta parte, este evident ca L(y, 2,...) C L(z,y, 2, ...). Rezulta atunci ca
L(y,z,...) = L(x,y, 2, ...), adica ceea ce trebuia dovedit. B

In continuare ne punem problema construirii unei baze a acoperirii liniare
si a determinarii dimensiunii acoperirii. In rezolvarea acestei probleme vom
presupune ca numarul vectorilor z,y,... care genereaza acoperirea liniara
L( x,y,...) este finit (desi unele din rezultate nu cer in mod esential aceastad
ipotezi).

Presupunem ca printre vectorii z,v, ... care genereaza acoperirea liniara
L( x,y,...) se pot gisi r vectori liniar independenti pe care ii notdm cu
X1, T9, ..., T, si prin care poate fi exprimat liniar orice vector din sistemul
TyY, e )

Proprietatea 1.6.1. In acest caz putem afirma ca vectorii x1, o, ..., T,
formeaza baza a spatiului L( .y, ...).

Demonstratie. Intr-adevir, orice vector z € £( z,v, ...) poate fi expri-
mat liniar printr-un numar finit de vectori din sistemul z, y, ... dar fiecare din
vectorii acestui sistem se exprima liniar prin =z, Zo, ..., x,, de aceea in final
vectorul z poate fi exprimat liniar direct prin vectorii =z, xs, ..., x,.

In conjunctie cu ipoteza independentei liniare a vectorilor z1, s, ..., Ty,
rezulta ca ambele conditii din definitia bazei sunt indeplinite si 1, o, ..., ,
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formeaza baza pentru L( z,y,...). B

Conform teoremei 1.3.3. (de la ,bazd, coordonate, dimensiune”) di-
mensiunea spatiului £( z,y,...) este egala cu r. Deoarece intr-un spatiu
r-dimensional nu pot exista mai mult de r vectori liniar independenti, relativ
la dimensiunea r a spatiului £( x,y,...) se pot face urmatoarele observatii.

Observatia 1.6.1. Daca numarul vectorilor generatori x, ¥, ... este mai
mare decat r atunci vectorii x, ¥, ...sunt liniari dependenti; daca numarul lor
este egal cu r, atunci ei sunt liniar independent;.

Observatia 1.6.2. Orice r 4+ 1 vectori din sistemul z,, ... sunt liniar
dependent;.

Observatia 1.6.3. Dimensiunea spatiului £( z,, ...) se poate defini ca
numarul maxim de vectori liniar independenti din sistemul x, ¥, ....

1.7 Lema substitutiei si aplicatii.

Definitie 1.7.1. Aplicatia bijectiva f : K, — K,, care asociaza fiecarui
vector z € KC,,, elementul (1, xs, ...,x,) € K, format din coordonatele sale
in baza B, se numeste sistem de coordonate pe K, definit de B.

In acest caz K,, se mai numegte si modelul aritmetic al spatiului /C,.

Lema substitutiei. Dacd B= {e,...,e,} este o bazi in I, peste K,
n
iar y = > «aue;, considerand B’= {ey, ...,e;_1,y, €11, ..., €, }, atunci:
i=1
a) B’ este o altd baza a lui K,, dacd gi numai daca «; # 0;
b) B’ fiind bazi in K,,, intre coordonatele (x}) in B’ gi coordonatele (x},)
in B (k,h =1,2,...,n), ale unui vector oarecare = € K, exista relatiile:

/ L . /
a; %)

QR

k4.

Demonstratie. Aratam ca B’ se incadreaza in definitia bazei. Pre-
supunem ca avem

Arer + o+ Aiciei1 Ay + Aipiegr + .+ Ape, = 0;

inlocuind pe y rezulta: (A + \jag)er + ... + (Nio1 + Niw—1)ei1 + Noyie; +
(Niv1 + Nair1)eirt + .. + (A + Niag)e, = 0. Avand in vedere faptul ca B
este baza in IC,, rezultd ca toti coeficientii vectorilor e, ..., e, sunt egali cu
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zero, adica
( )\1 -+ )\1'061 - O,
/\2 + )\Z’Oég = O,
Aic1 + Niai—1 = 0,
)\iOéi = O,
Ait1 + A1 =0,

(1.7.1)

sistem liniar gi omogen in A1, Ag, ..., A,.
Determinantul sistemului este

1 0 0 oy O 0
001 0 ..0 a O 0
A_|0 0 0 1 aiq 0 0
“l0 0 0 0 o O 0

RN KU
000 .0 a 0 .1

Dezvoltand A dupa linia (i), rezultd A = «;. Dupa regula lui Cramer sis-
temul (1.7.1) are solutia banald daca si numai dacid A = «; # 0, deci rezultd
conditia a).

Demonstram conditia b). Fie un vector z din /C,, pe care il reprezentam
atat in baza B cat si in baza B’, adica:

T = theh (1.7.2)
h=1
si
r=aier + ...+ T 1+ Y+ Tp €1 + .+ 26

n
Inlocuind pe y = Y aye; in ultima relatie gi tinand seama cd a; # 0 se obtine:
i=1

r = (2] +xjon)er+...+(x,_ i _1)e 1+ e+ .+ (2, +xhon )e,. (1.7.3)

Egaland relatiile (1.7.2) si (1.7.3) se obtin relatiile cerute de conditia b). B
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Teorema inlocuirii. Fie B= {ey,...,e,} o baza a spatiului IC,, si sis-
temul de vectori liniar independenti S= {y1,...,yi},y; € K, (i = 1,...,1).
Atunci:

a)l <n;

b) inlocuind [ vectori din baza B prin vectorii sistemului S, se obtine o
noua baza in IC,,.

Demonstratie. FEvident vectorii y; sunt nenuli (i = 1,...,1), deoarece
dacd am avea de exemplu y;, = 0 (1 < h <), atunci sistemul S ar fi liniar
dependent deoarece: 0y; + ... + 0yp_1 + ayp + Oypeq1 + ... + 0y, = 0, cu a # 0.

Demonstratia teoremei se face prin inductie si anume: y; = ale; + ... +
ajes + ... +ake, (y1 € K,, iar B este o bazi in K,,). Presupunem ci o} # 0
gi aplicand lema substitutiei obtinem baza B; = {y,€es,...e,}. Dacd | = 1
atunci lema este demonstrata. Daca [ > 1, atunci il descompunem pe 15
in functie de baza B; si proceddm ca mai inainte, ajungdnd la baza By =
{y1, 2, €2, ..., } s.a.am.d. pand ajungem la baza B; = {y1, 92, ..., U1, €141, ---€n} -

Daca [ > n, ar insemna ca vectorii ¥,+1, Yni2, ..., Y1 S& Se scrie ca o com-
binatie liniara de vectorii bazei B,, = {y1, %2, ..., yn}, adicd S nu ar mai fi un
sistem de vectori liniar independenti, deci [ < n. R

Ca o consecinta a teoremei inlocuirii are loc.

Teorema bazei. Numarul vectorilor din orice baza a unui spatiu vec-
torial IC,, de dimensiune finitd, este invariant.

Demonstratie. Dacid am avea B= {eq,...,e,} si B’={¢€],...,e/,} doud
baze in C,,, considerand in teorema inlocuirii drept baza pe B si pe S=B’ ar
rezulta ca m < n, iar daca am proceda invers, adica baza sa fie B’ si S=B
am obtine n < m. Din cele doua inegalitati se obtine ca m =n. B

1.8 Transformarea coordonatelor unui vector.

Fie B= {ey,e9,...,e,} i B’= {f1, fa, ..., fn} doud baze intr-un spatiu vecto-
rial n-dimensional /C,,. Orice vector x € K,, poate fi reprezentat sub forma

r = 5161 + 5262 + ...+ gnen = 771,}01 + 7]2f2 + ...+ T]nf’fl? (181)

unde numerele £;,&,,...,§, sunt coordonatele vectorului z relativ la baza
B, iar numerele 7,,1,,...,n, sunt coordonatele lui x relativ la baza B’. Ne
propunem sa calculam coordonatele vectorului x relativ la baza B’ cunoscand
coordonatele lui x relativ la baza B. Presupunem ca este data matricea P =

<p§j )> de trecere de la baza B la baza B’. Atunci vectorii bazei B se
1<i,j<n
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exprima cu ajutorul vectorilor bazei B’ prin formulele

;= afi (=12 .,n), (1.8.2)
k=1
unde ) = q(j ) este matricea inversa a matricii P.
M ) 1<ki<n

Inlocuind relatiile (1.8.2) in (1.8.1) se obtine z = Y §iej = D Mpfr =
j=1 k=1

> & (Z q,(j)fk) = > <Z q,(j)ﬁj fr, de unde in virtutea unicitatii de-
j=1 k=1 k=1 \ j=1

scompunerii vectorului x in baza B’, deducem
nk:Zq,ij)fj (k=1,2,...,n). (1.8.3)
j=1

Adica explicit rezulta sistemul de egalitati

1 2 n
n = Q§1)£1 + Q§2)£2 +o+ e,
Mo = Qé )51 + Qé )52 + ...+ qgn)fm

Nn = %(11)51 + Q7("u2)f2 + .+ qgn)fn-

Ca o consecinta a celor prezentate au loc urmatoarele rezultate.

Teorema 1.8.1.  Coordonatele unui vector x relativ la baza B’ se
exprimd liniar cu ajutorul coordonatelor lui x relativ la baza B; coeficientii
acestor expresii liniare formeazd o matrice, care este transpusa matricii de
trecere de la baza B’ la baza B (adicd transpusa inversei matricii P ).

Folosind notatia P! pentru matricea inverss si notand cu S matricea
definita prin relatiile (1.8.3), rezultd S = (P*I)t . Are loc si teorema inversa.

Teorema 1.8.2.  Fie &,,&,,...,&, coordonatele unui vector oarecare
x relativ la o bazd B= {ej, ey, ...,e,} a unui spatiu n-dimensional K, si
numerele 1,1, ...,n,, definite prin

n = sué; + 51285 + oo+ 51028,,
Ny = S21§1 + 52285 + ... + 52,8,

Ny = Sn1£1 + 5n2§2 + ..+ Snngm

unde det(sjk)Kj wen, 7 0. Atunci in spatiul K,, se poate gasi o noua baza
B’= {f1, fa, ..., fn} astfel incat numerele 1,,1s, ...,n,, s4 devind coordonatele
vectorului x relativ la baza B’.
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Demonstratie. Considerdm matricea S = (s;i) si fie matricea

()

i

1<j.k<n

P = (S")"" ale ciirei elemente le notim cu p Cu ajutorul matricii P

n .
construim o noud baza prin formulele f; = ) pz(] e,.
i=1
Afirmam ca aceasta baza este cea cautata. Intr-adevar, consideram for-
mulele de trecere (1.8.3) de la coordonatele vectorului z relativ la noua baza.
v v . . « oo _ 1\t
Dupé cum s-a vizut, aceste formule se scriu cu ajutorul matricii (P~1)". Dar

1\t
aceastd matrice coincide cu S deoarece (P_l)t = [(St)fl} = (St)lt = 8.

Asadar, numerele 7,,7,,...,n, si coordonatele vectorului = relativ la baza
B’ sunt unul si acelasi lucru, oricare ar fi . R

Observatia 1.8.1. Posibilitatea determinarii coordonatelor unui vector
x intr-o baza B’ a unui spatiu vectorial IC,,, cunoscandu-se o altd baza B
a aceluiasgi spatiu, matricea de legatura intre elementele celor doua baze si
coordonatele vectorului = in baza B (precum si posibilitatea de a alege de la
inceput drept coordonate pentru vectorul z numere ce indeplinesc anumite
conditii in raport cu coordonatele sale in baza B -cu determinarea ulterioara
a bazei B’), este folositd in diverse probleme de fizicd, astronomie, mecanica,
atunci cand utilizarea unui reper convenabil conduce la reducerea calculelor
si implicit la o forma uneori mai simpla a expresiilor care apar.



Capitolul 2

Morfisme de spatii vectoriale.

2.1 Morfisme: definitie, exemple, proprietati.

Definitia 2.1.1. Presupunem c4 fiecarui vector =’ al unui spatiu vectorial
K ii corespunde, dupd o anumita reguld w, un vector bine determinat z”
dintr-un spatiu vectorial K”. Regula w se numegte morfism (sau operator
liniar) dacd sunt indeplinite urmdatoarele relatii:

a) w(x'+vy)=w(2)+w(y) pentru orice x’,y" din K';

b) w (az') = aw (2') pentru orice 2’ € K',a € K ( K este corpul peste
care este definit spatiul vectorial ).

Daca morfismul w aplica spatiul K’ pe intreg spatiul X" (adica este apli-
catie surjectiva), atunci w este epimorfism. Daca morfismul w este aplicatie
injectiva (2’ # ' implicd w (2') # @ (¥')), atunci el se numeste monomor-
fism. Daca morfismul w stabileste o corespondenta biunivoca intre spatiile
K' si K", adica este simultan monomorfism si epimorfism, atunci w se nu-
meste izomorfism, iar spatiile ' gi " insele se numesc izomorfe (sau mai
exact K-izomorfe).

Notatia pentru morfismul intre spatiile vectoriale X' si K" va fi w : K' —
K"

Exemplul 2.1.1. Fie £ un subspatiu al unui spatiu K. Aplicatia w care
asociaza fiecarui vector x € L acelagi vector x in spatiul I, este un morfism
intre spatiile £ gi K gi anume un monomorfism (daca £ # K , acest morfism
nu este epimorfism). Acest morfism @ : £ — K se numegte scufundarea lui
L in K.

Exemplul 2.1.2. Fie £ un subspatiu al unui spatiu K si /L spatiul
cat al spatiului K prin subspatiul £ (un element = € K se numeste congruent
cu un element y € K, congruent relativ la £, daca x — y € L. Evident, in

29
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acest caz y este si el congruent cu z, deci relatia de congruenta este simetrica.
Orice = € K este congruent cu el insusi. Apoi, daca x este congruent cu y
si y este congruent cu z, atunci x este congruent cu z, deoarece r — z =
(x —y)+ (y — 2) € L. Multimea tuturor elementelor y € £ congruente cu un
element fixat = € K se numeste clasa lui z si se noteazi cu X. Intreg spatiul
IC se descompune intr-o reuniune de clase disjuncte XY, .... Colectia acestor
clase se va nota K/L). Aplicatia w care asociaza oricdrui vector x € K
clasa corespunzatoare X C KC/L, continand elementul x, este un morfism de
la IC in /L si anume un epimorfism (dacd £ #0 acest morfism @ nu este
monomorfism). Acest morfism w se numeste aplicatia canonica a lui K pe
K/L.

Presupunem ci spatiul ' este n-dimensional avand baza ¢/, ...,¢/. In

) n
spatiul K" alegem in mod arbitrar vectorii €/, ...,¢e”. Oricarui vector =/ =
n

’r n

Z i€ € K' i asociem vectorul w (z') = 2" = ) €€}, cu aceiasi coeficienti

£k =1,2,.m)
Proprletatea 2.1.1. Aplicatia w definita anterior este un morfism al
spatiului K' in spatiul K".
Demonstrajgle Presupunem pentru aceasta ca in spatiul K’ sunt fixati
doi vectori ' = Z Eper sty = Z N4l atunci
k=1 k=1
Py =) (Gt e

k=1

Conform definitiei lui w are loc @w (2') = Y &€l , w (¥) = Y. neer. Pe de
k=1 k=1

n

alta parte @ (2’ +y') = kZ (Extnw)er = kz Ske’k’ﬂLkE nyex = @ (o) +w (y)si
=1 =1 =1

astfel conditia a) din definitia morfismului este indeplinitd. In mod similar,
n n
pentru orice o € K, avem w (az’) = w (a > §ke§€> =w (Z aékeﬁg> =
k=1

k=1
n

doaggel = a Z Exel = aw (2'), deci este indeplinitd gi conditia b) din
k=1
definitia morﬁsmulul si w reprezintd astfel un morfism de la K’ la . B

Indicam in ce conditii morfismul w descris la proprietatea 2.1.1. este
epimorfism.

Proprietatea 2.1.2. Conditia necesara si suficientd pentru ca w sd fie
epimorfism este ca orice vector x” € K" sa poatd fi reprezentat sub forma
n

> &el, cu alte cuvinte, K" sa coincidd cu infigurdtoarea liniard a vectorilor

"

/"
e, ..., en.
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Demonstratie. In baza modului de definire a morﬁsmului w, pentru
n

orice vector z” = Z Eper € K, exista vectorul 2/ = Z el € K', astfel
= k=1
incat w (2') = 2", ceea ce este echivalent cu faptul cd K" = L (e, ....e"). &
Indicam conditii in care morfismul w descris la proprietatea 2.1.1. este

monomorfism.

Proprietatea 2. 1 3. Cond1§1a necesarad gi suficienta ca w sa fie monomor-

fism este ca vectorii Z Erel Z nep care difera cel putin intr-o pereche de
k=1 k=1

coordonate (adica existd k astfel incat &, # n,) sd fie vectori distincti din

spatiul K" (ceea ce este echivalent cu liniar independenta vectorilor €7, ..., el ).

Deci, morfismul w este monomorfism daca si numai daca vectorii €, ..., €/

eyl
sunt liniar independent;i.
n n
Demonstratie. Fie 2,y € K, Zf e,y =Y nge,. Morfismul
k=1 k=1
w este monomorfism dacd din faptul cd w (2') = @ (¢ )rezultd ca ' = y'.
n n

Egalitatea w (') = w (y') este echivalentd cu > el = > n,ef, adicd
k=1 k=1

n

> (& — my) e = 0. Cunoscand ca 2’ = y' deci &, = 1, rezulta ca {e], ..., el
k=1
sunt liniar independenti. Reciproc, daca {e/, ..., e} sunt hmar mdependenpl

n
atunci egalitatea (£, — ;) e} = 0 implica fk =1, (s Z Epel = Z NChs
k=1

sau altfel scris w (z') = @ (y')) pentru orice k = 1,2, ..., n. Ag,adar, =y s
deci w este monomorfism. Echivalenta este dovedita. ®

Proprietatea 2.1.4. Morfismul w descris in proprietatea 2.1.1. este
izomorfism dacd si numai dacd {€],...,e!'} sunt liniar independenti gi in-
fagurdtoarea lor liniara coincide cu intreg spatiul K.

Cu alte cuvinte, morfismul @ este izomorfism daca si numai daca vectorii
{€],...,e!'} formeaza o baza a spatiului K£”.

In continuare vom introduce notiunea de form4 liniar# sau operator liniar

si vom ardta cum poate fi studiata notiunea de morfism si proprietatile aces-
teia, cu ajutorul operatorilor liniari.

Definitia 2.1.2. O functie numerica L(x) de argument vectorial x,
definitd pe un spatiu vectorial K peste un corp K (numeric), se numegte
forma liniara daca ea indeplineste urmatoarele conditii:

a) L(x+y)=L(x)+ L(y) pentru orice z,y € K;

b) L (ax) = aL (z) pentru orice x € K si pentru orice o € K.

Cu alte cuvinte, o forma liniara L () este un morfism al spatiului vectorial
K in spatiul unidimensional K; = K .
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Din conditiile a) si b) se obtine imediat prin inductie formula
L (oqxl + ...+ Oékfl’k) = OélL (Il) + ...+ OékL (l’k) 3 (211)

adevarata pentru orice x1, ...,z € K gi pentru orice ay, ..., ap € K.
Exemplul 2.1.3. Intr-un spatiu n-dimensional K se fixeazi o bazi;
atunci fiecare vector z € K poate fi exprimat prin coordonatele &, &, ..., &,
Functia L definitd prin L(x) = &, (prima coordonata) este evident o forma
liniara de x.
Exemplul 2.1.4. O forma liniara mai generala in acelasi spatiu este
definita prin

L(z) = Y &,
k=1

cu fixarea arbitrara a coeficientilor [y, ls, ..., [,,.
Exemplul 2.1.5. In spatiul K (a,b), unde K este R sau C, un exemplu
de forma liniara il constituie functia L data prin

L(x) = x(to),

unde ¢, este un punct fixat in intervalui [a, b].
Exemplul 2.1.6. In acelasi spatiu se poate considera forma liniara de
tipul

unde [(t) este o functie continud fixata.

Formele liniare definite in spatii infinit dimensionale se numesc de obicei
functionale liniare.

Determindm forma generald a unei forme liniare f(x) intr-un spatiu vec-
torial n-dimensional /C,,. Fie eq, ..., e, 0 baza oarecare a spatiului KC,,. Notam
numarul f(e) prin definitie cu I (kK = 1,2,...,n). Atunci pentru orice

n

x =Y &er , in virtutea formulei (2.1.1), rezultd
k=1

flo)=f (Z m) = & flen) =D Iy,
k=1 k=1 k=1

adicd valorile formei liniare f(x) se exprim4 liniar prin coordonatele vectoru-
lui x cu coeficientii [y, ..., L,.

Intr-un spatiu vectorial complex C se poate considera incd un tip de forma
liniarad, numita forma de genul II (sau forma antiliniarad). Orice forma liniara
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prezentata ca in definitia 2.1.2. se numeste forma de genul I. O functie
numerica L(x) de argument z, definitd pe un spatiu vectorial complex C, se
numeste forma liniara de genul II daca ea indeplineste urmatoarele conditii:
a) L(x+vy)=L(z)+ L(y) pentru orice =,y € C;
b) L (ax) = @L (z) pentru orice « € C si pentru orice numar o = oy +ias;
numarul @ = a; — iay reprezinta aici conjugatul complex al numarului a.
Forma analogica a lui (2.1.1) in cazul unei forme de genul II este

L(oqwy + ... + agey) = gL (x1) + ... + L (z) , (2.1.2)

pentru orice x1, Zs, ..., x} din C si pentru orice numere complexe oy, g, ..., .
Un exemplu de forma liniara de genul II intr-un spatiu complex de di-
mensiune n, C, cu baza ey, ..., e, il constituie functia L definita prin

L(ZL‘) = Z lkgv
k=1

unde [y, ..., [, sunt numere complexe fixate arbitrar, iar £, ..., &, sunt coor-
donatele vectorului x relativ la baza eq, ..., e,. Aratam ca aceasta forma da
reprezentarea generald a unei forme liniare de genul II pe spatiul C,,. Fie L(x)
o forma liniard oarecare de genul II; punem l; = L(ey), ..., 1, = L(e,). Atunci

pentru orice x € C,, aplicand formula (2.1.2), rezultd L(z) = L | > §kek> =
k=1

S & L(ey) = Y &4ly, ceea ce trebuia aritat.
k=1 k=1

2.2 Operatori liniari.

O forma liniard L(x) definitd intr-un spatiu vectorial K este aga cum am
vazut, morfism de la spatiul IC la spatiul unidimensional ;.

Consideram acum un morfism A = A(z) al unui spatiu vectorial X' in
orice spatiu vectorial ) peste acelasi corp K. Vom scrie uneori pe scurt Ax
in loc de A(z). Conform definitiei 2.1.1. avem

a) A(z +y) = Az + Ay pentru orice z,y dink’;

b) A(ax) = aAzx pentru orice z € X si pentru orice o € K.

Ca si pentru forme liniare, din conditiile a),b) rezultd formula mai gener-
ala

c) A(a1zy+ ...+ agry) = ar Az + ...+ agAxy, pentru orice xq, Ta, ..., T), €
X si pentru orice ay, ao, ..., a; € K.

Morfismul 4 se mai numeste operator liniar actionind de la X' la Y
(care aplica spatiul X' in spatiul V).
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Exemplul 2.2.1. Operatorul care asociaza fiecarui vector = al spatiului
X vectorul nul din spatiul ) este in mod evident un operator liniar, numit
operatorul nul.

Exemplul 2.2.2. Fie A un operator liniar actionand de la X la Y.
Definim Bx = —Ax pentru orice x € X. Operatorul B astfel obtinut este de
asemenea un operator liniar, care aplica X in ) ; el se numeste operatorul
opus lui A.

Exemplul 2.2.3. Presupunem ca vectorilor ey, es, ..., e, ai unei baze a
spatiului X" 1i se asociaza arbitrar vectorii fi, fs, ..., f,, din spatiul ). Atunci
exista un operator liniar unic A care aplicd X in ) astfel incat Ae, = fi
(k=1,2,...,n).

Intr-adevir, dacd operatorul ciiutat A existd, atunci pentru orice vector

x = > &er € X are loc egalitatea Ax = A(kaek) = > & Aep =
k=1 k=1 k=1

n
Z & fr, care demonstreaza unicitatea operatorului A. Pe de alta parte,

pentru orice z = Z Eper € X putem pune prin definitie Az = Z & fr-

Operatorul A astfel obtlnut este evident un operator liniar care aphca X in
Vi Aep = fr (k=1,2,...,n), ceea ce trebuia aratat.

Exemplul 2.2.4. Asociind oricarui vector = dintr-un spatiu X acelasi
vector x, se obtine un operator liniar ¢ actionand de la X la X'. Acest
operator se numeste operatorul identic sau operatorul unitate al spatiului X.

2.3 Scrierea matriciala a operatorilor liniari.

Fie A un operator liniar actiondnd de la un spatiu X de dimensiune n intr-
un spatiu ) de dimensiune m. Fixam in spatiul X o baza e, e, ..., e,s1 in
spatiul ) o baza f1, fs, ..., fm. Vectorul ejeste dus prin operatorul A intr-un
anumit vector Ae; din ), care poate fi exprimat cu ajutorul bazei din ):

Aey —al)fl—i-aQ fo+.. +a1)fm

In mod analog actioneazi operatorul A pe ceilalti vectori din baza fixata
in X:

Ae;, = af)fl + a§2)f2 + ...+ ag)fm,

Aen = Clgn)fl + ag")fg + ...+ agg)fm
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Aceste formule se pot scrie pe scurt
Aej =Y "af; (j=1.2,..n). (2.3.1)
i=1

Coeficientii az(»j) (1=1,2,...,m;j =1,2,...,n)determind o matrice cu m-linii
si n-coloane sau pe scurt o m X n matrice

(1) (2) (n)

a/l a/l e al

1 2 n
A g | A
D o o

care se numegte matricea operatorului A in bazele B= {ej, e, ...,e,} si
B’= {f1, f2, .-, fm}- Coloanele acestei matrici sunt coordonatele vectorilor
Aeq, Aes, ..., Ae,, relatlv la baza fi, fa, ..., fm-

Fie acum x = Z §,ej un vector oarecare si y = Ar = Z n,; [i; explicitdm
7j=1 =1
modul in care coordonatele 7, ale vectorului y se exprima prin coordonatele

§; ale vectorului z. Avem y = inlf, =Axr=A (i fjej) = Xn: §Ae; =
Jj=1 ]

=1 j=1

=1

25(2w )= Z(ZJ%>ﬂ

Egaland coeficientii vectorului f;, rezulta

ni=Y al¢ (i=1,2,..,m). (2.3.2)
j=1
Mai explicit
m = a11 § + a12)§2 +.t agn)fm
Mo = a2 51 + ay )52 ot aén)fm (2.3.3)

M = A&y + @ &y + o+ A€,
Asadar, avand matricea operatorului A in bazele B si B’, se poate determina

rezultatul aplicarii operatorului la orice vector x = Y &,ex din spatiul X si
k=1
anume: coordonatele vectorului y = Az se exprima liniar prin coordonatele

vectorului x dupa formulele (2.3.3). Notam faptul cd matricea coeficientilor
in formulele (2.3.3) coincide cu matricea A g, gv).
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Fie acum <a(j )

; 0 m x n matrice oarecare (indicele inferior

>1<i<m;l<j<n
indicd numarul liniei si cel superior numarul coloanei). Dacd are loc = =

> &;ej, atunci putem construi vectorul y = > 7, fi dupa formulele (2.3.3).
j=1 i=1

Se poate arata usor ca operatorul A care asociaza vectorului x vectorul
y ca mai sus, este un operator liniar. Construim matricea operatorului A
in bazele fixate B si B’. Vectorul e; are coordonatele &, = 1,&, = &5 =
.. =&, = 0; in virtutea formulelor (2.3.3) coordonatele vectorului .Ae; vor fi

numerele agl), agl), .., a%) astfel incat

Ael = agl)fl + agl)fg + ...+ (lg)fm
In mod analog,
Aej = fi+a¥ fo+ .. +ad9f, (=1,2,...n).

Prin urmare, matricea operatorului .4 coincide cu matricea considerata initial

(a9) |
1<i<m;1<j<n

Astfel, orice m x n matrice este matricea unui anumit operator liniar A
actionand de la un spatiu n-dimensional X" la un spatiu m-dimensional ) cu
bazele fixate e, es,...,e, In X §i fi1, fo, ..., frn In V.

Am aratat asadar ca intre operatorii liniari care actioneaza de la spatiul
X (cu baza fixatd eq, ey, ..., e,) la spatiul ) (cu baza fixatd fi, fo, ..., fn) i
m X n matricile cu coeficienti din corpul K exista o corespondenta biunivoca
explicitatd prin formulele (2.3.1) sau formulele echivalente (2.3.2).

Se poate observa cé operatorul A poate fi determinat in mod unic, avand

matricea A = (agj )> , prin aplicarea directd a formulelor (2.3.3).
1<i<m;1<j<n

In aceste formule, coloana j a matricii A este formats din coordonatele vec-
torului Ae; (j =1,2,...,n).

Exemplul 2.3.1. Matricea operatorului nul in orice baza a lui X si
orice baza a lui ), are toate elementele egale cu zero.

Exemplul 2.3.2. Daca <a§j )) este matricea unui operator
1<i<m;1<j<n
(4)

A, atunci matricea operatorului opus este (—a; .
1<i<ms;1<j<n

Exemplul 2.3.3. Presupunem ca m > n si ca operatorul A transforma
vectorii unei baze eq,es, ..., e, a spatiului X 1in vectorii liniar independenti
f1, fo, -, fn din spatiul ). Completam vectorii fi, fa,..., f, pana la o baza
a lui Y cu vectorii fy,41,..., frm- Atunci matricea operatorului A in bazele
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€1,€2, ..., €n St f1, fo, ..., fm va avea, in mod evident, forma urmatoare

1 0 ..0
0 1 .. 0
0 0 1|,
0 0 0
00 ..0

unde in primele n linii si n coloane regasim matricea unitate de ordinul n.

Exemplul 2.3.4. In particular, matricea operatorului identic intr-o
bazd ey, e, ..., €, a unui spatiu X (ca domeniu de definitie) i in aceeasi baza
in X (ca domeniu de valori), are forma

10 .. 0
=%t -V (2.3.3)
0 0 .. 1

Matricea E se numeste n X n-matricea identitate sau matricea unitate de
ordinul n.

2.4 Operatii asupra operatorilor liniari.

Consideram aici operatiile de adunare a operatorilor, de inmultire a unui
operator cu un numar si de inmultire (compunere) a operatorilor.

Doi operatori A si B actionand de la spatiul X la spatiul ) se considera
egali si se scrie A = B daca Az = Bz, pentru orice = € X.

2.4.1. Adunarea operatorilor. Presupunem dati doi operatori liniari
A si B care aplicd spatiul X in spatiul )). Operatorul C = A+ B se defineste
prin formula

Cx = (A+ B)x = Az + Bz, pentru orice z € X. (2.4.1)

Este evident ca operatorul C aplica spatiul X in spatiul ). Aratam ca el
este un operator liniar. Fie z = ajx; + aszy, atunci C (ayxy + aszy) =
A(CM1$1 + 042182) + B (041161 + Cl/zﬂfg) = 041./4251 + CEQAIL‘Q + C)ZlBZEl + OJQB[L‘Q =
(0%} (.AfL'l + Bxl) + Qg (.A.TQ + B$2) = Olewl + OZQCIL’Q.

Operatorul liniar C definit prin relatia (2.4.1) se numeste suma operato-
rilor A si B.
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Se verifica ugor urmatoarele egalitati:

A+B=B+ A,
(A+B)+C=A+(B+C),
A+O0=0+ A=A,
A+ (-A)=0.

Aici A, B,C sunt operatori liniari oarecare, O este operatorul nul, —A este
operatorul opus lui A, adicd operatorul care asociaza oricarui vector x € X
vectorul—Az.

2.4.2. Inmultirea unui operator cu un numsir. Daci A este un
operator liniar actionand de la spatiul X" la spatiul ) si daca A este un numar
oarecare din corpul K , atunci operatorul B = A A, numit produsul opera-
torului \A cu numdarul A se definegte prin formula Bx = (AA)z = A (Az),
pentru orice z € X. Se verifica cu ugurinta ca operatorul B definit mai sus
este un operator liniar. In plus, au loc urmitoarele relatii:

A1 (A2A) = (A A2) A
1A= A,
(A1 4+ A2) A=A+ XA,
AMA+C)=XA+ XC.

(2.4.2)

(2.4.2)

Relatiile (2.4.2) si (2.4.2”) aratd cd multimea tuturor operatorilor liniari, care
actioneaza de la un spatiu vectorial X’ la un spatiu vectorial ), formeaza un
spatiu vectorial.

2.4.3. Produsul (compunerea) de operatori. Daca A este un
operator liniar de la spatiul X’ la spatiul ) si B este un operator liniar de
la spatiul ) la spatiul Z (toate spatiile fiind peste acelagi corp de scalari
K), atunci se poate defini operatorul P = B.A numit produsul (compunerea)
operatorului B cu operatorul A, ca operator de la spatiul X' la spatiul Z,
dat prin formula Px = (BA)x = B(Az) (adicid mai intii se aplicd op-
eratorul A vectorului x si apoi asupra rezultatului, ca vector din ), i se
aplicd operatorul B). Operatorul astfel construit este de asemenea liniar
deoarece: P (c1x1 + aoa) = B[A (121 + asxs)] = B(ag Az + agAxy) =
a1 BAz, + asBAxry = a1 Pry + asPxy. Se probeaza usor urmatoarele relatii:

a) A(BA) = (AB) A , pentru orice operatori A gi B cu proprietitile
indicate anterior si pentru orice A € K;

b) (A+B)C = AC + BC , pentru orice operatori A, B de la spatiul
la spatiul Z si pentru orice C : X — Y ;

c) A(B+C)= AB+ AC , pentru orice operatori B si C actionand de la
X la Y si pentru orice operator A:)Y — Z ;

d) (AB)C = A(BC) , pentru orice operator C : X — Y ,B:Y — Z |
A:Z—-W.
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Verificaim, de exemplu relatia d). Conform definitiei egalititii a doi op-
eratori, trebuie ardtat ci pentru orice vector z € X avem [A(BC)|z =
[(AB)C]x

Conform definitiei compunerii operatorilor,
A[B(Cz)], iar [(AB)C]z = (AB) (Cz) = A[B

tatea ceruta. Celelalte egalitati se demonstreaz

[A(BC)|z = A[(BC)x] =
Cx)], adica se obtine egali-

4 in mod similar.

2.5 Operatii corespunzatoare asupra matri-
cilor.

Explicitam modul cum operatiile asupra operatorilor, descrise in paragraful
precedent, se reflecta asupra matricilor acestor operatori.

2.5.1. Adunarea operatorilor. Fie A, B doi operatori definiti pe
spatiul X cu valori in spatiul ). Fieeq, ..., e, o baza alui X si fy, ..., f,, 0 baza
in ) gi presupunem ca operatorului A i se asociaza in aceste baze matricea

A= <an )> , iar operatorului B matricea B = <b5j )> ;
1<i<m;1<j<n 1<i<m;1<j<n

asadar Ae; = Zaij)fi,Bej = Zbgj)fi (j=1,2,..,n). In acest caz avem
i=1 i=1

cd (A+B)e; = Aej + Be; = ) (al(»j) + bgj)> fi, de unde rezultd cd opera-

i=1
torul A + B are in corespondentd matricea (a,gj ) 4+ bz(j )) . Aceasta
1<i<m;1<j<n

matrice se numeste suma matricilor (az(»] )> cu (b(J )> si
1<i<m;1<j<n 1<i<m;1<j<n

este definitd pentru orice doud matrici A, B avand acelasi tip (acelagi numar
de linii i acelagi numér de coloane).
2.5.2. Inmultirea unui operator cu un numar. In aceleasi conditii

(M)e; = A(Aej) = )\Zagj) fi- Asadar, operatorului AA ii corespunde
i=1

matricea <)\a§»3 )> , obtinuta prin inmultirea tuturor elementelor
1<i<m;1<j<n

matricii (agj )) cu numarul A.
1<i<m;1<j<n

Deoarece m x n-matricile si operatorii liniari actionand de la un spatiu
n-dimensional la un spatiu m-dimensional se corespund in mod biunivoc,
operatiilor cu operatori le corespund operatii corespunzatoare, cu aceeasi de-
numire si pentru matrici; rezulta ca operatiile cu matrici satisfac de asemenea
regulile (2.4.2) si (2.4.2’), fapt care se poate usor ariita si in mod direct. In
acest mod, rezulta ca multimea tuturor m x n-matricilor formeaza un spatiu
vectorial. Prin insusi constructia lui, acest spatiu se regaseste in corespon-
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denta biunivoca cu spatiul vectorial al tuturor operatorilor ce actioneaza de
la spatiul n-dimensional X la spatiul m-dimensional ).

2.4.3. Inmultirea operatorilor. Fie spatiile X', Y, Z; in spatiul X
consideram o baza ey, ..., e,, in spatiul Y baza fi, ..., f,, si in Z baza g1, ..., g,

Presupunem ca operatorul B : X — ) are m X n-matricea (b? )> ,
1<i<m;1<j<n

adicd Be; = Zbgj)fi (j=1,2,...,n), iar operatorul A : )Y — Z are ¢ X m-
i=1

. q .
matricea (a,(;) , astfel tncat Af; = > a,(;)gk (i=1,2,....,m).
k=1

>1§kSq;1Si§m

Pentru produsul P = AB avem (AB)e; = A(Be;) = A(i bgj)fi) =

SOF TR SHOR IR0 MR Sl B SWHONC)
2 b ASi =207 20 g = 30 | 2o a0 ) g
i=1 =1 k=1 k=1 \i=1
Asadar, elementele p,(j ) ale matricii P a operatorului P = AB au forma

p](gj) _ Zaéi)bl(j) (] =1,2,..,n:k=1,2, ._"q)_ (2.5.1)

=1

Am obtinut astfel rezultatul cidutat. Acest fapt poate fi exprimat astfel:
elementul matricii P situat pe linia £ si coloana j este egal cu suma produselor
tuturor elementelor liniei £ a matricii A cu elementele corespunzatoare ale
coloanei j din matricea B.

Matricea P = (p,(gj ) obtinuta din matricile (a?)
1<k<g;1<i<m

' >1§k§lﬂ1§j§n
si <bz(] )) prin formula (2.5.1) se numeste produsul primei matrici
1<i<m;1<j<n

prin cea de a doua.

Trebuie observat ca numarul coloanelor primei matrici este in mod necesar
egal cu numéarul liniilor celei de a doua (altfel produsul nu are sens). In acest
caz, matricea produs are atatea linii cate linii are prima matrice si atatea
coloane cate are a doua matrice.

Indicam o scriere mai sugestiva: produsul unei g x [-matrici A cu o m X n-
matrice B este definit daca [ = m si in acest caz produsul AB este o g X n-
matrice. Ambele produse AB si BA sunt definite daca [ = m, ¢ = n; in
acest caz AB este o n X n-matrice patratica, iar BA este o m X m-matrice
patratica. Daca n = m = p = ¢, adica A si B sunt ambele matrici patratice
de ordinul n, atunci AB si BA sunt de asemenea matrici patratice de ordinul
n. Totusi produsele pot si nu fie egale. In general, inmultirea matricilor
pitratice nu este comutativd. In ceea ce priveste regulile de asociativitate si
distributivitate, situatia este mai buna: inmultirea operatorilor satisface reg-
ulile de asociativitate si distributivitate aga cum am vazut in cazul operatiilor
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cu operatori liniari; deoarece matricile si operatorii sunt in corespondenta bi-
univoca gi produsului matricilor ii corespunde produsul operatorilor, rezulta
ca produsul de matrici este asociativ si distributiv in raport cu adunarea lor.

In exemplele care urmeazs, indicii elementelor matricilor se scriu jos,
astfel incat elementul aj; al matricii A = (aj; )se afld la intersectia liniei

j cu coloana k. Formula P = AB se scrie cu aceste notatii sub forma
pk]’ = E akibi]’ (J = 1, 2, Ny k = 1, 2, ceey q) .
i=1
Exemplul 2.5.1. Inmultim o m x n-matrice A = (a;; i<jcmicien 18

stanga cu m x m-matricea B = (b;i, ), <jk<ms 1D care toate elementele bjy
sunt egale cu 0, in afara unui singur element b,, egal cu 1. Conform regulii
generale (2.5.1) se obtine m X n-matricea

(s)

0O ... 0 0 a1l Q12 A1n
BuAd = )| 0 o1 0 || 6w g . oaw | =
0 0 'a.,.nl m2 G
0 ... 0
= (r)| asa ... asn |,
0 .. 0

astfel incat pe linia r a matricii B,,A se afla elementele liniei s a matricii A,
iar celelalte elemente ale matricii B,;A sunt egale cu 0.

Exemplul 2.5.2. Inmultim m x n-matricea A = (aj;, ) la
dreapta cu n x n-matricea Cy = (Cjk )1<jcpqcpey I CATE toate elementele
c;r sunt egale cu 0 in afara singurului element ¢y, egal cu 1. Conform regulii
generale (2.5.1) se obtine m x n-matricea

0 .0 0
a11 A1q Q1n
ACy = | ™ - @ @ ylo o1 0 | =
Qm1 Amgq Qmn 0 0 0
0 Q1q 0
o 0 24 0
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astfel incat in coloana t a matricii ACy; se afla elementele coloanei ¢ a matricii
A si toate celelalte elemente ale matricii AC,; sunt egale cu zero.
Exemplul 2.5.3. Cu notatiile anterioare avem

(t)

0O .. 0 0
B,sACu = (r) | 0 ... ag 0 ,
0 .. 0 .. 0

astfel incat prin operatia B,;ACy aplicata unei m X n-matrici, se obtine o
m X n-matrice a carei elemente sunt toate nule, cu exceptia elementului aflat
pe linia 7 si coloana t, care este egal cu as,.

Exemplul 2.5.4. Cu ce m x n-matrice D trebuie sa inmultim la stanga
o m x n-matrice A astfel incat matricea DA sa coincida cu matricea obtinuta
din A prin permutarea liniilor r gi s 7

Exemplul de la 2.5.1. arata cum se obtine matricea in care linia r este
tocmai linia s a matricii A, prin inmultire la stdnga cu m X m-matricea B,..
Dar celelalte linii sunt egale cu 0. Asadar, pentru a obtine matricea cautata,
trebuie inmultita matricea A la stdnga cu m X m-matricea

D =B, +Ba.+ » By
k#q;k#t

Exemplul 2.5.5. Cu ce n X n-matrice G trebuie inmultita la dreapta
m X n-matricea A astfel incat AG sa coincida cu matricea obtinuta din A
prin permutarea coloanelor ¢ si t ?

Rationdnd in mod similar se obtine

G - th + th + Z Okk
k#q;k#t

Exemplul 2.5.6. Cu ce m x m-matrice F' trebuie sa inmultim la stanga
o m x n-matrice A astfel incat matricea care se obtine sa coincida cu matricea
obtinuta din A in care linia r este adunata la linia s inmultita cu coeficientul
A7

Conform celor spuse la exemplul 2.5.1. raspunsul este imediat: F =
E + A\B,; (F fiind matricea unitate).

Exemplul 2.5.7. Cu ce n X n-matrice H trebuie inmultita la dreapta o
m X n-matrice A astfel incat matricea care se obtine sa coincida cu matricea
obtinuta din A in care la coloana t este adiaugata coloana ¢ inmultita cu
coeficientul p 7

Raspunsul este H = E + pCly,.
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2.6 Alte proprietati legate de inmultirea ma-
tricilor.

Inmultirea matricilor descompuse in blocuri. In anumite situatii, este
comoda descompunerea matricilor factori in blocuri si efectuarea inmultirii
pe blocuri.

Presupunem ca sunt fixate o m X n-matrice A si o n X p-matrice B, care
sunt descompuse in blocuri astfel:

All A12 Bll Bl2

A= A21 A22 ,B _ BQl BQ2

Presupunem c& in fiecare linie bloc a matricii A sunt tot atatea blocuri cate
sunt in fiecare coloana bloc a matricii B, deci latimea oricarui bloc A;;, al
matricii A coincide cu inédltimea oricarui bloc By, al matricii B. Atunci toate
produsele Aj; By au sens si sunt matrici dreptunghiulare ale caror dimensiuni
depind de indicii j si s, dar nu depind de indicele k.

Regula de inmultire a matricilor A gi B ca mai sus este urmaétoarea:
matricea AB se alcatuieste din blocuri construite din blocurile matricilor
A ¢i B tot astfel cum elementele matricii AB se alcdtuiesc din elementele
matricilor A gi B :

A B+ AwoBory. AnBia+ ...
As1 By + ... Ay Big + ...

(2.6.1)

Intr-adevir, fie ¢ numsrul liniei bloc a matricii A care contine ins#si linia k
a matricii A si fie j numarul coloanei bloc a matricii B care contine insasi
coloana ¢ a matricii B. Conform regulii generale (2.5.1) elementele matricii
P = AB au forma: pr; = ag1big + ... + Ggnbng = (ar1big + ... + agpbpy) + ... +
(agrbrg + .. + Gknbng) , unde parantezele sunt compuse in corespondentd cu
latimea blocurilor matricii A (si cu indltimea blocurilor matricii B). Vom
numerota liniile si coloanele blocurilor cu aceleasi numere ca in insasi ma-
tricea A. In prima parantezi se afl§ elementul de la intersectia liniei & cu
coloana ¢ din blocul A;;By;, in a doua, elementul situat la intersectia liniei
k cu coloana j a blocului A;»Bs; etc.; in final se obtine elementul care este
situat la intersectia liniei k cu coloana ¢ ale blocului A;1 By + ... + A;; B,
ceea ce trebuia aratat.
Inmultirea matricilor cvasidiagonale.
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Definitia 2.6.1. O matrice se numeste cvasidiagonald (sau bloc diago-
nal) daca ea are forma

An O ... O
. O Ay ... O 7
O 0 ... A

unde blocurile notate cu O sunt formate numai din elemente egale cu zero.
Presupunem ca blocul Ay este o my X ng-matrice (k = 1,2, ..., s). Consid-
eram matricea cvasidiagonala

By O ... O
B — O B22 ... O :
O O .. By

unde blocul Byeste o ny X pp-matrice (k= 1,2, ..., s). Matricile A i B pot
fi inmultite conform regulii (2.6.1) obtindndu-se drept rezultat:

AHBH O O
O O AssBSS

Astfel, in cazul considerat, matricea AB este tot o matrice cvasidiagonala in
care blocul Ay By are my linii gi pg coloane.

Produsul a doua matrici transpuse.

Definitie 2.6.2. Se numegte transpusa a matricii A, n X m-matricea

t __ /
At = (apq)1gpgn;1gqgm pentru care

Upy = Ggp (p=1,2,...,n;¢=1,2,...,m).

Fie A o m X n-matrice si B o n X p-matrice. Asadar, produsul P = AB
este bine definit i este 0 m x p-matrice. Pe de alta parte, este definit si
produsul matricilor transpuse B'A? care este o p X m-matrice. Vom arita ca
are loc formula:

B'A' = (AB)". (2.6.3)

Pentru demonstratie, notdm elementele matricilor A, B, P = AB, At, Bt, P!
respectiv prin a;j, by, pij, ai; = aji, bi; = byi, pi; = pji- Egalitatea (2.6.3), care
definegte elementele p;;. poate fi scrisa sub forma

n n n
o _ AR VA / /
ik =Dy = Y aigbje = Y diibly = Y bdl.
=1 j=1 j=1
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Insumarea se face dup4 indicele j pentru indicii 4, k fixati. Indicii fixati arats
cd pentru a forma elementul p};, in matricea B* se folosegte ca linia k, iar in
matricea A’ se foloseste linia 7. Ca rezultat al sumei produselor elementelor
corespunzatoare se obtine elementul p;,; aflat la intersectia liniei £ cu coloana
i a matricii P!. Dar prin definitia produsului de matrici, aceasta inseamna
cd matricea P' este produsul matricii B' cu matricea A’ si egalitatea (2.6.3)
este astfel stabilita.

Minorii produsului a doua matrici. Consideram m x n-matricea
A = (a;i,) si n X p-matricea B = (b)) ; construim m x p-matricea P = AB =
(pjx) - Fixam in matricea P liniile cu numerele oy < ... < ay si coloanele cu
numerele f; < ... < 5, (k < m, k < p) si ne propunem si calculam minorul
M=M gfﬁo‘: (AB) , construit pe liniile si coloanele fixate

M = Mg"$% (AB) =

aallbwl + ...+ aalnbnﬁl aallbwk + ...+ aambnﬁk
_ aa21bm1 + ...+ aagnbnﬁl aleblgk + ...+ aa2nbn/5k (264)
aaklbwl + ...+ aaknbngl aaklbmk T aaknbnﬁk

Pentru calcule se folosegte proprietatea liniara a determinantilor. Coloana
minorului M cu numarul v este suma a k coloane “elementare” cu elementele
de forma aq,:bis, (unde indicii de coloana i si v sunt fixati, iar indicele de
linie j variaza de la 1 la k). De aceea, intreg minorul M este egal cu suma
a k¥ determinanti “elementari”, constand numai din coloane “elementare”.
In fiecare din coloanele elementare, factorul bz nu se modifici in lungul
acelei coloane si el poate fi scos ca factor. Dupa aceasta operatie, fiecare din
determinantii “elementari” au urmatoarea forma:

Cla”'l aalig aalik
Qagiy  Qagip -+ Qagiy,

biy,bing, ---biv : (2.6.5)
aakil aaklz aakzk

unde 71, 79, ..., i sunt numere cuprinse intre 1 gi n. Daca printre aceste numere
unele coincid, atunci determinantul elementar corespunzator este egal cu 0.
Asa se va intampla daca n < k. De aceea, daca in matricea AB exista minori
de ordin k£ > n, atunci toti acesti minori sunt nuli.

Revenind la cazul k£ < n, se observa ca trebuie considerati acei determi-
nanti elementari pentru care toti indicii 1, is, ..., 7x sunt distincti. In acest
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caz, determinantul

aalil a’a1’i2 ao‘lik

M = 7‘[0617 SOn Aagiy Qogia -+ Qagiy,
115

aakil aam aakik

coincide pand la semn cu minorul M P ]’Z"“,unde g1 < jo < ... < jp sunt

indicii 41, 79, ..., 7 ordonati in ordinea Crescatoare Precizam acum ce semn
trebuie luat in fata minorului M;'"'7*", pentru a obtine in final dispunerea
normald (care coincide cu cea a coloanelor in insdgi matricea A). Pentru
fiecare permutare a doud coloane vecine, minorul M ;*" igi schimbd sem-
nul; pe de alta parte, numarul de inversiuni in permutarea indicilor i1, 19, ..., i,
se modifica cu o unitate. Deoarece in dispunerea finald a coloanelor, indicii
inferiori se afla in ordinea naturala, fara inversiuni, atunci numarul schim-
barilor succesive de semn este egal cu numarul inversiunilor din permutarea
indicilor 41, i3, ..., 4, (se presupune c& in fiecare permutare a indicilor, indicele
mai mic se afld tnaintea celui mai mare si prin aceasta numarul inversiunilor
se micgoreazd exact cu o unitate). Notam acest numdar prin N (7). Atunci
expresia (2.6.5) capitd forma urmatoare

(—=1)NDb, 5 iy, - Diys M (A). (2.6.6)

Pentru a obtine marimea lui M trebuie adunate toate expresiile de forma
(2.6.6). Adunam mai intai expresiile avand indicii 7, < ... < i. Factorul
comun M7 (A) poate fi separat si in parantezd se va afla marimea

Z(—l)N(i)bilﬁlbng bi,p,, care in mod evident este minorul M“: 5 (B).
In final se obtine formula

Mgk (AB) =) Mo (A) M (B). (2.6.7)
Insumarea se face aici dupi toate sistemele de indici i < ... < iy, care sunt
numere variind intre 1 si n. Numarul total al termenilor din aceasta suma
este egal cu CF = Formam rezultatul obtinut sub forma urmatoarei
teoreme.
Teorema 2.6.1. Fiecare minor de ordin k al matricii AB poate fi
exprimat cu ajutorul minorilor de acelasi ordin din matricile A si B, dupa
formula (2.6.7).

k'(n k)*

2.7 Domeniul de valori si spatiul nul.

Presupunem ca A este un operator liniar actionand de la un spatiu vectorial
X la un spatiu vectorial Y, A: X — ).
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Fie n dimensiunea spatiului X si m dimensiunea spatiului ); alegem o
baza oarecare ey, eg, ..., e, in X si fi, fa, ..., fn In V. Atunci operatorului A i
se asociaza o m X n-matrice A = (aﬁ”) yi1=1,2,....m;5 =1,2,...,n. Notam
cu T (A) domeniul valorilor operatorului 4, adicad multimea tuturor vecto-
rilor y = Az, x € X (uneori T' (A) se mai noteaza Im A si este numit imaginea
operatorului .4). Ne punem problema de a calcula dlmensmnea subspatiului

T (A) al lui Y. Punand z = Z &€k se obtine y = Ax = Z ¢ Aey. Asadar,

domeniul valorilor operatorulul A coincide cu acoperlrea hnlara a vecto-
rilor Aey, Aes, ..., Ae,. Dimensiunea acoperirii liniare £ (Aey, Aes, ..., Ae,,)
este egala cu numarul maxim de vectori liniar independenti din sistemul
Aey, Aes, ..., Ae,. Stim ca in coloanele matricii operatorului A sunt scrise co-
ordonatele vectorilor Ae; relativ la baza fi, fs, ..., fm;astfel, problema numaru-
lui maxim de vectori liniar independenti in sistemul Ae; (j = 1,2,...,n) se
reduce direct la cea a numarului maxim de coloane liniar independente ale
matricii operatorului A. Asadar, dimensiunea domeniului de valori al unui
operator A actionand de la un spatiu n-dimensional X la un spatiu m-
dimensional ), este egald cu rangul matricii operatorului liniar A in orice
baza ey, e, ..., e, a spatiului X si orice baza fi, fa, ..., frn & lui V.

Se poate observa ca alegerea bazelor din spatiile X’ si ) nu influenteaza
rezultatul (caci subspatiul 7' (.4) depinde numai de A), deci rangul matricii
operatorului A nu depinde de alegerea bazelor, ci numai de operatorul A
insusi. In cele ce urmeazi vom numi rangul matricii operatorului A (in orice
baza) rang al operatorului A insusi si il vom nota 7 4.

Notam cu N (\A) subspatiul nul al operatorului A (numit si nucleul lui A
gi care se mai noteaza cu ker . A), adica multimea tuturor vectorilor z € X
pentru care Axr = 0. Ne punem problema sa calculam dimensiunea subspati-

ului NV (A), utilizand matricea A = (agj )> al operatorului (intr-o
1<i<m;1<j<n
pereche de baze, ca mai inainte).

Fiez = > ¢,e; € N (A). Atunci sistemul (2.3.3) de la scrierea matriciald

1=
a operatorilor liniari, capata forma

aV¢; +alPe, + .+ al”)ﬁ =0,
(1 ©) oM — 0,
CL2 51 + CL2 52 + . 5 (271)

agrlz)é.l + ag)fg + ...+ am)€

Este evident ca si invers, orice vector x € X ale carui coordonate satisfac
sistemul (2.7.1) apartine subspatiului nul al operatorului A. Astfel, problema
dimensiunii lui N (\A) este echivalentd cu cea a dimensiunii subspatiului de
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solutii ale sistemului (2.7.1).Dimensiunea n4 a acestui subspatiu este egald
cu numarul n — r, unde r este rangul matricii coeficientilor sistemului, sau
ceea ce este acelasi lucru, rangul operatorului A; astfel, ng =n — 4.

In acest mod, am ar#tat ci dimensiunea subspatiului nul al unui operator
A este egald cu diferenta intre dimensiunea spatiului X' (pe care este definit
operatorul A) si rangul operatorului A, adica

dimN (A) =dim X —dim 7T (A).

In particular, dacd morfismul A : X — ) este un epimorfism, atunci 7' (A) =
Y sirgy = m. Dacd morfismul A : X — ) este monomorfism, atunci
N (A) = 0 si in acest caz, r4 = n. Sunt adevirate gi afirmatiile inverse.
Anume, daca rangul matricii A este egal cu numarul m al liniilor sale, atunci
dimensiunea 7' (\A) coincide cu dimensiunea lui Y si cum 7' (A) C Y, rezultd
ca T(A) = Y. Asadar, morfismul A este epimorfism daca si numai dacd
r4 = m. Daca rangul matricii A este egal cu numarul n al coloanelor ei,
atunci vectorii Aeq, Aes, ..., Ae, sunt liniar independenti si deci operatorul
A este monomorfism. De aceea, morfismul A este monomorfism daca si nu-
mai daca ry = n.

Are loc urmétoarea proprietate reciproca.

Teorema 2.7.1. Fie X un spatiu n-dimensional si ) un spatiu oarecare.
Oricare ar fi subspatiile R C X si T C Y avand suma dimensiunilor egald cu
n, exista un operator liniar A : X — ) astfel incat N (A) =R, T (A) =T.

Demonstratie.  Notam dimensiunile lui R si 7 respectiv prin k si
m = n—k. In subspatiul 7 alegem m vectori liniar independenti f1, fa, ..., fin.
Alegem de asemenea o baza oarecare ey, es, ..., e, in spatiul X astfel incat
primii k& vectori ai bazei sa fie situati in subspatiul R.

Definim operatorul A prin conditiile

{ Ae; =0 (i=1,2,...k) (2.7.2)

Aek—l—j = fj (j = 1,2, ,m) .

Aratam ca operatorul A satisface conditiile cerute in enunt.

Mai intai, este ugor de observat ca T (A) este acoperirea liniard a vecto-
rilor f; (j =1,2,...,m) si coincide deci cu subspatiul 7. Apoi, orice vector
al subspatiului R apartine evident lui N (A). Rdmane si ardtdm ca orice
vector din N (A) apartine lui R.

Admitem pentru aceasta cd pentru x = Y €,¢; am avea Ax = 0. Folosind
i=1
conditiile (2.7.2) rezulta

0= Ar = A(&er + o+ &uen) = & fi + o+ Eufn
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Deoarece vectorii fi, fs, ..., f;, sunt liniar independenti, rezulta atunci ca
§py1 = - = &, = 0. Dar atunci o = {1 + ... + §ep, deci z € R, ceea
ce trebuia dovedit. B

Are loc urmaétoarea proprietate.

Teorema 2.7.2. Rangul produsului AB a doua matrici A si B nu
depdseste rangul fiecaruia dintre factori.

Demonstratie. Se subintelege cd am presupus ca numarul coloanelor
matricii A coincide cu numarul liniilor matricii B (altfel nu ar avea sens
produsul AB). Presupunem cd A este o m X n-matrice, iar B este o n X
p-matrice. Fie spatiile vectoriale X', ), Z de dimensiune respectiv n,m, p.
In spatiul X considerim o bazi ei, es, ..., €,, in spatiul Y baza fi, fo, ..., fm
si in Z baza g1, 92, ..., Gp- In aceste conditii, matricea A poate fi puss in
corespondentd cu un operator liniar A : X — ), iar matricea B cu un
operator liniar B : Z — X. Produsului AB al matricilor A, B ii corespunde
operatorul liniar AB : Z — )). Domeniul de valori al operatorului AB este
conform insasi definitiei lui, continut in domeniul de valori al operatorului
A. Deoarece dimensiunea domeniului de valori al unui operator este egal cu
rangul matricii corespunzatoare, rezulta ca rangul produsului a doua matrici
nu depageste rangul primului factor. Pentru a demonstra ca el nu depaseste
nici rangul celui de al doilea factor, aplicam operatia de transpunere; obtinem

rang (AB) = rang (AB)" = rangB'A' < rangB' = rangB,

ceea ce trebuia demonstrat. H
Rangul produsului a doua matrici poate fi mai mic decat rangul fiecaruia

dintre factori. De exemplu, matricile A = ( é 8 ) , B = ( 8 é ) au ran-
0

00
teorema prezinta interes, deoarece ea da o evaluare a rangului produsului a
doud matrici in sens opus (minorate gi nu majorate).

Teorema 2.7.3. Fie A o m x n-matrice de rang 74 si B o n X p-
matrice de rang rg. Atunci rangul m x p-matricii AB este cel putin egal cu
ra+rg—mn,adicarsg >14+78—N.

Demonstratie. Aratam mai intai ca orice operator A : X — ) de
rang r transforma orice subspatiu k-dimensional X’ C X intr-un subspatiu
Y' C Y a carui dimensiune nu este mai micd decat r — (n — k). Alegem
o baza ey, es,...,e, in X astfel incat primii k£ vectori ai bazei sa fie situati
in subspatiul X’. Coordonatele vectorilor Aey, Aes, ..., Ae, care genereaza
subspatiul )’ ocupd in matricea A primele k& coloane. Conform ipotezei, in
matricea A existd r coloane liniar independente. Imp#rtim aceste coloane in

gul egal cu 1, iar produsul lor AB = > are rangul zero. Urmatoarea
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doua grupe: in prima grupa consideram coloanele care au numere de ordine
de la 1 la k, iar in cea de a doua, coloanele care au numerele de ordine de
la £k + 1 la n. Coloanele din grupa secunda sunt cel mult n — k; asadar
prima grupa cuprinde cel putin » — (n — k) coloane. Astfel, subspatiul )’
are cel putin r — (n — k) vectori liniari independenti, ceea ce s-a afirmat.
Fie acum A : X — Y si B : Z — X operatori liniari corespunzand ma-
tricilor considerate. Evaluarea rangului matricii operatorului AB conform
“domeniului de valori si subspatiul nul (nucleul) al unui operator liniar” este
de fapt o evaluare a dimensiunii domeniului de valori al acestui operator.
Operatorul B transforma intreg spatiul Z in subspatiul 7' (B) C X avand
dimensiunea rgz. Conform celor aratate anterior, operatorul A transforma
subspatiul 7" (B) intr-un subspatiu a cdrui dimensiune nu este mai mica decat
rq— (n—rp) =14+ 1rg —n. Asadar, dimensiunea domeniului de valori al
operatorului AB si in acelasi timp rangul matricii AB are marimea nu mai
mica decat r4 + rg — n, ceea ce trebuia demonstrat. B

Corolar 2.7.1. Daca una din matricile A si B, unde A este o m X n-
matrice, iar B este o n X p-matrice, are rangul n, atunci rangul produsului
este egal cu rangul celeilalte matrici.

Demonstratie. Conform teoremei 2.7.2. are loc

rang (AB) < rang (A) (=ra)

si
rang (AB) < rang (B) (=rg).

Conform teoremei 2.7.3. este adevarata inegalitatea
rang (AB) > ry+rp —n.

Consideram cd rang (B) = n (=rp). Din ultima inegalitate rezulta ca
rang (AB) > ra , dar la inceputul demonstratiei am aratat ca rang (AB) <
ra, deci rang (AB) = ry, adicd ceea ce trebuia demonstrat. B

Fie A : X — ) un operator liniar intre spatiile vectoriale X gi ). Un
operator liniar B : ) — X care transforma ) in X se numeste invers la
stanga al lui A daca BA = &, adica BA coincide cu operatorul identic al
spatiului X'. In acest caz se mai spune c& operatorul A este invers la dreapta
al lui B. In ce caz operatorul A are invers la stanga ( B are invers la dreapta)
? Teorema care urmeaza da un raspuns acestei intrebari.

Teorema 2.7.4. Operatorul A : X — ) are invers la stanga daca
si numai daca A este monomorfism. Operatorul B : Y — X are invers la
dreapta daca si numai daca B este epimorfism.

Demonstratie. Presupunem cd A este monomorfism si ca 7' (A) C Y,
este domeniul sdu de valori. Pentru orice element y € T (A) existd = €
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X astfel incat Az = y, iar acest x este unic determinat (deoarece A este
monomorfism). Fie @ C ) un subspatiu a cdrui sumé directd cu 7' (.A)
este egala cu intreg spatiul ). Definim operatorul B : ) — X dupa regula
urmatoare: pentru y € T (A), elementul By este egal cu acel unic x astfel
incat Ar = y; pentru y € Q punem By = 0; pentru y = 1; + 32, unde
y1 € T(A), yo € Q punem By = By;. Dupd cum se verificd imediat,
operatorul B este liniar si pentru orice x € X avem BAxr = z, deci B este
invers la stanga pentru A. Dacd A nu este monomorfism, atunci exista un
vector x € X, diferit de zero, astfel incat Ax = 0. Atunci pentru orice
B:Y — X avem (BA)z = B(Ax) = B(0) = 0, deci nu exista invers la
stanga pentru operatorul A.

Presupunem cid B : Y — X este un epimorfism si ¢ N (B) C ) este
nucleul (spatiul nul) al operatorului B, iar Q@ C ) este un spatiu a carui
suma directd cu NV (B) este egald cu intreg spatiul )). Deoarece X = B (Y) =
B(N(B)+ Q) = B(Q), atunci aplicatia B : Q — X este de asemenea
epimorfism si chiar izomorfism, deoarece nici un element y € Q diferit de zero
nu este aplicat in zero prin operatorul 5. Definim operatorul A : X — )
prin urmatoarea reguld: pentru orice x € X vectorul Az este acel vector
unic y € Q pentru care By = z. Operatorul A este liniar si pentru orice
x € X avem BAr = x, deoarece A este inversul la dreapta pentru B. Daca
B : Y — X nu este epimorfism, atunci pentru vectorul x € X care nu apartine
lui 7' (B) si pentru orice operator A : X — ) avem BAx # x, astfel incat B
nu admite invers la dreapta. Teorema este astfel complet demonstrata. B

Stim ca rezultatul inmultirii unei n X m-matrici P cu o m X n-matrice A
este o matrice patratica de ordin n , S = PA.

Daca S este matricea unitate de ordin n, atunci P se numeste inversa la
stanga pentru matricea A. In mod analog, inmultind o m X n-matrice A cu o
n X m-matrice () se obtine o matrice patratica de ordin m , T'= AQ si daca
T este matricea unitate de ordin m, atunci () se numeste inversa la dreapta
pentru matricea A.

Folosind rezultatele anterioare se poate reformula teorema 2.7.4. in ter-
meni de rang ai matricilor.

Teorema 2.7.5. O m x n-matrice A are inversa la stanga dacd si numai
daca rangul ei este egal cu n; matricea A are inversa la dreapta daca si numai
daca rangul ei este egal cu m.

2.8 Proprietati ale spatiilor izomorfe.

Teorema 2.8.1. Orice doud spatii n-dimensionale K' si K" (peste corpul
K) sunt K-izomorfe.
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Demonstratie. Fie €}, ¢, ...,/ o bazid a spatiului X' si €], e],....e" o
baza a spatiului £”. Cu ajutorul acestor sisteme de vectori se poate construi
morfismul aga dupa cum a fost prezentat in cadrul “morfismelor de spatii
vectoriale, proprietatea 2.1.1.”. Conform aceleiasi trimiteri, dar proprietatea
2.1.4. acest morfism este un izomorfism, ceea ce trebuia aratat. B

Corolar 2.8.1. Orice spatiu vectorial n-dimensional peste un corp K
este K-izomorf cu spatiul K,, (definit la spatii vectoriale).

Ca un caz particular, orice spatiu complex n-dimensional este C-izomorf
cu spatiul C,, si orice spatiu real n-dimensional este R-izomorf cu spatiul R,,.

Alte proprietati ale monomorfismelor si epimorfismelor.

Proprietatea 2.8.1. Fie w : K' — K" un morfism de spatii vectoriale.
Consideram multimea tuturor vectorilor w (z') € K” cand 2’ parcurge intreg
spatiul K'. Aceastd multime constituie evident un subspatiu £” C K", numit
domeniul de valori al morfismului w (sau imaginea lui w §i este notat uneori
Im w). Este clar cd aplicatia w : K' — L” este epimorfism si cd dacd
morfismul w : K' — K" este monomorfism, atunci morfismul @ : K' — L"
este un izomorfism.

Proprietatea 2.8.2. Fie w : K' — K” un morfism fixat. Consideram
multimea £ a tuturor vectorilor 2’ € K’ pentru care w (2’) = 0. Multimea
L' este evident subspatiu al spatiului X', numit nucleul (sau spatiul nul) al
morfismului w .Construim spatiul cat X'/L'. Toate elementele 2’ care sunt
in aceeasi clasa X’ € K'/L' sunt duse prin morfismul w intr-unul si acelasi
element al spatiului X”; intr-adevar, pentru doua astfel de elemente z’ si
avem ' —y' = 2/ € L', de unde

Asociem oricarei clase X’ € K'/L elementul 2" = w (2’) € K" , unde 2’ € X’
este orice element fixat; am vazut mai inainte c& z” este definit in mod bine
determinat. Notdm z” = Q (X’). Aplicatia ) este un morfism de la spatiul
K'/L"in K"; el este monomorfism deoarece din faptul ca X' # Y’ x € X' ¢/ €
Y’ rezulta

QX)-QY)=w (@) -@ (@) == —y)#0.

Astfel, orice morfism w : K' — K" genereazd un monomorfism Q2 : K'/L" —
K". Daca morfismul w ar fi epimorfism, atunci monomorfismul 2 ar fi epi-
morfism, deci un epimorfism w : £ — K” d&i nastere unui izomorfism ) :

K/ — K.
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2.9 Endomorfisme ale spatiului £,.

Consideram un operator liniar4A : X — X care transforma spatiul X in el
insusi (punand in definitia generald a operatorului liniar ) = X’). Vom spune
atunci ca A este operator al lui X' (operator actionand in X sau, echivalent,
endomorfism al lui X).

Definitie 2.9.1. Fie X un spatiu vectorial peste cAimpul K. Endomor-
fismul A: X — X se numeste:

1) automorfism daca este bijectiv;

2) proiectie daca A? = A;

3) involutie sau structurd produs dacd A*? = Z, unde 7 este trans-
formarea identitate;

4) structurd complexa daca A*> = —Z;
5) endomorfism nilpotent de indice p daci A = O, unde p =
2,3, ..., iar O este transformarea zero. Un endomorfism nilpotent de indice

2 si de rang maxim posibil se mai numeste structura tangenta.

Presupunem c& operatorul A actioneaza in spatiul n-dimensional X' =
KCr. Alegem in spatiul X o baza ey, e, ..., e, si aceeasi baza este folosita si
in domeniul de valori al lui A, pentru a construi matricea operatorului A.
Matricea A a operatorului A se construieste prin formulele

Ae;j =Y alle;, (29.1)
=1

astfel incat coeficientii agj ) formeazd de aceastd dati o matrice patratica de

ordin n; aceasta se numeste matricea operatorului A in baza ey, e, ..., e, pe

care o vom simboliza prin B= {ej, ey, ..., €, } .Vom nota uneori aceastd ma-

trice prin A (B). Formulele corespunzitoare pentru coordonatele vectorului

n n

y=Az,y =) ne5,x =) &;e;, au forma
Jj=1 Jj=1

n=Y al¢;. (2.9.2)
j=1

Fixand baza B= {ej,ey,...,e,} se obtine o corespondenta biunivoca intre
toti operatorii liniari actionand in spatiul /C,, si toate matricile patratice de
ordin n avand elementele din corpul K.

Exemplul 2.9.1. Operatorul care asociaza oricarui vector din spatiul
X vectorul nul, este evident liniar. El se numeste operatorul nul. Matricea
operatorului nul in orice baza este matricea nula.
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Exemplul 2.9.2. Operatorul identic £, care asociaza oricarui vector
x € X acelagi vector x. Matricea operatorului identic are forma

1 0 0 0
0 1 0 0
E=10 1 0
0 0 O 1

Aceasta matrice se numeste matricea unitate.

Exemplul 2.9.3. Operatorul A care transforma orice vector z in Az,
unde A este un numar fixat din corpul K, este liniar; el se numeste operatorul
de asemanare (cu coeficientul A). In mod similar cu exemplul precedent,
operatorul de asemanare in orice baza are matricea de forma:

A0 .0
0 A ... 0
0 0 ... A

Exemplul 2.9.4. In planul euclidian Es vectorii pot fi determinati
prin coordonatele polare, z = {¢, p} .Operatorul A care transforma vectorul
r = {p,p}tin Ax = {©+ ¢y, p} cu ¢, unghi fixat, este un operator liniar
(ceea ce se probeaza imediat). Acest operator se numegte operator de rotatie
cu unghiul ¢,.Pentru construirea matricii operatorului de rotatie alegem in
planul E; o baza formata din doi vectori unitari perpendiculari eq, e5. Dupa
rotatia cu unghiul ¢, vectorul e; trece in vectorul (cosp,)e; + (sin ) ea,
iar vectorul e; in vectorul (—sin ;) e; + (cos ¢,) e2. Asadar, matricea oper-
atorului de rotatie in oricare din bazele indicate anterior are forma

coS @y —sin
sinp, cos ¢, '
Exemplul 2.9.5. Fieeq, €2, ..., €n O baza oarecare in spal;iul n-dimensional

IC,. Asociem vectorului x = Z ek, vectorul Pz = Z £xex, unde m < n.
k=1 k=1
Operatorul P este liniar; el se numeste operatorul de proiectie pe subspatiul

K., generat de vectorii ey, s, ..., €,,. Pentru construirea matricii operatorului
de proiectie, observam ca sub actiunea acestui operator vectorii ey, e, ..., €,,
trec in ei ingisi, iar vectorii €,,.1, ..., €, In zero. De aceea, matricea opera-
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torului de proiectie in baza ey, es, ..., €, are forma

1 0 .. 0 0 ..0
0o 1 .. 0 0 ..0
0 0 1 0 0
0O 0 .. 00 0
0O 0 .. 0 0 ..0

Exemplul 2.9.6. Fie eq,e,,...,e, 0 baza a spatiului n-dimensional
KC,, si fie n numere fixate Aq, As, ..., \,,. Definim operatorul A pentru vectorii
bazei astfel: Ae; = A\eg, Aes = Ages, ..., Ae, = A€, si pentru orice alt

n n
vector © = > £,e. este natural s& definim prin liniaritate Az = > A&, e

k=1 k=1
Operatorul obtinut se numeste operator diagonal relativ la baza ey, es, ..., €,

sau operator diagonalizabil. Matricea unui operator diagonal relativ la baza
€1, €, ..., €, are in aceasta baza urmatoarea forma:

A0 .00
0 X ... 0
0 0 ... A\

Elementele nenule se pot afla in aceasta matrice numai pe diagonala prin-
cipald. Aceastd matrice se numegte diagonald (de unde si denumirea oper-
atorului). Se poate observa cu usurintad ci este posibil ca intr-o altd baza
f1, f2, .-, fn, matricea unui operator diagonal relativ la baza ey, es,..., e, sa
nu mai fie diagonala.

Operatorii liniari actiondnd in spatiul X pot fi adunati, inmultiti cu
numere, dupa regulile generale prezentate la operatii cu operatori liniari,
obtindndu-se noi operatori actionand in X

Egalitatile (2.4.2.-2") de la operatii asupra operatorilor liniari, aratd ca
relativ la operatiile de adunare si inmultire cu numere, multimea tuturor
operatorilor actiondnd in spatiul X este ea insasi un spatiu vectorial peste
corpul K . In plus, pentru operatorii actionand in spatiul X produsul (com-
punerea) este totdeauna definit, obtinAndu-se ca rezultat un nou operator
actionand in X. In particular, daci B este un operator oarecare in X ,
atunci

(BE)x =B (Ex) =& (Br),
astfel incat BE = EB = B.
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Definim puterile unui operator dat A : X — X dupa regulile

Al = A,
A% = AA,
AP = 2 A = (AA) A= A(AA) = AA2,

Am = A A = AN

Are loc formula
A" = A" A" (myn=1,2,...), (2.9.3)

care se demonstreaza prin inductie. Punem, de asemenea, prin definitie A" =
& (operatorul identic).

Fixam in spatiul X baza ey, es, ..., €,. Atunci, oricarui operator liniar A
actionand in spatiul X 1ii corespunde o matrice in aceasta baza. Conform
“operatiilor corespunzatoare asupra matricilor”, odata cu operatorii, matri-
cile corespunzatoare se aduna, se inmultesc cu numere, se ridica la putere.
In acest caz, se poate determina usor dimensiunea spatiului liniar al tuturor
matricilor de ordin n. Anume, matricile £, avand un singur element nenul
egal cu 1, situat pe linia j si coloana k, sunt liniar independente; pe de alta
parte, fiecare matrice de ordin n este combinatie liniara a matricilor Ej;, in-
dicate. Asadar, matricile E;;; constituie o baza in spatiul tuturor matricilor
patratice de ordin n. Deoarece numérul matricilor Ejj, este egal cu n?, rezulta
ca dimensiunea spatiului vectorial al tuturor matricilor de ordin n este egala
cu n%. Aceeasi dimensiune n? o are evident si spatiul tuturor operatorilor
liniari actionand in spatiul /C,,.

Exemplul 2.9.7. Inmultirea cu numsrul complex @ = a + if3 este o
transformare liniard C — C, z — zw a planului complex (z = = + iy), care
poate fi scrisa cu ajutorul unei matrici reale de ordinul doi. Din formulele
de inmultire (o +i0) (x + iy) = (ax — By) + i (fr + ay) rezultd cd in baza
{1,i}, matricea corespunzitoare are forma

(5 2)

Astfel, numerele complexe w = «a + i3 corespund biunivoc cu matricile reale
w de ordin doi; se observa cu usurinta ca sumei si produsului de numere le
corespund suma si produsul matricilor corespunzatoare. Se spune ca matricile
reale @ constituie o reprezentare a corpului numerelor complexe.
Exemplul 2.9.8. Notam cu By (k > 0) operatorul de “deplasare cu
k pasi”; prin definitie, el transforma fiecare vector din baza, de exemplu
vectorul e, in vectorul e, ; din bazd (daci m — k > 0) si in vectorul nul
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(dacid m — k < 0). Evident, By = &, BB, = By,; in particular, BY = By.
Matricea operatorului B; are forma

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 O 1
0 0 O 0

In cazul operatorului B; matricea sa are forma (k < n)

0 1 0 0
0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

a) Determinantul produsului a doud matrici. Fie A = (a;;) s
B = (bj;) doud n x n-matrici oarecare si C' = AB produsul lor. In virtutea
teoremei 2.6.1. din cadrul “alte proprietati legate de inmultirea matricilor”

obtinem
det AB = (det A) (det B).

Am demonstrat astfel urmatorul rezultat.

Teorema 2.9.1. Determinantul produsului a doud n X n-matrici este
egal cu produsul determinantilor acestor matrici.

Observatia 2.9.1. Exista gsi demonstratii directe ale acestei teoreme
(care nu se bazeaza pe teorema 2.6.1. de la “alte proprietiti legate de in-
multirea matricilor”). Iatd una din aceste demonstratii. Consideram deter-
minantul cvasitriunghiular de ordin 2n

bll bln (—1) 0 .. 0
byy ... by, O (-=1) ... 0
I R R S (=1)
D= 0 ... 0 a11 a12 oo Q1 ’
0 0 axn ax Q2




58 CAPITOLUL 2. MORFISME DE SPATII VECTORIALE.

care are valoarea egala cu produsul determinantilor matricilor

a;y ... Qin bll bln
A=\ ... .. . csi B =
Api - Gy, b1 ... bun

Dar se poate obtine valoarea determinantului D si pe o alta cale. Folosind
numerele —1 situate in primele n linii si ultimele n coloane ale determinan-
tului D se pot anula toate elementele situate in ultimele n linii si ultimele
n coloane ale determinantului D. Pentru aceasta, este suficient sa adunam
la linia n 4+ 1 a determinantului D, prima linie inmultita cu a1;, a doua in-
multita cu aq2, s.a.m.d. si linia n inmultita cu ay,,; apoi adunam la linia n+ 2
a determinantului D prima linie inmultita cu as;, a doua inmultita cu asgs
etc.; in final adunam la linia de ordin 2n prima linie inmultita cu a,;, a doua
inmultita cu a,2, s.a.m.d. linia n inmultita cu a,,. Ca rezultat se obtine

b11 v bin -1 0 .. 0
bo1 e bop 0O -1 .. 0
o bllall + ...+ bnlaln blnall —+ ...+ bnnaln 0 0 .. 0
b11a21 + ...+ bnlagn blna21 + ...+ bnnCZQn 0 0 .. 0
bllanl + ...+ bnlarm blnanl “+ ...+ bmam 0 0 .. 0

si dezvoltand determinantul D dupa ultimele n linii, rezulta

-1 0 ... 0
D = (=1l 0 -1 0
o 0 .. -1
bllall + ...+ bnlaln blnall + ...+ bnnaln
bllanl + ...+ bnlam blnanl + ...+ b,mann
a11b11 + ...+ alnbnl anbln + ...+ alnbnn
= e PP PP PP = det (AB)
anlbll + ...+ annbnl anlbln + ...+ annbm

Comparand acest rezultat cu cel obtinut la inceput, rezulta tocmai relatia
ceruta. In particular, observam ca daca inmultim douad matrici patratice
nesingulare A si B (adicd det A # 0,det B # 0), atunci matricea AB este
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nesingulard. Dacd una din matrici, de exemplu A, este singulara (det A = 0),
atunci det AB = 0.

b) Operatorul invers.

Un operator B actionédnd in spatiul X se numeste invers la stanga al
unui operator A actionand in acelasi spatiu X daca BA = £. In acest caz,
operatorul A se numeste invers la dreapta pentru operatorul 5.

1) Este posibil ca operatorul A s aibd mai multi inversi la stanga si nici
un invers la dreapta, sau invers, mai multi inversi la dreapta si nici unul la
stanga. Sa presupunem ca operatorul A admite un invers la stanga P si un
invers la dreapta Q; atunci are loc egalitatea

P=PE=P(AQ) = (PA)Q=E£Q=20Q. (2.9.4)

Fixam Q; vedem ca orice operator invers la stanga P coincide cu Q si
in acest mod, P este unic determinat. In mod similar, in cazul considerat,
operatorul invers la dreapta O este de asemenea unic determinat. Acest
operator P = Q unic determinat ca operator simultan invers la stanga si la
dreapta al operatorului A, se numeste operator invers al operatorului A si se
noteazs prin A~!. Un operator A care admite invers, se numeste inversabil.

2) Consideram cazul unui operator A actionand in spatiul n-dimensional
K. Fie A matricea operatorului A intr-o anumita baza fixata ey, es, ..., €,.
Este posibil una din urmatoarele doua situatii: sau det A # 0 sau det A = 0.
In primul caz, rangul matricii A este egal cu n si conform teoremei 2.7.5. din
“Domeniul de valori i spatiul nul (nucleul) al unui operator liniar”, matricea
A admite inverss si la stanga si la dreapta. In mod corespunzitor, operatorul
A admite invers la stdnga si la dreapta. Conform punctului 1), operatorul
A este inversabil.

Daca det A = 0, atunci aplicind din nou teorema 2.7.5., matricea A nu
admite nici inversa la stdnga si nici inversa la dreapta; deci operatorul A
corespunzator, actionand in K, nu admite nici invers la stanga si nici invers
la dreapta.

c) Matricea operatorului invers.

Fie A un operator inversabil intr-un spatiu n-dimensional X si B = A~}
operatorul invers al lui A. Alegem o baza ey, e, ...,e, in X gi notdm prin
<a§-J )> si (bgj )) matricile operatorilor A si B. Ciutdm expresia elementelor
bl@ cu ajutorul elementelor al(j). Fixam numarul ¢ si scriind succesiv ele-
mentele liniei ¢ din matricea E = AB, prin utilizarea formulelor (2.6.5) de la
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“operatii corespunzatoare asupra matricilor”, rezulta

[ Mal) + .+ 0Mal) =0,

7

Necunoscutele bgl), bz(?), s bg") se determina din acest sistem de ecuatii liniare
aplicand regula lui Cramer, deoarece prin ipoteza det A # 0. Rezolvand
sistemul si in solutiile respective, dezvoltand determinantul de la numarator,
se obtine .
o _ A

! det A’

unde Ay) este complementul algebric al elementului agj ) din matricea A.

(2.9.5)

Astfel, elementul bz(»j) al matricii inverse A~! este egal cu raportul dintre
complementul algebric al elementului agj )
A. Am obtinut astfel urmatoarea teorema.

al matricii A si determinantul lui

Teorema 2.9.2. Pentru orice matrice nesingulard A = (a(-j )

; ) exista si

este unica o matrice inversa B = (bl(j )) pentru care

AB = BA = I (I este matricea unitate).

Elementul matricii B se calculeaza dupa formulele (2.9.5).

Operatorul invers al unui operator A inversabil, se noteaza cu A~t. Apoi
(.A_l)k, pentru k natural, se noteaza A~*. Este usor de demonstrat prin
inductie cd formula (2.9.3) are loc si pentru exponenti negativi.

Notatii similare se aplica pentru puterile matricii inverse. Extinderea
formulei (2.9.3) la puteri de matrici cu exponenti negativi rezultd direct din
justetea acestei extinderi pentru operatori.

2.10 Swubspatii invariante.

Intr-un spatiu vectorial K presupunem dat un operator liniar A : K — K.
Definitia 2.10.1.  Un subspatiu K' al lui K il vom numi invariant
relativ la operatorul A (sau A-invariant) daca din faptul ca x € K', rezulta
Az e K.
In particular, subspatiile banale-subspatiul nul gi intreg spatiul sunt in-
variante pentru orice operator liniar; ne vor interesa desigur subspatiile in-
variante nebanale.
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Exemplul 2.10.1. Operatorul nul si operatorul identic, au orice sub-
spatiu ca invariant.

Exemplul 2.10.2. Operatorul de rotatie cu unghiul ¢, # mm (m intreg)
nu admite subspatii invariante nebanale.

Exemplul 2.10.3. Operatorul de proiectie are de exemplu urmatoarele

m
subspatii invariante: subspatiul K’ al vectorilor z = > {.ex care nu se
k=1
n
modificd prin proiectie si subspatiul £” al vectorilor y = > &,e care
k=m+1

sunt transformati in zero (spatiul K se presupune a fi n-dimensional, iar
€1, €g, ..., €, 0 baza in k).

Exemplul 2.10.4. Orice subspatiu generat de o parte din vectorii unei
baze eq, e, ..., €, este subspatiu invariant pentru un operator diagonal.

Presupunem ca un operator A ce actioneaza intr-un spatiu n-dimensional
K., admite ca invariant un subspatiu m-dimensional IC,,. Alegem in K, o
baza ey, e, ..., e, astfel incAt primii m vectori ey, es, ..., e, sa fie situati in
subspatiul IC,,. Atunci vom putea scrie

Ae, = agl)el + ..+ agm)em,

Aen, = aWey + ...+ a™e,,,

a a /i1 an
A= agm) ai agﬁzl a™
0 .. 0 al™t ety
0 .. 0 a,(f:zrl al”

In primele m coloane toate elementele situate pe linia m + 1 si urm#toarele
sunt egale cu zero. Invers, daca matricea unui operator liniar A are o astfel
de forma, atunci subspatiul generat de vectorii eq, s, ..., €,, este A-invariant.

Presupunem ca spatiul IC,, poate fi reprezentat sub forma unei sume di-
recte de subspatii invariante Xi, &s, ..., &),. Alegem o baza a spatiului X,
astfel incat vectorii ey, es, ..., €, sa apartina lui Xy; fi, fo, ..., fs sd apartina
lui A5,..., iar hq, he, ..., hy s& apartina lui A,. Atunci matricea operatorului A
are forma cvasidiagonala

A:

cCo o
oo O
~
N O OO
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Blocurile patratice diagonale ale lui A sunt matrici formate cu elementele
a,(j ), b;f oo cg Jastfel incat

r

Ae; = Z a,(ej)ek,

k=1

Af; = > 0D fi
k=1

Ahy = >y ;

k=1

si in afara elementelor blocurilor diagonale, toate elementele din A sunt nule.
Invers, daca matricea unui operator A intr-o anumita baza are structura
cvasidiagonala, atunci spatiul IC,, se descompune in suma directa de subspatii
generate de grupele corespunzatoare ale elementelor bazei.

2.11 Vectori proprii si valori proprii.

Un rol deosebit il joaca subspatiile invariante de dimensiune 1 relativ la
un operator A ; ele se mai numesc directii invariante sau directii proprii.
Orice vector nenul apartinand unei directii invariante (unidimensionale) a
unui operator liniar A se numeste vector propriu al operatorului A ; altfel
spus, un vector x # 0 se numeste vector propriu al unui operator A daca
operatorul A transforma vectorul x intr-un vector coliniar cu x

Ax = . (2.11.1)

Numarul A care figureaza in aceasta egalitate se numeste valoare proprie
(sau numar propriu) pentru operatorul 4, corespunzand vectorului propriu
x.

Exemplul 2.11.1. In cazul operatorului nul, operatorului identic sau
operatorului de asemanare, fiecare vector nenul este vector propriu al oper-
atorului, corespunzator cu valorile proprii respectiv 0, 1, \.

Exemplul 2.11.2. Operatorul de rotatie cu un unghi diferit de mm, m
fiind intreg, nu are vectori proprii.

Exemplul 2.11.3. Operatorul de proiectie, prin insasi definitia lui,

m n
admite vectori proprii de forma x = > e siy = D, &ex cu valorile

k=1 k=m-+1
proprii egale cu 1 si respectiv 0. Se poate arata ca operatorul de proiectie nu

are alti vectori proprii.
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Exemplul 2.11.4. Operatorul diagonal admite, prin definitia lui, vec-
torii proprii ey, e, ..., €, cu valorile proprii A1, Ag, ..., A, respectiv.

Indicam doua proprietati simple ale vectorilor proprii.

Lema 2.11.1. Orice vectori proprii x1, X3, ..., T, ai unui operator A
care corespund la valori proprii distincte doud cate doua Aq, Ao, ..., \,,, sunt
liniar independent;.

Demonstratie. Aceasta lema se demonstreaza prin inductie dupa m.
Evident, lema este adevarata pentru m = 1. Admitem ca lema are loc pentru
orice m—1 vectori proprii ai operatorului A ; aratam ca ea raméane adevarata
si pentru orice m vectori proprii ai operatorului A. Presupunem contrariul,
admitem ca intre m vectori proprii ai operatorului A ar exista o dependenta
liniara

171 + asTy + ... + Ty, = 0,

unde oy # 0 (de exemplu). Aplicand acestei egalititi operatorul A se obtine
Q1A T + aoXaTa + ... + A AT = 0.
Inmultim prima egalitate cu A, si o scidem din cea de a doua; obtinem
ar(N — A1 + as( Ao — A)z2 + oo + Q1 (A1 — Am) -1 = 0,

de unde, conform ipotezei de inductie, toti coeficientii trebuie si fie nuli. In
particular, a1 (A — \,;,) = 0, ceea ce contravine conditiilor oy # 0, A\ # Ayy,.
Asadar, presupunerea fiacuta nu este adevarata si vectorii z1, xa, ..., T,, sunt
liniar dependenti. B

In particular, intr-un spatiu n-dimensional, orice operator A nu poate
avea mai mult de n vectori proprii la valori proprii distincte.

Lema 2.11.2. Toti vectorii proprii ai unui operator liniar A corespun-
zand unei aceleiasi valori proprii fixate \, formeaza un subspatiu K™ c K.

Demonstratie. Intradevir, daci Azy = Azy si Azy = Azo, atunci
A (axy + frs) = aAxy + BATy = adry + fAry = A (axy + Sxg) si de aici
rezulta lema. W

Subspatiul K® se numeste subspatiul propriu al operatorului A core-
spunzand valorii proprii .

Vom indica in continuare modul de calcul al coordonatelor vectorilor pro-
prii ai unui operator A, dat prin matricea sa intr-o anumita baza ey, es, ..., €,

n
a spatiului IC,,. Admitem c& vectorul z = Y &, e este vector propriu al op-
k=1

eratorului A, deci existd A\ astfel incat Az = Az. Folosind formulele (2.3.3)
de la “scrierea matriciala a operatorilor liniari” se pot scrie aceste relatii cu
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ajutorul coordonatelor:

1 2 n
A = ag )§1+a§ )§2+...+ag )§m

1 2 n
Ay = aé )51"”@(2 )§2+...—|—a(2 )€n7

A, = aPé +alPe, + .+ alle,,

sau
’

(a§1> _ A) & +aP¢6+ . +ae =0,

(1) (2) _ (e —
Ve, + (a2 >\> &+ . +as’E, =0, (2.11.2)

\ a%l)fl + (1512)52 + ...+ (asl") — )\> £ =

Acest sistem liniar omogen de ecuatii relativ la marimile £, &, ..., €,, admite
o solutie nenula in acel gi numai in acel caz cadnd determinantul sistemului
este egal cu zero, adica:

agl)( ) 4 ( >a§2) aé’”‘;

1 2 n

AN =| %= A a = 0. (2.11.3)
al) a?  oalh =)

Polinomul de grad n in A aflat in membrul stdng al acestei ecuatii se nu-
meste polinom caracteristic al matricii A. Oricarei radacini Ay € K a acestui
polinom 1ii corespunde cel putin un vector propriu, care poate fi determinat
dupa inlocuirea lui A\ cu Ag in relatiile (2.11.2), prin rezolvarea sistemului
compatibil obtinut relativ la £;,&,, ..., &,.

Rezultatul obtinut arata printre altele ca desi matricea operatorului A
depinde de alegerea bazei eq, es, ..., €,, totusi radacinile polinomului caracter-
istic al acestei matrici nu depind de alegerea bazei. In afara determinantilor,
exista si alte functii de elementele matricii unui operator care raméan neschim-
bate prin trecerea la o noua bazd. Pentru a construi astfel de functii, con-
sideram operatorul A — A€, unde A\ este un parametru luat din corpul K.
Matricea acestui operator in baza B= {ej, es,...,e,} este evident matricea
Amy— Al iar in baza B'= {fi, f, ..., f, }-matricea Ag» — AI. Conform celor
demonstrate la “transformarea matricii unui operator liniar”, pentru orice A
avem

det (A(B) — )\I) = det (A(B’) — )\I) .

In ambii membrii se afla polinoame de grad n in A. Deoarece aceste poli-
noame sunt egale, atunci coeficientii diverselor puteri ale lui A sunt aceiagi.
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Acesti coeficienti sunt functii de elementele matricii operatorului considerat,
care raméan deci nemodificate la schimbarea bazei. Explicitam forma acestei
functii. Determinantul matricii Ag) — AJ are forma

agl) - A a§2) aﬁ”)
1) (2 (n)
Gy’ Gy — A .. ag = (DN + AN L A A+ A,
aq(ll) ag) a(n) A

Coeficientul A; al lui X" este egal cu suma elementelor diagonale agl) +
af) + ...+ a%"), luata cu semnul (—1)"71, aga cum se vede imediat folosind
definitia determinantului; acest numar se numeste urma operatorului A. Co-
eficientul A, al lui \" ™2 este suma tuturor minorilor diagonali de ordinul
2, luatd cu semnul (—1)" "2 (un minor Mfllfjlff se numesgte diagonal daca
i1 = j1,42 = Ja,...,7x = jk). In mod similar, coeficientul Ay al lui AF este
suma tuturor minorilor diagonali de ordin k, luati cu semnul (—1)""". In
sfarsit, coeficientul A, al lui A°, adicd termenul liber, este egal chiar cu deter-
minantul operatorului. Asadar, polinomul det (A(B) — A\ ) care nu depinde
de alegerea bazei in spatiul vectorial, poarta numele de polinom caracteristic
al operatorului A. Distingem cateva posibilitati care pot apare in rezolvarea
ecuatiei caracteristice (2.11.3).

a) Cazul cand ecuatia nu are radacini in corpul K. Daci ecuatia
A (A) = 0 nu are radéacini in corpul K, atunci operatorul liniar 4 nu are
vectori proprii in spatiul /C,,.

De exemplu, operatorul de rotatie cu unghiul ¢, # mn (m =0, +1,£2,...)
in planul E; nu are vectori proprii, agsa dupa cum s-a observat deja. Acest
fapt evident geometric, se stabileste usor si pe cale algebricd. Intr-adevir,
ecuatia (2.11.3) pentru operatorul de rotatie se scrie

cospy — A —sing,

singp, cos@y; — A =0

si dupa dezvoltare
1 —2X\cospy + A =0,

dacd Ao # mm (m = 0,+1,£2, ...) aceastd ecuatie nu are rddacini reale.

b) Daca K = C este corpul numerelor complexe, atunci conform teo-
remei fundamentale a algebrei, ecuatia (2.11.3) are intotdeauna o radacina
Ao € K. Astfel, in spatiul C,, orice operator liniar are cel putin un vector
propriu.

c) Cazul a n radacini distincte. Daca toate cele n radacini Ay, Ag, ..., A,
ale ecuatiei A (A\) = 0 sunt situate in corpul K si sunt distincte, atunci in
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spatiul /C,, se pot gasi n vectori proprii distincti ai operatorului A rezolvand
sistemul (2.11.2) succesiv pentru A = Ay, Ag, ..., \,. Conform lemei 2.11.1.
vectorii proprii fi1, fa, ..., fn vor fi liniar independenti. Consideram baza for-
mata din acesti vectori si construim matricea operatorului A in aceasta baza.
Deoarece

Afl = )‘1f17
Afy = Xafo,
Afn - )\nfna
matricea Ap) are forma
A O 0
0 A 0 , (2.11.4)
0 0 An

unde B’= {f1, fo, ..., fu}

Folosind definitia operatorului diagonalizabil, putem formula rezultatul
obtinut in forma urmatoare: in spatiul /C,, orice operator liniar a carui matrice
(intr-o baza oarecare) are ca polinom caracteristic un polinom cu n rad&cini
distincte in corpul K este diagonalizabil; matricea acestui operator construita
intr-o baza formata cu vectorii proprii ai sai este diagonala si elementele ei
diagonale sunt exact valorile proprii ale operatorului.

d) Pe de alta parte, daca operatorul A intr-o anumita baza fi, fa, ..., fn
a spatiului IC,, admite o matrice diagonald (2.11.4) cu elemente nu neaparat
distincte A1, Ao, ..., A,, pe diagonala principald, atunci vectorii fi, fa, ..., fn
sunt proprii, iar Aq, g, ..., A, sunt valorile proprii corespunzatoare pentru A.

Aratam ca operatorul A nu are in acest caz alte valori proprii distincte
de A, Aa, ..., A, Intr-adevir, daci A este valoare proprie corespunzand vec-

torului propriu f = > f;f; , atunci din egalitatea Af = A (Z ij]) =
j=1 Jj=1

Zlﬁj_Afj = Zlﬁj)\jfj =)A= zzlﬁjf] = Zl)\ﬂjfj, rezulta

= = = =

M =AB; (G=1,2,..,n). (2.11.5)

Printre numerele (3, 3, ..., 3,, exista cel putin unul diferit de zero; de exem-
plu, 3, # 0. Atunci din egalitatea (2.11.5) pentru j = 1, rezultd A = Ay, ceea
ce trebuia aratat.
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e) Cazul unei radacini multiple. Fie A = \g o rddécing a ecuatiei
(2.11.3) de multiplicitate 7 > 1. Se pune urméitoarea problema: care este
dimensiunea subspatiului propriu corespunzitor ) sau, cu alte cuvinte,
cate solutii liniar independente admite sistemul (2.11.2) pentru A = A\ ?
Cunoscand rangul matricii sistemului, putem da un raspuns precis la aceasta
intrebare. Dar va fi util de legat acest raspuns numai de multiplicitatea r a
radacinii Ag.

In exemplele 2.9.1-3. i 2.9.6. date la endomorfisme, dupd cum se observa
imediat, dimensiunea fiecirui subspatiu propriu K*°) coincide cu multiplic-
itatea valorii proprii corespunzatoare Ay ca radacind a polinomului carac-
teristic al operatorului A. Totusi, in cazul general acest fapt nu are loc.
Consideram operatorul A in R, dat prin matricea

X 0
A= ,
( Ao >
unde p # 0 este arbitrar. Polinomul caracteristic este (Ag — A)2 si admite
raddcina dubld A = Xq. Sistemul (2.11.2) are in acest caz forma

051 + sz =0,
péy + 08, =0

si admite ca solutie £, = 0,&, = 1 (unica pana la un factor numeric). Asadar,
subspatiul propriu al operatorului A corespunzand valorii proprii A = Ay are
dimensiunea 1, deci mai mica decat multiplicitatea radacinii Ag. Se poate
dovedi ci in general dimensiunea subspatiului propriu ) nu depéseste
multiplicitatea radacinii \g, insa acest fapt este continut in cadrul rezultat-
ului pe care il vom prezenta in continuare.

2.12 Forma canonica Jordan.

Teorema 2.12.1. Dimensiunea unui subspatiu propriu al endomorfismului
A K, — K, este cel mult egala cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii
corespunzatoare subspatiului.

Demonstratie.  Fie )y o valoare proprie multipla de ordinul m si
JC(M0) subspatiul propriu corespunzitor. Notim dim ) = p < n. Fie
{e1,€9,...,e,} C IC0) o bazs in subspatiul propriu. Completim aceasts bazi
pani la o bazd in KC,, de forma {e;, €3, ..., €y, fpr1, -, fn}. Intrucét vectorii e;,
1 =1,2,...,p sunt vectori proprii corespunzatori la valoarea proprie \q, avem

P . n .
Ae; = Xejy i =1,2,...,pst Af; = > a,(j)ek + > a,(j)fk, j=p+1..,n.
k=1 k=p+1
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Matricea lui A in aceastd baza este

Ao O 0 ot alm

0 o 0 agp 1) agn)
Ao | e e e

0 0 Ao aP™ al

0 0 ..0 o™ . &

asa incat polinomul caracteristic al lui A are forma P (\) = det (A — AI) =
(Ao — AP 8 (A), unde 0 (\) este un determinant de ordinul n — p (numéarul
total al radacinilor A = Ay ale polinomului caracteristic P (\) este m si deci
dacd d (Ap) = 0 atunci din numarul total de radacini m o parte se afla in
d(Ao) = p < m; dacd d (N\g) # 0 atunci toate radacinile A = )\ se regédsesc
din (A — Xo)? si deci p = m). In concluzie, § (\g) = 0 implicd p < m, iar
d (No) # 0 implicd p =m. Decip < m. R

Teorema 2.12.2. Un endomorfism A : K, — K, este diagonalizabil
daca si numai daca polinomul caracteristic are toate radacinile in campul K
peste care este luat IC,, si dimensiunea fiecarui subspatiu propriu este egala
cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii corespunzatoare.

Demonstratie. Admitem ca A : K,, — IC,, este diagonalizabil. Rezulta
cd existd o bazd {ey, e, ...,e,} In K, formatd din vectorii proprii pentru A
fata de care matricea lui A este diagonala.

Fie P(A) = (A= A)™ (A= X)™ ..(A=\,)™, adicd i, i = 1,2,...,p
p

sunt valorile proprii ale lui .4 de multiplicitati m;, cu Y m; = n. Fara a afecta
i=1
generalitatea, putem admite c& primii m; vectori din baza {e, s, ..., €, } core-

spund lui Ay, urmatorii msy lui Ay etc. in concluzie, vectorii {eg, €a, ..., €, } C
1) apartin subspatiului propriu corespunzitor valorii proprii \;, ceea ce
inseamnd cd numdsrul lor m; este mai mic sau cel mult egal cu dim L*):
my < dim ). Pe de altd parte, conform teoremei 2.12.1. avem dim L*1)
mi. In concluzie dim K = my. Analog, rezultd dim ™) = m;, i
1,2,....p.

Reciproc, admitem c& dim/ ) = m,;, i = 1,2,...,p. Atunci fie B=
p

I IA

{61,62,...,€m1,€m1+1,...,6m2,...,emp_1+1,...,€mp},Zmi = n o multime de
i=1

vectori din KC,, astfel incat primii m; vectori si constituie o bazd in LX),
urmétorii ms si constituie o bazd in K*?) si aga mai departe. Utilizand in-
ductia asupra lui p se dovedeste ca B este o baza a lui IC,,. Fata de aceasta
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baza, matricea lui A : IC,, — K,, este

M O .. 0 0 0
0 A .. 0 0 0
0 0 .. X\ 0 0
A=
0 0 .. A O 0
0 0 .. 0 A .0
0 .. .. 0 0 0 A

adica o matrice diagonala. ®

Consecinta 2.12.1. Daca A : K, — K, este diagonalizabil, atunci
K, = KA O @ o ICO),

Practic, pentru diagonalizarea unui endomorfism A : KC,, — KC,, procedam
in felul urmator:

1) Fixdm o baza in K, si determindm matricea A = (a;;) a lui A in
aceasta baza;

2) Aflam valorile proprii care sunt solutiile in K ale ecuatiei P (\) = 0.

3) Daca existd p (p < n) valori proprii distincte Ay, Ag, ..., A, cu ordinele
de multiplicitate mq,ms,...,m,, calculam rangul fiecarei matrice A — \;1,
j=1,2,...p. Dacd rang (A — \;I) = n—m;, j=1,2,...p, dimK*) =
dim N (A — \;€) (€ este operatorul unitate) este numarul de solutii indepen-
dente ale sistemului omogen (A — X\;I) X =0, j = 1,2, ..., p, atunci conform
teoremei 2.12.2., A este diagonalizabil.

4) Se rezolvi cele p sisteme omogene (A — \;1) X =0,j=1,2,...,p. Un
sistem fundamental de solutii pentru un asemenea sistem reprezinta coordo-
natele vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii A\; ( j =1,2,...,p).

5) Matricea lui A, in raport cu baza formatd din vectorii proprii ai lui
A, are pe diagonala elementele A1, ..., A1;...; A, ..., Ay, adicd valorile proprii.

6) Notam prin D € M, , (K) matricea diagonald atasatd lui A in
raport cu baza formatd din vectorii proprii ai lui A. Dacd C € M, «, (K)
este matricea ale carei coloane sunt vectorii proprii care alcatuiesc noua baza
a lui IC,,, adicd matricea de trecere de la baza initiald din IC,, (baza canonica
in R"™) la baza formata din vectorii proprii, atunci

D =CAC.

Forma Jordan
Fie IC,, un spatiu vectorial peste campul K (R sau C) i A: K, — K, un
endomorfism. Matricea A a endomorfismului A depinde de alegerea bazei in
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IC,.. Uneori aceasta matrice poate fi diagonalizata, alteori nu. Conditiile in
care matricea A se poate diagonaliza au fost date in punctul c) de la “valori
si vectori proprii”, precum si in teorema 2.12.2. Una dintre formele relativ
simple si utile, care se poate obtine in unele dintre cazurile cdnd nu este
posibila diagonalizarea, este forma Jordan.

Fie A € K. Matricile de tipul

A1 0 0

A1 0 0 XN 1 0
(A),(S;), 0 A1 |, ,
0 0 A 0 0 O 1

00 0 .. A

se numesc celule Jordan atasate scalarului A.
Definitie 2.12.1. Spunem ca endomorfismul A : KC,, — K,, este adus la
forma Jordan daca exista o baza in IC,, fata de care matricea

J 0 ... 0
J— 0 Jy .. 0
0 0 ... Js

sa reprezinte pe A, unde Jy, Js, ..., Js sunt celule Jordan atasate vectorilor
proprii \;, i = 1,2, ..., s ale endomorfismului A.

O celula Jordan de tipul p atasata unei valori proprii A multipla de or-
dinul s > p, corespunde vectorilor liniar independenti ey, es, ..., €, astfel incat
Ae; = ey, Aey = e1 + Xeg, ..., Ae, = e,_1 + Xe,. Vectorul e; este propriu, iar
vectorii ey, ..., e, se numesc vectori principali.

Exista endomorfisme ale spatiilor vectoriale reale care nu pot fi aduse la
forma Jordan si anume acelea pentru care ecuatia caracteristica nu are toate
radacinile in R. Discutia urmatoare va pune in evidenta ca endomorfismele
spatiilor vectoriale complexe pot fi aduse intotdeauna la forma Jordan.

Observatia 2.12.1. Forma diagonala a unui endomorfism diagonalizabil
este un caz particular de forma canonica Jordan si anume cazul cand toate
celulele Jordan sunt de ordinul unu.

Observatia 2.12.2. Forma canonica Jordan nu este unica, dar numarul
celulelor Jordan (egal cu numarul total de vectori proprii liniar independenti
ai lui A) ca si ordinul celulelor Jordan sunt unice pentru un endomorfism A,
dat.

Observatia 2.12.3. Ordinea celulelor Jordan pe diagonala formei
canonice Jordan depinde de ordinea vectorilor din baza.

Teorema 2.12.3. Fie K, un spatiu vectorial n-dimensional peste cAm-
pul K (R sau C). Daca A : K,, — K,, este un endomorfism si Ay, ..., \, sunt
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P

valori proprii distincte ale Iui A cu multiplicitatile my, ..., my, > mp = n,
=1

atunci exista p subspatii vectoriale K; C K,, ,j = 1,2, ..., p, invariante fata

de A, de dimensiuni m; j = 1,2, ..., p, astfel incat KC,, = K1 &K@ ..., iar
A/K; = Nj 4+ Xi&n, ,j = 1,2, ...,p, unde N sunt endomorfisme nilpotente
de diferite ordine ( un endomorfism A se numeste nilpotent de indice p daca

AP = O, unde p = 2,3, ..., iar O este transformarea zero. Un endomorfism
nilpotent de indice 2 si de rang maxim posibil se mai numeste structura
tangenta).

In demonstratia acestei teoreme ne este util urmstorul rezultat.

Lema 2.12.1. Daca A : K, — K, este un endomorfism, atunci exista
doud subspatii vectoriale K', K" C IC,,, invariante fata de A, astfel incat:

1) K, =K a&K";

2) restrictia A/K' este nilpotentd;

3) restrictia A/K" este inversabila.

Demonstratia lemei. Fie N, = N (Ak) siT, =T (Ak) .k € N. Se
poate arata ca N, si Ty sunt subspatii invariante fata de A si ca exista un
p € N, minim, astfel incit Ny C Ny C ... C N, = Npp1 = ...siTy D15 D
N A Intr-adevér, daci z € T), siy € K, astfel incat AFy = z,
atunci Az = A* (Ay) € Ty, adicd A (Ty) C Ty. Analog A (Nj) C Ny_1 C N.

In continuare argtdm ci daci N, = Npy1, rezulta N, = N, oricare ar fi
q € N. Intr-adevir, daci 2 € N, rezultd AP 9z = 0 sau AP+ (A97'2) = 0
si ipoteza N, = N1 implicd A? (A7 'z) = 0 sau APT7 'z = 0. Continuand
procedeul obtinem APx = 0, ceea ce inseamna ca z € Np; deci Ny, C N,,.
Aceasta impreuna cu N, C N, implica N, = N,,. Analog se dovedeste
pentru T,,. Rezulta K' = N, si K" = T,,. Aratam ca K,, = K' @ K". Deoarece
dim/C,, = dim N, + dim 7, (a se vedea faptul cd: dim N (A4) = dim X —
dim T (A) ) rémane si dovedim ci K' N K" = {0}. Intr-adevir, daci = €
K'n K", rezulta ¢ € K' ¢i x € K", adicd APz = 0 si x = APy; deci avem
cd A*y = 0 ¢i cum Ny, = N,y = N, rezultd cd APy = 0 ceea ce implicd
x = 0.

Dovedim in continuare ca A/K’ este nilpotent de indice p, iar A/K"
este inversabil. Deoarece AP (N,) = {0} rezultd A/K’ este nilpotent de
indice p. Apartenenta x € K" did z = APy, deoarece K" = T,. Relatia
Az = 0 implicd A (APy) = 0 sau APTly = 0, adicd APy = 0 si deci x = 0.
Rezultd N (A/K") = {0}, adicd A/K" este inversabil (prin modul de definire
A/K" este surjectiv gi rdmane de aratat ca A/K” este injectiv, ceea ce este
echivalent cu N (A/K") = {0}). m

Demonstratia teoremei 2.12.3. Pentru j € {1,2,...,p} fixat, consid-
eram endomorfismele G, = A — ;€ si aplicand lema precedentd, se obtin
subspatiile IC; si W; astfel incat G;/K; este un endomorfism nilpotent, iar
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G;/W; este nesingular. Deoarece K; este invariant fata de G;, el este invariant
si fatd de endomorfismul G;+\;€ = A . Fie A/K; si A/W); restrictiile lui A la
subspatiile K; si W;; deci unica valoare proprie a lui A/KC; este A; care nu este
valoare proprie si pentru A/W; (deoarece A — \;€ este nesingular pe KC;, iar
det (./4 - )\jg) = det (A/Kj - )\jgl) det (A/WJ - )\j(c;g)) Rezulta dim }Cj =
m; si K; N Ky, = {0}, pentru j # h, astfel incat I, = K; @ Ko @ ... & K,
(stim prin ipotezd c& Zp: my = n). In plus, din A = G; + A€ rezulta
k=1
A/K; = G /K + NjEm, = Nj + A;j&n,, cu Nj nilpotent, deoarece G;/K; este
nilpotent prin constructie. R
Teorema Jordan.

Fie KC,, un spatiu vectorial n-dimensional peste campul K (R sau C).
Daca endomorfismul A : K,, — K, are valori proprii (in K) si dacd suma
multiplicitatilor acestor valori proprii este n, atunci exista o baza in K,, fata
de care matricea lui A are forma Jordan.

Demonstratie. Fie )\; , j = 1,2,...,p, valorile proprii ale lui A (in
K) de multiplicitdti m; , j = 1,2, ..., p, Zp: m; = n. Construim subspatiile

j=1
Ki = NA-XNE™ , j=1,2,..,p. Conform teoremei anterioare avem
Kn=Ki®oKy®..DK,.

Notam N; = A/K; — \;&,, endomorfismele nilpotente A de indice h;.

Admitem c& h; = m; , j = 1,2,...,p (cazul h; < m; se trateazd analog).

Construim multimea de vectori §™ = { f{ , fQJ, e fgl]} din KC;, astfel incat
fi = /\/;nrlx, fl= /\/;njﬂx, ...,f,f@j_l = Nz, fﬁﬁj = z, unde = € K;. Din
definitia lui NV; si a mul{imii $™ avem

Nifl = 0N = flo s Nifi, = Fn o (2.12.1)

deoarece N; este prin constructie un endomorfism nilpotent de indice h; =
m;. Avand in vedere definirea lui NV, egalitétile (2.12.1) devin

AIK; (F) =NH,
AIK; () = H + N1

AJK; (F3,) = Fiy o+ Xt

(2.12.2)

Dovedim in continuare ca vectorii multimii ™ sunt liniar independent;i.

m; ‘
Pentru aceasta, fie ecuatia Y k;f] = 0, k; € K si aplicim endomorfismul
i=1
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N, succesiv de m; — 1 ori. Obtinem N (ZJ klff) = ZJ klj\/ff = 0, sau
i=1 i=1

dac# tinem cont de egalititile (2.12.1), kof] + ksf] 4+ ... + kmjfﬂ,;jfl = 0.
Aplicand incd o datd N si folosind egalitdtile (2.12.1) obtinem cad ks i+
kafs + ... + K, fr,,—» = 0. Prin aplicarea succesiva a lui N; de m; — 2 ori,
obtinem k,,, 1 ff + ki, fé = 0. Aplicand N; din nou (deci in total de m; — 1
ori) avem Fm, ff = 0. Deoarece f{ # 0, deducem k,,; = 0. Aceasta implica
Em,—1f{ = 0 si deci ky,;,—1 = 0. Analog, din celelalte egalitati, obtinem
Fm;—2 = km;—3 = ... = k3 = ko = k; = 0. In concluzie, vectorii mul{imii S
sunt liniar independenti. Intrucat dim K; = mj, rezulta ca S™ este baza in
IC;; aceasta este o baza Jordan in KC; datorita egalitétilor (2.12.2). In raport
cu aceasta baza matricea restrictiei lui A la IC;, este

A1 0 .0
D B L P Vo)
00 0 .. X\

Datorita egalitatii IC,, = K1 © Ke @ ... @ K, multimea ij S§™i este baza
=1

cautata in IC,,, numita baza Jordan fata de care matricea]lui A este de tip

Jordan.

Concluzii. Numarul de submultimi §™ din baza Jordan este egal
cu numarul vectorilor proprii independenti ai lui A. Numaérul de vectori
principali care corespund unei valori proprii \; este egal cu m; — h;.

Presupunem h; < m;, unde h; este indicele de nipotenta al endomorfis-
mului N; = A/K; — A\;&,,. Pentru a gési baza Jordan este necesar s se
urmareasca problemele urmatoare:

1) Fixarea unei baze in K, si explicitarea matricei A atagatd endomor-
fismului A : IC,, — IC,,.

2) Determinarea valorilor proprii distincte A; , j = 1,2, ..., n, respectiv
multiple de ordinul m;, j = 1,2, ..., p prin rezolvarea ecuatiei caracteristice;

p
pentru continuare este suficient ca ) m; = n.
=1
3) Gasirea vectorilor proprii liniar independenti corespunzatori fiecarei
valori proprii.
4) Calcularea numarului de celule Jordan

dim K = dim K,, — rang (A — \;1) =n —r;.
5) Rezolvarea sistemului

(A= NI)™ X =0,
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pentru fiecare j = 1,2,...,p. Pentru j fixat, solutiile nenule genereaza sub-
spatiul ;.

In cazul matricilor de ordin relativ mic, putem ocoli unele din etapele
precedente tindnd seama de observatia ca la o celula Jordan corespunde
un singur vector propriu. Pentru gasirea vectorilor din baza corespunzatori
celulei de ordinul p, atagata valorii proprii A; , se determina solutia generala
pentru Ae; = \; e;, apoi se impun conditii de compatibilitate si se determina
solutii pentru

./462 =e1 + /\j €9, ...,Aep = €p—1 + )\j €p.
Daca notam prin C' matricea care are pe coloane coordonatele vectorilor

din baza Jordan, atunci
J=C1TAC.

2.13 Spatiul dual al unui spatiu vectorial dat.

Teorema 2.13.1. Multimea formelor liniare definite pe KC,, formeaza un
spatiu vectorial cu n-dimensiuni, notat cu K*"si numit dualul spatiului K,,.

Demonstratia rezultd din faptul cd multimea operatorilor liniari A :
K, — K., notata cu L (K, K,,) formeazi un spatiu vectorial izomorf cu
Msen (K), cici K = L (K,,, K;)are dimensiunea egald cu n si doud spatii
finit dimensionale ce au aceeasi dimensiune sunt izomorfe.

n
Fie in K,, baza B= {ey, eq,...,e,} si @ = Y &,e;; pentru operatorul liniar
i=1

L:K, - K;avem L(z) =1L (Z fiei) = Y ¢&,Le;. Deci a da forma L
i=1 i=1

revine la a da valorile ei pentru baza B, deci a da
Lei=a;,1=1,2,....,n (2.13.1)

(asa cum de altfel se intAmpla si la operatorii liniari). Avem deci

n

Ly =) ag, (2.13.2)

=1

Teorema 2.13.2. Sistemul de forme liniare B* = {L;, Lo, ..., L,,} defi-
nite prin

1,i=j (i,j=1,2...n
Liej:(sij:{ 07#; (7, ) (2.13.3)

constituie o baza in K*", numita baza duala a bazei B.
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n
Demonstratie. Daca ar exista o combinatie liniara de tipul »  \;L; =0
i=1
(in ambii membrii avem forme liniare), aplicand-o unui vector e; din B, dupa

(2.13.3) avem
Z)\iéij =0, de unde \; =0, pentru j =1,2,....,n,
i=1

deci relatia precedenta exista numai pentru A, Ao, ..., A, egali cu zero, adica
sistemul B*este independent. Orice forma L se poate descompune in baza
B*:

L=> oL (2.13.4)
=1

Vom aréita acum ci o; = a; din formula (2.13.1). Intr-adevir, aplicand
forma (2.13.4) unui vector e; din B avem:

Lej = Z OéiLi (Gj) y
i=1

sau dupd (2.13.1) si (2.13.3) avem a; = Y ;0,5 = ;. Deci putem scrie
i=1

n
L=Y alL, (2.13.5)
i=1
scalarii aq,as, ..., a, numindu-se coordonatele formei L in baza B*. Evi-

j=

dent, L;x = &, caci dupa formula (2.13.3) are loc: L,z = L; (Z fjej> =
1

n n
>, &iLiej = ) €05 = &, adica ceea ce trebuia demonstrat. W
j=1 j=1
Teorema 2.13.3. Daca in K, se trece de la baza B la baza B’ prin
matricea A, atunci de la baza B* (duala bazei B) la baza B** (duala bazei
B’) se trece prin matricea (A1)".
Aceasta teorema poate fi vizualizata prin diagrama:

g, — K"
B — B
| LAy

B> — B



76 CAPITOLUL 2. MORFISME DE SPATII VECTORIALE.

Demonstratie.Fie B= {ej,es,...,e,}, B’= {€],¢é,,....,e,} cu legitura
n

° n

= Z apjej; fie de asemenea B* = {Ly, Lo, ..., L, }, B™* = {L}, L}, ..., L]}

cu L} = Z oinL;.
Conform (2.13.3) aplicatd bazelor B’ gi B** are loc: 6y, = L) (€).) =

(z aihLZ) e, = z i Li (€) = Z L (; akjej) S z amariLi (¢5),

i=1j=
n
adica g, = Z Z Qinakjdji = Z QinQki = ) Qi
i=1j=1 =1
Trecand la scrierea matrlclala avem: I = Aa, de unde rezultd ci o = A~!
(prin o am notat matricea de elemente «;; , 4,j = 1,2,...,n).
Dar matricial, trecerea de la baza B* la B** se scrie L' = oL, adica L' =
(A1) L, adicil ceea ce trebuia demonstrat.
Aceasta teoreméa permite si se calculeze coordonatele unei forme liniare
in diverse baze.

a1
Notam cu a = .. |. Formula (2.13.2) se va reprezenta matricial
an
51 n
Lr=a'X,unde X = | ... |,iarz= > ¢e;.
&n =

Dacd in baza B* forma L are coordonatele a* = (a;...a,), iar in baza B’
t . .

are coordonatele (a’)" = (aj...al)), atunci folosind formulele de trecere de la

o baza la alta in acelasi spatiu vectorial avem in scrierea matriciala forme

liniare ca vectori din X*™ :
a = Aa, saua=A"td

In relatiile de dualitate dintre /C, si K*" se introduc urmitoarele den-
umiri: un element x din IC,, se numeste vector contravariant, coordonatele
sale notandu-se cu indicii sus &', indicii de sus de la coordonate se numesc
indici de contravarianta; un element L din I*" se numeste vector covariant,
coordonatele sale notdndu-se cu indicii a;, deci indicii de jos de la coordonate
se numesc indici de covarianta.
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Forme biliniare.Forme
patratice.

3.1 Forme biliniare.

In cele ce urmeazs vom studia functii liniare numerice de dous argumente vec-
toriale. Spre deosebire de cazul functiilor liniare numerice de o variabila, teo-
ria functiilor numerice de doua variabile si in special teoria formelor biliniare,
au un bogat continut geometric. Luénd in expresia unei forme biliniare al
doilea argument egal cu primul, se obtine o noua clasa importanta de functii
de o variabila, neliniare-formele péatratice.

Definitia 3.1.1. O functie numericd A (x,y) de doud argumente vec-
toriale x,y dintr-un spatiu vectorial K, A : K x K — K se numegte functie
biliniara sau forma biliniard, dacd ea este functie liniara de x pentru fiecare
y fixat gi functie liniara de y pentru fiecare x fixat.

Altfel spus, A(x,y) este o forma biliniard de z si y dacd pentru orice
x,1y, 2z € K si pentru orice a € K au loc relatiile

Az +z,y) =Az,y) + Alz,y),
Alaz,y) = aA(z,y),
A,y +z)=A(z,y) + Az, 2),
Az, ay) = aAl(x,y).

(3.1.1)

Primele doud din aceste egalitdti exprima liniaritatea functiei A (z,y) in
primul argument, iar ultimele doua-liniaritatea in cel de al doilea argument.

Din definitia formei biliniare, folosind relatiile (3.1.1), se obtine imediat
formula generala

k m

k m
A (Z aixi,Zﬂjyj) = ZZ%’@A (is v5) 5 (3.1.2)

i=1 j=1

7
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in care x1,Ta,..., Tk, Y1, Y2, -, Ym sunt vectori arbitrari din spatiul K, iar
a1, g, ..., g, By, Ba, ..., B, sunt orice numere din K.

Formele biliniare date in spatii infinit-dimensionale se numesc functionale
biliniare.

Exemplul 3.1.1. Daca L; (z) si Lo (z) sunt doud forme liniare, atunci
A(z,y) = Ly (z) Ly (y) este evident o forma biliniara de x si y.

Exemplul 3.1.2. Intr-un spatiu vectorial n-dimensional cu o baz4 fixats
B= {e;, €9, ..., €, } un exemplu de forma biliniara il constituie functia definita

prin
- Z Z aikginlw

1=1 k=1

n n

unde z = Y e, y = D niek, sunt vectori oarecare si a, (i, k =1,2,...,n)
= k=1

sunt numere fixate.

a) Forma generala a unei forme biliniare intr-un spatiu vectorial
n-dimensional.

Presupunem ca intr-un spatiu vectorial n-dimensional XC,, o baza oarecare
B= {ey, €9, ...,e,}. Notam A(Si,ek) =ay (1,k=1,2,...,n).

n

Atunci pentru orice z = > ;e;, y = > nex, conform formulei (3.1.2),
i=1 k=1

Aly) = (zgez,znkek)z

Asadar, in exemplul 3.1.2. a fost indicata reprezentarea cea mai generala a
unei functii biliniare intr-un spatiu vectorial n-dimensional. Coeficientii a;j
formeaza o matrice patratica

averln

(3.1.3)

ai; Ai2 ... Qip
21 A22 ... QAgpn

A=Ap) = = (aik)1gi,k§n
Ap1 Ap2 ... Qpp

pe care o numim matricea formei biliniare A (z,y) in baza B= {e1, s, ..., €, }.
b) Forme biliniare simetrice.

Definitia 3.1.2. O forma biliniara A (x,y) se numeste simetricd daca
pentru orice vectori x $i y

A(z,y) = Ay, z).
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Afirmatia 3.1.1. Daca forma biliniard A (x,y) in spatiul n-dimensional
KC,, este simetrica atunci

aj, = A (ei, €k) =A (ek, ei) = Qk;

asadar, matricea Ay a unei forme biliniare simetrice in orice baza B=
{e1, €9, ...,e,} a spatiului IC,, coincide cu matricea transpusa AfB)

Are loc si afirmatia inversa.

Afirmatia 3.1.2. Daca intr-o anumita bazi B= {ej,e,,...,e,} avem

A'EB) = A(g), atunci forma A (z,y) este simetricd.
n
Demonstratie.  Intr-adevar, in acest caz A(y,x) = >, awné, =
=
n n Z
> oain&, = Y. aiéme = A(x,y), ceea ce trebuia demonstrat. B
ik=1 k=1

In particular, se obtine urmatorul rezultat.

Afirmatia 3.1.3. Dacd matricea unei forme biliniare A (z,y), calculata
intr-o anumita baza, coincide cu transpusa ei, atunci in orice alta baza a
spatiului K,, matricea acestei forme coincide de asemenea cu transpusa.

Reamintim ca o matrice patratica care coincide cu transpusa sa se nu-
meste matrice simetrica.

c) Transformarea matricii unei forme biliniare prin trecerea la
o noua baza.

Prin trecerea la o noua baza, matricea formei biliniare se modifica si vom
indica in ce mod. Fie Ag) = (a;:),; <, matricea unei forme biliniare A (z, y)
intr-o baza B= {ey, eg, ..., €, } si A(Be) = (bik)1<; p<,, Matricea aceleiasi forme
in baza B’= {f1, fo, ... fn} (1,7, k = 1,2,...,n) si presupunem ca formulele de
trecere de la o baza la alta au forma

= Zpy)ej (1=1,2,...,n)
j=1

cu matricea de trecere P = (py) . In acest caz

>1<i,j<n
bir = A(fi, fr) = (Z p§-)ej,2p§ )€z> =
=1 =1
"G (k b6 (k
= > o' Alej ) = X ppMag.

jl=1 Ji=1

Formula obtinuta se scrie

n n

“‘“‘ZZ( ) anp;”, (3.1.4)

7j=1 [=1
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A\t .
unde (pl(])) = ;Z) este elementul matricii P?, transpusa lui P ( pentru a
n .
determina elementul in forma (3.1.4) pornim de la by = ) pg-l)pl(k)aﬂ =
=1

M=

pl(k) <Z pg-i)ajl>, notam ) pﬁi)ajl = ¢;; In aceste conditii expresia lui
j=1

i ‘
% l t
25')”]'1 <Zl(c)>

1

7=1
bi, este data de by, =
> () aui).

Ji=1
Asadar formula (3.1.4) se scrie matricial astfel

n

k n n\!
pz( )Cil = > ci (P?) =
=1

l

n

=1 1j=1

Awmy = P'Am)P. (3.1.5)

(b scris sub formd matriciald (3.1.4) asigura indeplinirea conditiei pentru
produsul matricilor).

Observatia 3.1.1. Deoarece matricile P si P’ sunt nesingulare si con-
form teoremelor ce se refera la rangul produsului a doud matrici (a se vedea
teoremele 2.7.2.-3. si corolarul 2.7.1.), rangul matricii A(g-) este egal cu ran-
gul matricii Ag); asadar, rangul matricii unei forme biliniare nu depinde de
alegerea bazei. De aceea are sens notiunea de rang al unei forme biliniare,
definit ca rangul matricii acestei forme in oricare din bazele spatiului vectorial
K.

Daca forma biliniard A (x,y) are rangul n, egal cu dimensiunea spatiului
K., atunci acea forma se numeste nesingulara sau nedegenerata.

Teorema 3.1.1. Fie A(z,y) o forma nesingulard. Pentru orice vector
xo # 0 exista un vector yo € K,, pentru care A (zo,yo) # 0.

Demonstratie. Presupunem contrariul, adicd A (xo,y) = 0 pentru
orice y € K,. Construim o bazi B= {ej,es,...,e,} in spatiul K, astfel
incat e; = xo. Atunci in matricea formei A (z,y) in aceasta bazd vom avea
a1m = Aler,en) = A(xo,e,) = 0, pentru orice m = 1,2, ..., n, adica prima
linie a matricii respective are toate elementele nule. In acest caz, rangul
matricii este strict mai mic decét n, ceea ce contrazice presupunerea ca forma
este nedegenerata. Afirmatia este astfel dovedita. B

Observatia 3.1.2. Forma A (z,y) nesingulard pentru intreg spatiul K
poate s& devind singulard pentru un subspatiu X' C K. Astfel, in spatiul R,

unde r = (517§2) Yy = (7717772)5 forma
A(r,y) = &my — Eamy

este nesingulard; totugi pe subspatiul Ry C R» definit de prima bisectoare
unde &, = &, (si n; = 1n,) ea este identic nula.
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Observatia 3.1.3. Pentru determinantii matricilor considerate se obtine,
aplicdnd teorema relativ la determinantul unui produs de matrici, relatia

det A(Bv) = det A(B). (det P>2 . (316)

d) Forme patratice.

Definitia 3.1.3.  Prin forma patratica intr-un spatiu vectorial IC se
intelege orice functie A (z,y) de un argument vectorial x € IC, care se obtine
dintr-o forma biliniard oarecare A (x,y), inlocuind y cu x.

Intr-un spatiu vectorial n-dimensional /C,, cu o baza B= {e1,€9,...,e,},
orice forma patraticd se scrie, conform (3.1.3), in modul urmator:

Az, z) = Zzaikgigkv (3.1.7)

i=1 k=1
unde £, &,, ..., &, sunt coordonatele vectorului z relativ la baza B.
Afirmatia 3.1.4. Dacd este datd o functie A (x, ) de vector x, definita
in baza B prin formula (3.1.7), atunci aceasta functie reprezintd o forma
patratica de vector x.
Demonstratie. Intr-adevir, se poate introduce forma biliniars

B (x7y> = Zzaikgink’

i=1 k=1

unde 7y,1,, ...,1,, sunt coordonatele vectorului y relativ la baza B; atunci
este evident ca forma pétraticad B (z, ) coincide cu functia A (z,z). B

Observatia 3.1.4. In suma dubli (3.1.7) se pot reduce unii termeni
asemenea; pentru ¢ # k avem

aini&r + ani& i€ = (aim + ari) E& = bindies

unde
bik = i, + Q.

Pentru ¢ = k punem b;; = a;;. Atunci suma dubla se poate scrie cu mai putini

termeni Y
Az, m) = > bui&e
k=1 i<k
n
De aici rezultd cd doud forme biliniare distincte A (z,y) = > au&;np sl

ik=1
n
C(x,y) = > cin&my pot coduce, prin inlocuirea lui y cu x, la una si aceeasi
ik=1
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forma patratica; este suficient, pentru aceasta, sa aiba loc relatiile a;, + ag; =
cik + c; pentru orice 7 si k.

Asadar, in general, pentru o forma patratica data, pot exista mai multe
forme biliniare generand forma patratica considerata.

Afirmatia 3.1.5. Existd un caz important in care forma biliniara poate
fi determinata cunoscand forma patratica asociatd: anume, cazul cand forma
biliniara este simetrica.

Demonstratie. Tntr—adevér, daca a;; = ai;, atunci din relatiile a;, +
ag; = by, (pentru i # k) coeficientii a;, sunt bine determinati

Ay = A = bix (3.1.8)
2
si pentrut =k
ai; = by,
si odata cu coeficientii a;;, este bine determinata intreaga forma biliniara.
Aceasta afirmatie poate fi demonstrata si fara a utiliza coordonate; anume,
prin definitia unei forme biliniare, avem

Alx+y,z+y) =Alz)+ A, y) + Ay, z)+ Ay, y)
si in ipoteza de simetrie

A(z,y) = 3 [Alz,y) + Ay, 2)] =
=1A@@+yz+y) —Ax,2)— Aly,y);

asadar, valoarea formei biliniare A (z,y) este bine determinatd, pentru orice
pereche de vectori z,y, cunoscand valorile formei patratice asociate ei pe
vectorii z,y siz +y. B

Afirmatia 3.1.6. Pe de alta parte, pentru a obtine din formele biliniare
toate formele patratice posibile, este suficient sa ne restrangem la forme
biliniare simetrice.

Demonstratie. Intr-adevir, daci A (x,y) este o form# biliniard oare-
care, atunci

Al (SE,y) =

este o forma biliniara simetrica si

[A(z,y) + Ay, z)]

N —

A (z,2) :%[A(x,x)+A(x,x)] — A(z,2),

adicd formele patratice A; (z,x) si A (x,z), definite de A; si A, coincid. B
Observatia 3.1.5. Conform acestor consideratii, in utilizarea formelor
biliniare pentru studiul formelor patratice este suficient sa ne marginim la
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forme biliniare simetrice si la matrici simetrice corespunzitoare (a;i);<; 1<, »
A = Ay -

Definitia 3.1.4. O matrice simetricd A = (a;),; <, @ unei forme
biliniare simetrice A (x,y) corespunzand unei forme pdtratice A (x,x) se nu-
meste matricea acelei forme patratice.

Observatia 3.1.6. La schimbarea bazei, matricea A a unei forme patrat-
ice A (z,z) coincide cu matricea formei biliniare simetrice corespunzitoare

A(x,y) si se schimbi ca aceasta din urma:
Ay = P'Am)P,

unde P este matricea de trecere de la baza B la baza B’.

Observatia 3.1.7. Rangul matricii unei forme patratice nu depinde
de alegerea bazei. De aceea se poate vorbi despre rangul formei patratice
A(x,z), subintelegdnd prin aceasta rangul matricii acestei forme in orice
baza a spatiului IC,,. Orice forma patratica de rang n, egal cu dimensiunea
spatiului, se numeste nesingulara.

3.2 Forma canonica a unei forme patratice.

Consideram o forma patraticd oarecare A (z,x) intr-un spatiu vectorial n-
dimensional.
Teorema 3.2.1. In spatiul K, existd o baza B’= {f1, fa, ..., fu} In
n
care pentru orice vector x = Y 1, fr valoarea formei pdtratice A (x,x) se

k=1
calculeaza dupa formula

Az, ) = M0t + Xoms + o+ A2, (3.2.1)

unde \q, Ag, ..., A, sunt numere fixate.
Orice baza care are aceasta proprietate se va numi baza canonica a lui
A (z,x); in particular, numerele Aq, Ay, ..., \,, vor fi numite coeficientii canon-
ici ai formei A (z, z).
Demonstratie. Fie B= {ej,es,...,e,} 0 bazd a spatiului K,; dacid
n
r =Y &.er, atunci forma A (x,x) se reprezintd astfel

k=1

Alz,z) =Y by (3.2.2)

k=1 i<k
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Afirmatia facuta va fi demonstrata daca se pot scrie formulele

n = puéy + P12y + oo+ p1aéy,
Ny = p21§1 + P2és + ... + P2n&,, (3.2.2)

Ny = pnlgl +pn2£2 + .. +pnn€m

(acest sistem se obtine din egalarea componentelor lui z scris in baza B
n

n
i respectiv B’ anume x = > £pep, * = > 1 fr si cunoscand legdtura
k=1 k=1
n
intre vectorii celor doud baze e, = > pi fi, asadar x = Z 3 (Z Dik f1>
i=1 k=1

Z (Z §kpik) fi si deci g, = Z &xPik, Pentru ¢ = 1,2, ....n) cu matricea de
i=1 \k=1
trecere P = (i) 1<; p<n nesmgulara si astfel incat exprimand coordonatele
{£} in formula (3.2.2) prin mirimile {5}, formula (3.2.2) se transformi in
(3.2.1). Demonstratia se va face prin inductie dupa numéarul coordonatelor
care intra efectiv in formula (3.2.2) (adicd cu coeficientii diferiti de zero).

Presupunem ca orice forma care contine m — 1 coordonate (de exemplu
€1,€9, ., &,_1) poate fi redusd la forma canonicd (3.2.1) (cun = m—1) printr-
o transformare (3.2.2’), de asemenea pentru n = m — 1. Daca in formula
(3.2.2) intra efectiv numai o coordonata, de exemplu &;, adica formula (3.2.2)
se scrie A (z,x) = bllff, atunci aceasta presupunere se indeplineste evident
(cdci se poate lua p;; # 0 arbitrar). Consideram acum o forma (3.2.2),
continand efectiv m coordonate &;,&,, ..., &,,. Admitem mai intai ca printre
numerele b1, boa, ..., by exista un numar diferit de zero; presupunem de
exemplu c& b, # 0. Separam in forma (3.2.2) grupul de termeni care
contine coordonata &,,; acest grup se scrie

blmg 5 +b2m€2€ + .. +bm lmg 15 +bmm€3n2:

3.2.3
b (B 2 4k 2, 4 E) A (), O

unde prin A; (z, ) se noteaza forma patraticd depinzand numai de marimile
£1,&9, .., &,,_1. Consideram urmatoarea transformare de coordonate:

T1 = 517
To = 527
Tm—1 = Sm 1
b
Tm = 251:; 51 52 +.ot ;;)mzn m—1 T Sm
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Matricea acestei transformaéri este

blm
1 0 0 b
0 1 0 o
M=1 ... ... .. . ..
bm—lm
0 0 .. 1 b
0 0 0 1

Matricea M este nesingulard (determinantul ei fiind egal cu 1). In noile
coordonate, forma A (z,x) se scrie in mod evident astfel

A(x,2) = B(2,7) + b2

m?

A

unde forma patraticd B (z, x) depinde numai de marimile 71, 79, ..., Tp,—1. In
virtutea ipotezei de inductie exista o noua transformare

N = P71+ Pi1272 + ... + Prm—1Tm—1,
Mo = P21T1 + P22T2 + oo + P2p—1Tm—1, (3.2.4)

N1 = Pm—11T1 + Pm-12T2 + .. + Pi—1m-1Tm—1,

cu matricea nesingulard P = (p;;) care reduce forma B (z, z) la forma

canonica

1<i,j<n

B (.T, l’) = )‘177% + )\2773 + .+ )\m717772n—1'

Daci addugam la egalitatile (3.2.4) egalitatea n,, = 7,,, atunci se obtine o
transformare nesingulara a coordonatelor 71, 79, ..., 7,, in raport cu coordo-
natele 7,,7s, ...,n,, dupa care forma A (z,x) se scrie astfel

A(x,z) = B(z,z)+ bmmT?n = )\mf + /\2773 + ..+ )\m_ln?n_l + bmmnfn.

Trecerea directd de la coordonatele {{} la coordonatele {n} se realizeazd cu
ajutorul matricii egale cu produsul matricilor de trecere de la coordonatele
{7} la coordonatele{n} cu matricea de trecere de la coordonatele {{} la
coordonatele {7}. Deoarece ambele matrici sunt m x m-matrici nesingulare,
atunci i m X m-matricea produs este de asemenea nesingulara.

Réméane de considerat cazul cand in forma A (x,z) cu m coordonate
£1,&,, ..., &, toate numerele ay1, asy, ..., Gy sunt egale cu zero. Consideram
unul din termenii a;;§,§; cu coeficientul a;; diferit de zero; de exemplu, pre-
supunem ca a;p # 0. Efectuam urmatoarea transformare de coordonate
(pentru comoditate scriem trecerea de la noile coordonate la cele vechi):

51 = fil + 5:2a
52 = gl - 527 (3'2.5>
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Determinantul transformadrii (3.2.5) este egal cu (—2), deci aceasta transfor-
mare este din nou nesingulara. Termenul a;2£,£, se transforma in modul
urmator

2 2
G1251f2 = a12f/1 - a12flz )

de aceea in forma transformata apar din nou doua patrate ale coordonatelor
cu coeficienti nenuli (este evident ci aceste patrate nu pot fi asemenea cu
ceilalti termeni, deoarece acegtia contin coordonatele &, cu i > 2). Astfel, in
coordonatele &, formei (3.2.2) i se poate aplica metoda inductiva anterioara.

Asadar, forma (3.2.2) cu orice numar m < n de coordonate efective &,
se reduce la forma (3.2.1) prin transformarea (3.2.2’), inlocuind n cu m.
Adaugand eventual egalitatile n,, ., = &,41,.-,n, = §,, putem completa
sistemul (3.2.2”) pan4 la sistemul cerut din n ecuatii cu matricea nesingulara
P = (pij)1<; j<, § demonstratia se incheie. B

Ideea demonstratiei-separarea succesiva de patrate-poate fi aplicata si
pentru reducerea efectiva a unei forme patratice data, la forma canonica.

Observatia 3.2.1. Nici baza canonica, nici forma canonica a unei forme
patratice nu sunt unic determinate. De exemplu, orice permutare de vectori
al unei baze canonice conduce la o alt bazi canonici. In cele ce urmeazs
vom arata intre altele ca pentru o forma patratica data se poate construi o
bazd canonica luand primul vector al acestei baze in mod arbitrar (cu unele
exceptii).

Apoi daca forma este scrisa canonic

Az, z) = )\177% + )\gng + ...+ /\nni

(71, Mg, ---, 1, fiind coordonatele vectorului z), atunci transformarea coordo-
natelor

N = Qi1T1,T)g = Q2T2,..., 7], = QpTy

(a1, ag, ..., a, fiind numere fixate, toate nenule, iar 74, 79, ..., 7, noile coordo-
nate) reduce forma A (x,z) la o noud formd, de asemenea canonica, dar cu
alti coeficienti

Az, x) = ()\104?) T% + ()\204%) T; + ...+ (/\nozi) Ti.

De aceea se pune problema descrierii tuturor formelor canonice care pot fi re-
duse la o forma patratica data. Aceasta problema va fi precizata restrangand
definitia formei canonice sau restrangand clasa transformarilor admisibile de
coordonate.

Observatia 3.2.2. In general, num#rul coeficientilor canonici nenuli
este egal cu rangul matricii formei patratice in baza canonica corespunza-
toare. Deoarece rangul matricii unei forme patratice nu depinde de alegerea
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bazei, numarul coeficientilor canonici nenuli ai unei forme patratice nu de-
pinde de alegerea bazei canonice. Acest numar coincide cu rangul formei
patratice (a se vedea teoremele 2.7.2.-3. si corolarul 2.7.1.). Cunoscand ma-
tricea unei forme pétratice A (z,x) intr-o bazd B, putem prevedea numarul
coeficientilor canonici nenuli ai acestei forme; acest numar este chiar rangul
formei A (z,z), care se poate calcula ca rangul formei A (z,z) in baza B. In
particular, pentru o forma patraticd nedegenerata (nesingulara) in orice baza
canonica toti coeficientii ei canonici sunt diferiti de zero.
a) Baza canonica a unei forme biliniare.

Definitia 3.2.1. Un vector x; se numeste conjugat cu vectorul y; relativ
la o forma biliniara A (z,y) daca:

A(%,yl) = 0.

Conditia de conjugare a vectorilor x; si y; se scrie

n

Azy) =Y apémy, =0,

jk=1
unde (aji),; ;< este matricea formei biliniare A (x,y) reprezentata intr-o

n n
bazd B= {e1,ey,...,en}, lar 21 = ) €65 81 y1 = > myen.
j=1 k=1

Teorema 3.2.2. Daca vectorii x1, s, ...,T) sunt conjugati cu vectorul
y1 atunci orice vector al subspatiului L (x1,s, ..., Ty )-acoperirea liniard a
vectorilor x1, xs, ..., Ty este de asemenea conjugat cu y;.

Demonstratie. Intr-adevir, conform proprietitilor unei forme biliniare,

Aloqzy + oo+ agzr, 1) = a1 A(z1,91) + ... + A (2, y1) = 0.

|

Daca un vector y; este conjugat cu orice vector al unui subspatiu X' C IC,
atunci vom numi acest vector conjugat subspatiului £'. Multimea K" a
tuturor vectorilor y; € K conjugati subspatiului X' este evident un subspatiu
al lui IC. Acest subspatiu K” va fi numit conjugatul lui K.

Definitia 3.2.2. O baza B= {ej,eq,...,e,} a spatiului K se numeste
baza canonicd pentru forma biliniara A (z,y) daca vectorii bazei sunt conju-
gati doi cate doi: A (e;,ej) =0 pentru i # j.

Matricea unei forme biliniare intr-o baza canonica are forma diagonala,
deoarece a;; = A(e;,e;) = 0 pentru ¢ # j. O matrice diagonala coincide cu
transpusa ei, de aceea orice forma biliniara avand baza canonica trebuie sa
fie simetrica.
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Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 3.2.3. Orice formd biliniard simetrici A (z,y) admite baza
canonica.

Demonstratie. Consideram forma patraticad A (x,z) care corespunde
unei forme biliniare A (z,y). Este cunoscut cd in spatiul I existd o baza
B= {ey, €3, ..., e, } relativ la care forma patraticd A (x,x) se scrie sub forma
canonica

Az, x) = z”: NED.
i=1

Forma biliniara simetrica corespunzitoare A (z,y) are forma canonici
n
Alz,y) =Y N, (3.2.6)
i=1

n
unde y = > n,e;, lar a;; = aj; (4,7 =1,2,...,n); matricea el este asadar
i=1

diagonald. Dar aceasta inseamna ca baza B= {ej, e, ...,€,} este canonica
pentru forma A (z,y). ®

Observatia 3.2.3.  Fie B= {ey,eq,...,e;} baza canonica a formei
A (x,y)intr-un subspatiu k-dimensional K" C K. Fie &1, €9, ..., & coeficientii
canonici corespunzatori. Exprimam numerele A (z, e;) prin coordonatele vec-
torului z € K'. Avem

k k
Az, e;) = A Zlgjejaei = ZlfjA(ejaei) =
j= j=

= &§iA (e, 6) = €&,

astfel ca numerele A (x, ¢;) determina in mod univoc coordonatele vectorului
x. Daca forma A (x,y) este nesingulara in subspatiul £’, atunci numerele ¢;
sunt diferite de zero; in acest caz, are loc si afirmatia inversa, anume, valorile
formei A (z, e;) determind univoc coordonatele vectorului x.

b) Construirea unei baze canonice prin metoda Jacobi.

Metoda de construire a unei baze canonice prezentata anterior prezinta
inconvenientul ca nu ofera posibilitatea exprimarii directe, in functie de ele-
mentele matricii A(g-) a unei forme biliniare simetrice A (z, y) intr-o bazi B’=
{f1, f2, .-, fn} a coeficientilor \; si coordonatele vectorilor bazei canonice.
Metoda Jacobi expusa in cele ce urmeaza ne va permite sa determinam acegti
coeficienti si coordonatele vectorilor bazei canonice cautate. Pentru aceasta
impunem matricii A(g+) urmatoarea conditie suplimentara: toti minorii din
colturile din stanga sus ai matricii Ag: pana la ordinul n — 1 inclusiv, adica
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a1 a2 cee Qin-—1
aix 12 21 22 cee Q2p—1 o
(51 = a11752 = . 6n—1 = " sa fie
Q21 @22 | | ceeieien eieiiee er i
Gp—11 QAn—12 Ap—1n—1

diferiti de zero.
Vectorii eq, €, ..., e, sunt construiti dupa formulele

( €1 = flu
€y = ozﬁ”fl + fa,
e3 = Oégz)fl + Oé§2)f2 + f3,
E ST SURRTRRURN (3.2.7)

Len=a"A+ad Vh+ad s+ 4" fas + fo,

. .. k . v
unde coeficientii ag ) (1=1,2,..,k;k=1,2,...,n — 1) sunt deocamdata nede-
terminati. Observam mai intdu ca trecerea de la vectorii f1, fa, ..., fr la vec-
torii ey, es, ..., ex se efectueaza cu ajutorul matricii

1 0 0 0 0
oV 1 0 0 0
agkfl) aékfl) aékil) a,(f:ll) 1
avand determinantul egal cu 1; de aceea pentru k = 1,2,...,n, vectorii

f1, fo, -, fr pot fi exprimati liniar prin ey, es, ..., €; $i prin urmare acoperirea
liniard L (fi, fo, ..., fr) coincide cu acoperirea liniard L (eq, e, ..., €x).

Impunem coeficientilor agk) (1 =1,2,..., k) conditia ca vectorul ej sa fie
conjugat subspatiului £ (eq, e, ..., ;). Pentru aceasta este necesar si suficient
sa aiba loc egalitatile

A (6k+1, f1> = O, A (6k+1, f2) = O, vy A (€k+17 fk) =0. (328)

Intr-adevir, din conditiile (3.2.8) rezultd c& vectorul e, este conjugat
cu acoperirea liniara a vectorilor fi, fs, ..., fx care coincide conform celor ara-
tate cu acoperirea liniara a vectorilor ey, e, ..., e;. Invers, daca vectorul e;
este conjugat spatiului £ (eq, es, ..., ex), atunci el este conjugat fiecarui vector
al acestui subspatiu gi in particular cu vectorii fi, fo,..., fx, de aceea se in-
deplinesc egalitatile (3.2.8). Inlocuind in (3.2.8) expresia (3.2.7) a lui ex4; si
folosind definitia formei biliniare, se obtine sistemul liniar de ecuatii relativ
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la marimile ozl(k) (i=1,2,...,k):
([ Aera 1) = VA (fi, £) + VAo, i) + ot

+ol A (fir 1) + A(frsr, 1) =0,

A(epst, f2) = aﬁk)A (f1, f2) + Oégk)A (f2, f2) + ot

"‘Oéi(gk)A (frs f2) + A(frgr, f2) =0, (3.2.9)
Alers, fi) = oV A(f1, i) + oSV A (fo, fr) + .+

{ +041(gk)A (fies &) + A (frs1, fu) = 0.

Acest sistem neomogen de ecuatii cu coeficientii A (f;, f;) = a;; , unde i, j =
1,2, ..., k, are prin ipoteza determinantul diferit de zero si prin urmare este
compatibil si determinat; asadar se pot determina marimile agk) si in acelasi
timp se poate construi vectorul cautat e;,.;. Pentru determinarea tuturor
coeficientilor agk) si a tuturor vectorilor e, este necesar ca pentru fiecare k sa
fie rezolvat sistemul corespunzator (3.2.9), adicd un sistem de n — 1 ecuatii
liniare.

Not&am coordonatele vectorului x in baza B= {ey, es, ..., €, } cu &y, &y, ..., €,
si coordonatele lui y in aceeasi baza prin 7y, 1y, ..., 7,,-

Forma biliniard A (z,y) se scrie in aceastd baza

A(z,y) = Z A& (3.2.10)
i=1

Pentru a calcula coeficientii A\; vom rationa in modul urmator. Consid-
eram forma biliniard A (z,y) restransa la subspatiul £, = L (e, e, ..., en),
unde m < n. Forma A (x,y) admite relativ la baza fi, fs, ..., fn a subspati-
ului £,,, matricea

a1 a19 e Q1
21 929 oo Qom

)
Am1 Am2 .. Amm

iar in baza ey, eo, ..., €,,, matricea

A0 0
0 A 0
0 0 ... A

Matricea de trecere de la baza fi, fs, ..., f,, la baza ey, es, ..., €,,, corespun-
zénd formulelor de trecere (3.2.7) are determinantul egal cu 1.
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In virtutea formulei det Ay = det A, (det P)®, unde P este matricea
de trecere de la o baza la alta, trebuie sa avem

a1 a19 oo Q1 )\1 0 .. 0
Ao
det Q21  A22 Q2m, — det 0 2 0 ’
Am1l Qma - Qmm 0 0 .. Ay

sau utilizand notatiile pentru minorii din coltul din stdnga sus
Om = MA2 A (Mm=1,2,...,n). (3.2.11)

Din formulele (3.2.11) rezulta direct ca

AL = <§1 = a1,
)\2 - 5_27
1
A3 = %2, (3.2.12)
..... _6n
)\n o fsn—l

Formulele (3.2.12) permit determinarea coeficientilor unei forme biliniare
intr-o baza canonica, fara a calcula baza insasi.

Teorema 3.2.4. Daca un vector f nu apartine unui subspatiu K' C IC
pe care forma A (z,y) este nesingulard, atunci exista o descompunere unica

f=g9+h, (3.2.13)

unde g € K', iar h este conjugat spatiului K'.
Demonstratie. Consideram cea de-a k formuld din sistemul (3.2.7), pe
care o scriem astfel:

Jr41 = —Oégk)fl — a;(gk)fk + €k+1 = gk T+ €pt1-

In aceastd formuld vectorul g apartine subspatiului £ (f1, fa, ..., fx), iar €41
este conjugat acestui subspatiu. Coeficientii agk ,agk), e Ozkk) se determina
in mod unic din sistemul (3.2.9) in ipoteza c& det (A (fi, f;)),<; ;<) sau, cd
forma A (x,y) este nesingulard pe subspatiul L (fi, fo,..., fr). Deoarece
vectorul fri; a fost ales arbitrar, atunci notdnd f = fri1,9 = g, h =
ex+1, L (f1, fa, -, fx) = K' C K, teorema este complet demonstrata. B

Observatia 3.2.4. Notam prin K” subspatiul conjugat subspatiului X’
relativ la forma A (z,y). Descompunerea unica de tipul (3.2.13) aratd ci
intreg spatiul IC este suma directd a subspatiilor X' gi £”. Asadar, avand un
subspatiu X' C K pe care forma A (z,y), definita pe intreg spatiul /I, este
nesingulara, are loc o descompunere directd K = K’ + K”, unde subspatiul
K" este conjugat cu K’ relativ la forma A (x,y).
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3.3 Semnul unei forme patratice.

Faptul ca in multimea numerelor rele exista numere pozitive si numere neg-
ative, face ca teoria formelor biliniare si a formelor patratice in spatii reale
sa aiba unele aspecte specifice, care nu se intalnesc in cazul unui corp oare-
care de scalari. Conform teoremei privind reducerea unei forme patratice la
forma canonica, orice forma patraticd A (z, z) se reduce intr-o anumita baza
la forma canonica

A(z,z) = Mni+ oo+ A2

Printre numerele reale A\, \s, ..., \,, exista atdtea numere nenule cat rangul
matricii formei A (x,z). Ele sunt pozitive sau negative. Numadarul coefi-
cientilor canonici pozitivi si numarul coeficientilor canonici negativi nu se
modifica prin schimbarea bazei canonice aga cum rezulta din teorema urma-
toare.

Teorema 3.3.1. (Legea inertiei pentru forme pétratice a lui Sylvester)
Numarul coeficientilor pozitivi si numarul coeficientilor negativi in forma
patraticd A (x, ) sunt invarianti ai formei (adicd nu depind de alegerea bazei
canonice).

Demonstratie. Fie A (z,r) o form# pétraticd datd. Intr-o anumitd
bazd B= {ej, €, ..., €,} ea are forma

n

A(l‘,l’) = Z aikgifka

ik=1

unde &4, &y, ..., €, sunt coordonatele vectorului x relativ la baza B. Admitem
ca alegem doud baze canonice B’= {fi, fo, ..., fu} st B”= {91,992, ..., 9.}
Notam prin 7y, 7y, ..., n,, coordonatele vectorului z in baza B’ si 71,72, ..., 7y
coordonatele lui x in baza B”. Formulele corespunzatoare de transformare a
coordonatelor vor fi de forma:

(

N = b1y + b2y + ... 4 b1s&,,s
T1 = 01151 -+ 01252 4+ ...+ Clnfna
Ny = b21§1 + b2y + ... + b2i&,,
To = 02151 + 62252 + ...+ C2n§m (331)
Ny = bnlfl + bn2£2 + ...+ bnn£n7
[ Tn = &y + s + oo+ Cankye

In baza B’ forma A (z, ) se scrie

A(x,x) = i + oo+ QN — Qi 1Tos1 — oo — Qs (3.3.2)
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iaI’ in baza B”
A( )—/Bl + +572_/3 72 - - 32 (333)
x,m 1 1 s p p p 1 p 1 e q q- . .

Numerele ay, s, ..., am, By, B, ..., B, se presupun pozitive. Vom arata cd k =
p,m = q. Egaland membrii din dreapta ai egalitatilor (3.3.2) si (3.3.3) si
trecand termenii negativi in ceilalti membrii, rezulta

04177% + ...+ ak',?% + 61’4‘17—24’1 + ...+ ﬁqTZ -

3.3.4
= Q11 T -+ Ol + P175 + o+ BT (334)

Presupunem k£ < p. Consideram atunci vectorii x satisfacind conditiile

{ 771: ,32207...,7]k:07 (335)

Tpr1 =0,..,74=0,7¢11 =0,...,7, = 0.

Aceste conditii sunt in numar mai mic decat n (deoarece k < n). In-
locuind expresiile lui 7y, ..., 1y, Tp+1, ..., T, prin coordonatele {{} dupa for-
mulele (3.3.1), obtinem un sistem de ecuatii liniare omogene cu numarul
de ecuatii mai mic decat numarul necunoscutelor si, prin urmare, acest sis-
tem omogen admite o solutie nenuld = = {£,,&,,...,§,}. Pe de altd parte,
orice vector x satisfacand conditia (3.3.5) satisface conform egalitatii (3.3.4)
conditiile
TiI=T2=..=7,=0.

Vectorul pentru care 7y = 79 = ... = T, = Tpp1 = ... = T, = 0, este iIn mod
necesar vectorul nul si pentru el toate coordonatele {£} trebuie de asemenea
sa fie egale cu zero. Contradictia obtinuta arata ca ipoteza k < p nu poate
fi indeplinita. Din rolul simetric al numerelor k si p rezulta ca nici ipoteza
p < k nu poate avea loc. Asadar, k = p. Mai departe, considerand conditiile

71=0,72=0,...,7, =0,
77k+1 = 07 777m = Oanerl = 07 77771 = 07

prin aceeasi metoda ipotezele m < ¢ si ¢ < m conduc la contradictie si se
obtine in final £ = p si m = ¢, adica ceea ce trebuia dovedit. B

Observatia 3.3.1. Teorema inertiei demonstrata anterior pentru forme
patratice se formuleaza in mod direct si pentru formele biliniare simetrice si
anume: numarul coeficientilor canonici pozitivi si al celor negativi in expresia

A(z,y) = Y. N&m;, a unei forme biliniare A (z,y) nu depinde de alegerea
i=1

n n
bazei canonice (z = Y &;e; , y = > n,€i).
i=1 i=1
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Observatia 3.3.2. p se numeste indicele pozitiv de inertie, iar (¢ — p)
se numegte indicele negativ de inertie, iar numérul s = p— (¢ — p) se numeste
signatura formei patratice A (z, x).

Definitia 3.3.1. O forma patratica se numegte pozitiv (negativ) definita,
dacad A (z,z) > 0 (A (x,z) < 0) pentru orice x € K; forma A (z, x) se numegte
pozitiv (negativ) semidefinita daca A (z,z) > 0 (A (z,z) < 0) pentru orice
x € K (exista cel putin un x, € K astfel incat A (xy,z1) =0).

Observatia 3.3.3. Forma A (z,x) se numeste nedefinita daca exista
x1 € K astfel incat A (zq,21) > 0 i existd xo € K incat A (x2,z2) < 0.

Dupa legea de inertie, notiunile definite anterior sunt invariante, deci
independente de expresia bazei in care se exprima forma patratica.



Capitolul 4

Spatii vectoriale euclidiene.

4.1 Spatiul vectorial real.

O mare varietate de fapte din geometrie decurg din posibilitatea diverselor
masurari, in esenta posibilitatea masurarii lungimilor segmentelor gi unghi-
urilor intre drepte. Intr-un spatiu vectorial oarecare nu exists mijloace pentru
descrierea unor astfel de masurari, ceea ce restrange domeniul de studiu.

Pentru a extinde in mod natural metodele legate de existenta masurilor
uzuale din geometrie la spatii vectoriale generale, apelam la notiunea de
produs scalar a doi vectori.

Intr-un spatiu vectorial general va fi ugor si introducem mai intai notiunea
de produs scalar a doi vectori si apoi sa definim lungimile vectorilor si unghiul
dintre vectori pe baza acestei notiuni.

Este util sa vedem ce proprietati ale produsului scalar uzual pot fi utilizate
pentru construirea unei marimi similare intr-un spatiu vectorial general. Ne
vom limita la cazul spatiului real cu observatii relativ la comportarea pro-
dusului scalar in spatii generale.

Definitia 4.1.1. Un spatiu vectorial real R se numeste euclidian daca:

1) existd o reguld care permite sd asociem oricarei perechi ordonate de
vectori x,y din R un numar real numit produsul scalar al vectorilor x,y,
notat (x,y);

2) sunt in plus satisfacute urmdatoarele conditii:

a) (z,y) = (y,z) (comutativitate);

b) (z,y+ 2) = (z,y) + (x, z) (distributivitate);

c) (Ax,y) = A(z,y), pentru orice A € R;

d) (z,z) >0, pentruz > 0 gi (z,x) =0, pentru x = 0.

Axiomele a)-d) se pot formula spunand c& produsul scalar este o forma
biliniard b)-c), simetricd a) si pozitiv definitd d). Invers, orice forma ce

95
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satisface aceste proprietati poate fi luata ca produs scalar in R.
Deoarece produsul scalar al vectorilor x,y este o forma biliniara, atunci
forma ei generala este

kK m

<Z QG X4, Zﬁjyj) = Z Zazﬂj (24,95) - (4.1.1)

i=1 j=1

Aici x1, 29, .oy Ty Y1, Y2, .., Y SUNt vectori arbitrari ai spatiului euclidian R,
aq, Qa, ..o, By, Be, ..., B, sunt numere reale arbitrare.
Observatia 4.1.1. In cazul spatiului vectorial complex C spunem c&
este spatiu unitar daca:
1) oricarei perechi de vectori x,y din C i se asociazd un numér complex
notat (x,y); satisfacand conditiile:
2) a) (z,y) = (y,x) pentru orice z,y € C, iar (y, x) reprezintd conjugatul
lui (z,y);
b) (z,y+ z) = (x,y) + (z, 2), pentru orice z,y, z € C;
c) (z,\y) = X(z,y), pentru orice 2,5 € C si A € C;
d) (z,z) > 0, pentru orice = # 0; (0,0) = 0.
Din axiomele a)-c) rezultd formula generald

(Z ;5 Z ﬁkyk) = Z Z O‘jﬁ_k (xjv yk) )
j=1 k=1

j=1 k=1

pentru orice 1, g, ..., Tp, Y1, Y2, .., Yq din C si pentru orice numere complexe

i, Qg, "‘ap7 617 627 ceey Bq‘
Exemplul 4.1.1. In spatiul R,, introducem produsul scalar al vectorilor

= (517527 "'7§n>a Yy = (77177]2, ,7]”) astfel:

(z,y) = &y + Eamg + oo + €y (4.1.2)

Aceasta formula generalizeaza definitia binecunoscuta a expresiei produsu-
lui scalar al vectorilor din spatiul tridimensional prin coordonatele facto-
rilor, intr-un sistem ortogonal de coordonate. Se verifica imediat indeplinirea
conditiilor a)-d).

Trebuie observat c& formula (4.1.2) nu reprezintd unicul mod de definire
a unui produs scalar in R,,. Toate modurile posibile de definire a unui produs
scalar (adicd a unei forme biliniare simetrice pozitiv definite) in spatiul R,
definesc un produs scalar.

Exemplul 4.1.2. In spatiul R (a,b) al functiilor reale continue pe seg-
mentul [a, b] se poate introduce produsul scalar al functiilor x (¢),y (¢) dupa
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formula
b

(x,y) = /x(t)y(t) dt. (4.1.3)

Este ugor de aratat, prin aplicarea regulilor de baza ale integrarii ca sunt
indeplinite conditiile a)-d). In cele ce urmeazi, vom nota spatiul R (a,b)
inzestrat cu produsul scalar (4.1.3), prin Rs (a,b).

Exemplul 4.1.3. In spatiul n-dimensional C, introducem produsul
scalar al vectorilor z = (£,&5,..,€,,), ¥ = (M1, Mgy -, 1,,) dupd formula

Indeplinirea proprietitilor a)-d) se verificd cu ugurints.
Exemplul 4.1.4. In spatiul C (a,b) al functiilor continue pe segmentul
[a,b] cu valori complexe, definim produsul scalar al functiilor x (t) si y (t)

prin formula
b

@) = [= 0y
Indeplinirea axiomelor a)-d) rezults din proprietitile fundamentale ale inte-

gralei (si in cazul exemplului 4.1.3. si in cazul 4.1.4. este vorba de axiomele
a)-d) din observatia 4.1.1.).

4.2 Notiuni metrice fundamentale.

Avand definit un produs scalar, putem indica definitia altor notiuni metrice
de baza-lungimea vectorilor si unghiul a doi vectori.
a) Lungimea vectorilor.

Lungimea unui vector x intr-un spatiu euclidian R este prin definitie

numarul real pozitiv
lz| = /(z, z). (4.2.1)

Aceasta definitie raméane valabila si pentru un vector x intr-un spatiu euclid-
ian C.

Din axioma d) rezulté cd pentru orice vector x dintr-un spatiu euclidian R
exista o lungime; pentru orice vector x # 0 lungimea este pozitiva si vectorul
nul are lungimea egala cu zero. Egalitatea

lax| = \/(ax, ax) = \Va? (z,7) = |a| /(z,7) = |a| |z] (4.2.2)
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arata ca marimea absoluta a unui multiplicator real poate fi scoasa factor din
expresia lungimii unui vector. Acelasi lucru ramane valabil si in cazul cand
multiplicatorul a este complex, cu mentiunea ci vaa = |a.

Orice vector x de lungime 1 se numesgte normat. Orice vector nenul y
poate fi normat, adica inmultit cu un numar A\ astfel incat ca rezultat sa se
obtind un vector normat. Intr-adevir, ecuatia [Ay| = 1 relativ la A are de
exemplu solutia A = l‘ .

O multime F' C R se numegte marginita daca lungimile tuturor vectorilor
x € F sunt marginite de o constanta fixata. Exemple de multimi marginite
sunt: bila unitate a spatiului R, adica multimea tuturor vectorilor x € R
cu lungimea mai mica decat 1 si sfera unitate-multimea tuturor vectorilor
r € R avand lungimea egald cu 1. In cazul spatiului euclidian complex C, ca
exemplu de multime marginita se poate da bila unitate a spatiului C, adica
multimea tuturor vectorilor z € C cu |z] < 1.

b) Unghiul dintre doi vectori.

Se numeste unghi neorientat intre doi vectori nenuli z, y acel unghi cuprins
itntre 0° si 180° al cirui cosinus este egal cu raportul

(z.y)
2| [yl

Pentru ca aceasta definitie sa poata fi aplicata intr-un spatiu euclidian
oarecare, este necesar de aratat ca raportul indicat mai inainte este cuprins
intre —1 si 1 pentru orice vectori nenuli z,y, adica valoarea absoluta a ra-
portului sa fie cel mult egald cu 1.

Pentru a demonstra acest fapt, consideram vectorul Ax — y, unde \ este
un numar real arbitrar fixat. Conform axiomei d), pentru orice A, avem

Az —y, Az —y) > 0. (4.2.3)
Folosind formula (4.1.1) putem scrie aceasta inegalitate astfel
A (z,3) = 2X (z,y) + (y,y) > 0. (4.2.4)

In membrul stang al inegalititii (4.2.4) se afli un trinom de gradul doi relativ
la A cu coeficienti constanti. Acest trinom nu poate avea radacini reale
distincte, deoarece in acest caz nu ar putea avea semn constant pentru toate
valorile lui A. De aceea discriminantul (z,y)* — (z,z) (y,y) al acestui trinom
nu poate fi pozitiv, deci

(z,9)* < (z,2) (y.y).
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De aici rezulta ca
[(z,9)| < [=||y], (4.2.5)

ceea ce trebuia ardtat. Inegalitatea (4.2.5) se numeste inegalitatea Cauchy-
Buniakovski-Schwartz. B

Observatia 4.2.1. Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz in cazul
a doi vectori x,y € C se demonstreaza dupa aceeasi schema ca cea de mai
inainte, dar cu o anumita precautie in utilizarea numerelor complexe. Daca
(z,y) = 0, atunci inegalitatea (4.2.5) este evidenta. Pentru (z,y) # 0 ob-
servam ca (Axr — y, Ax — y) > 0 pentru orice A complex.

Dezvoltand membrul stang, rezulta

N (z,2) = A(2,y) — Mz, y) + (y,y) > 0. (4.2.6)

Vom considera ca A\ variaza pe dreapta y-simetrica fata de axa reald a
dreptei definitd de origine si de numarul complex (x,y); agsadar, A = tzo,

unde t este real si 2y este numar complex de modul 1 care determina directia

(z,9)
()]
Inegalitatea (4.2.6) devine

dreptei v, zo = Atunci A (z,y) = t|(z, y)| este real si A(z,y) = A (z,y).

t2 (x,2) — 2t|(x,y)| + (y,9) > 0. (4.2.7)

Acum rationand ca si in cazul spatiului euclidian real obtinem inegalitatea
Cauchy-Buniakovski-Schwartz cautata.

Daca inegalitatea (4.2.5) se reduce la o egalitate, atunci trinomul din
membrul stang al inegalitatii (4.2.7) are o unica radacina reald t. Inlocuind
tzo cu A, rezulta cd trinomul din membrul stang al relatiei (4.2.6) are ridacina
Ao = tzg, unde (Agz — y, Aox — y) = 081 y = Aoz astfel cd vectorii z i y difera
doar printr-un factor complex.

Ne propunem sa vedem in ce caz inegalitatea (4.2.5) se reduce la o egali-
tate. Daca vectorii x, y sunt coliniari, atunci exista A € R astfel incat y = \x
si, evident

(2, 9)| = (2, 22)| = |\ (,2) = M| [2]* = |a] |y] -

Ardtdm ci si invers, dacd inegalitatea (4.2.5) se reduce la o egalitate
pentru o pereche de vectori nenuli z, y, atunci acesti vectori sunt coliniari.
Daca are loc egalitatea

|z, 9)| = || [yl

atunci discriminantul trinomului de gradul doi (4.2.4) este egal cu zero si,
prin urmare, trinomul are o unica radacina reala \g.
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Obtinem astfel:

Ao (2,2) — 200 (2,9) + (4, 9) = (Mo — y, Ao — ) = 0,

de unde conform axiomei d) rezultd cd Agx — y = 0 sau y = Aox.
Agadar, valoarea absoluta a produsului scalar a doi vectori este egala cu
produsul lungimilor lor daca si numai daca acesti vectori sunt coliniari.
Exemplul 4.2.1. Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz in spatiul
R,, are forma

YoEmi| < [ DG D
j=1 j=1 Jj=1

aceasta fiind adevarata pentru orice pereche de vectori x = (&, &5, ..., &,,) , ¥ =
(M1, Mg, -y 7,,) SAN, ceea ce este acelagi lucru, pentru orice doud sisteme de
numere reale £;,&,, ..., &, $1 01, Ngs ooy N,y

Exemplul 4.2.2. In spatiul R; (a,b) inegalitatea Cauchy-Buniakovski-
Schwartz are forma

b b b

/:c(t)y(t)dtg /xQ(t)dt /y2(t)dt.

a a

4.3 Ortogonalitate.

Definitia 4.3.1. Vectorii = gi y se numesc ortogonali dacd unghiul neori-
entat dintre ei este egal cu 90° (adicd xLy).

Notiunea de ortogonalitate a vectorilor x si y coincide cu cea de conjugare
a acestor vectori relativ la forma biliniara (z, y).

Daca x # 0 si y # 0, atunci din aceasta definitie, tinAnd seama si de
definitia generala a unghiului neorientat a doi vectori, rezultd ca = si y
formeaza un unghi de 90°. Vectorul nul este ortogonal la orice vector z € R.

Observatia 4.3.1. Intr-un spatiu unitar nu se introduce notiunea de
unghi intre vectori. Se considera totusi conditia de ortogonalitate a doi vec-
tori x si y; ca in cazul real aceasta revine la indeplinirea egalitatii

(Z‘,y) = 0.

In acest caz avem evident (y, ) = (z,%) = 0.
Exemplul 4.3.1. In spatiul R,, conditia de ortogonalitate a vectorilor

x=(£,&, .-, ¢,) sty = (ny,1s,...,m,) are forma

§im +&amy + o +Em, = 0.
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Vectorii e; = (1,0,0,...,0),eo = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,0,...,1) sunt
ortogonali doi cate doi.

Exemplul 4.3.2. In spatiul R, (a,b) conditia de ortogonalitate a vec-
torilor x =z (t) si y = y (t) are forma

b

/:L‘(t)y(t)dt:().

a

Se poate verifica prin calcul direct al integralelor corespunzatoare, ca in
spatiul Rs (—m, ) orice doi vectori distincti ai “sistemului trigonometric”
{1, cost,sint, cos2t,sin 2t, ..., cos nt, sinnt, ... }sunt ortogonali.

Lema 4.3.1. Vectorii nenuli ortogonali doi cate doi x,xs, ..., T sunt
liniar independenti.

Demonstratie. Presupunem ca acesti vectori sunt liniar dependenti;
atunci are loc egalitatea

01171 + CQZEQ + ...+ Ckl’k = 0,

unde, de exemplu, C; # 0. Inmultim aceasti egalitate scalar cu z;; in
virtutea ipotezei de ortogonalitate obtinem Cj (z1,z1) = 0; de aici rezultad
(x1,21) = 0, adicd 21 = 0, ceea ce contrazice ipoteza facuta. W

Rezultatul acestei leme va fi folosit sub urmatoarea forma: daca suma
unor vectori ortogonali doi cate doi este nula, atunci fiecare din termeni este
egal cu zero.

Lema 4.3.2. Daca vectorii y,%s, ...,y sunt ortogonali vectorului z,
atunci orice combinatie liniara oy, + asys + ... + Qpy, este de asemenea
ortogonala lui x.

Demonstratie. Intr-adevir

(g1 + aoyo + ... + gy, ) = aq (Y1, ) + ao (y2, ) + ... + g (yg, ) = 0;

prin urmare vectorul a;y; + oys + ... + iy este ortogonal vectorului z, asa
cum s-a afirmat.

Multimea tuturor combinatiilor liniare a3y, + asys + ... + agyr formeaza
un subspatiu £ = £ (y1, Y2, ---, Yk ) , acoperirea liniard a vectorilor yy, v, ..., Y.
Agadar, vectorul x este ortogonal fiecarui vector al spatiului £. B

In astfel de cazuri vom spune c& vectorul z este ortogonal subspatiului
L. In general, daci F C R este o multime oarecare de vectori in spatiul
euclidian R, atunci vom spune ca vectorul = este ortogonal multimii /' daca
el este ortogonal oricarui vector din F.

Multimea G a tuturor vectorilor x ortogonali multimii F' formeaza ea
insagi conform lemei 4.3.2. un subspatiu al spatiului R. Adeseori aceasta
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situatie se intalneste in cazul cdnd F' insusi este un subspatiu si atunci sub-
spatiul G se numeste complementul ortogonal al subspatiului F'.

a) Teorema lui Pitagora si generalizarea ei.

Fie doi vectori ortogonali z,y; atunci prin analogie cu geometria ele-
mentara vectorul x + y poate fi numit ipotenuza triunghiului dreptunghic
construit pe vectorii z,y. Inmultind scalar = + y cu el insusi si folosind
ortogonalitatea vectorilor x,y obtinem

z+yP =@ty r+y) =(2,2)+2(zy) + (yy) =

= (z,7) + (y,9) = |z|* + [y*.

Am demonstrat astfel ca in orice spatiu euclidian are loc teorema lui Pitagora:
patratul lungimii ipotenuzei este egal cu suma patratelor lungimilor catetelor.
Aceasta teorema se poate generaliza la cazul oricdrei sume finite de vectori.
Anume, fie vectorii x1, Ts, ..., Ty doi cate doi ortogonali si z = x1+xo+...+xy;
atunci

’2‘2 = (331 + 2o+ ... + T, X1+ T2+ ... —|—l'k) =

(4.3.1)
= |x1]2 + \x2]2 —+ ...+ |Llj’k’2 .

b) Inegalitatile triunghiului.

Daca x si y sunt vectori oarecare, atunci prin analogie cu geometria ele-
mentara, vectorul z+y poate fi numit cea de a treia latura a triunghiului con-
struit pe vectorii = si y. Folosind inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwartz
obtinem

e +yf = (@ +y,z+y) = (x,2)+2(@,y) + (1.y),
de unde avem ca

2 2 2 2
|z +y” < 2"+ 2[af |y + [y = (=] + [y])

2 2 2 2
[z +y[” = |2|” = 2]zl |y + [y[" = (=] = ly])",

sau
|z +y| < |z + |y, (4.3.2)

|z +y| > |z — [yl (4.3.3)
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Inegalitatile (4.3.2), (4.3.3) se numesc inegalitatile triunghiului. Geomet-
ric, ele exprima faptul ca lungimea oricarei laturi a unui triunghi nu este mai
mare decédt suma lungimilor celorlalte doua laturi si lungimea oricarei laturi
nu este mai mica decit valoarea absolutd a diferentei lungimilor celorlalte
doua laturi.

c) Baza ortogonala.

Teorema 4.3.1. Intr-un spatiu euclidian n-dimensional R,, existd o
baza formata din n vectori nenuli ortogonali doi cate doi.

Demonstratie. Pentru forma biliniard (x,y) si de altfel pentru orice
forma biliniara simetrica in spatiul n-dimensional, exista o baza canonica
Y1, Y2, -, Yn- Conditia (y;,yx) = 0, pentru i # k, satisficutd de o baza
canonica, revine in cazul considerat la ortogonalitatea vectorilor y; si yg;
asadar, baza canonica vy, ys, ..., Yy, este formata din n vectori ortogonali doi
cate doi. Teorema este astfel demonstrata. B

Vectorii y1, ys, ..., Y, ai unei baze ortogonale pot fi normati usor, impartind
fiecare dintre ei prin lungimea lui. Se obtine atunci in spatiul R o baza ortog-
onald gi normata (care uneori se numeste “ortonormatd” sau “ortonormald”).

Fie ey, s, ..., €, 0 baza ortogonala normata in spatiul euclidian R,,. Orice
vector x € R,, poate fi scris sub forma

x=~Ee1+&e+ ...+ & en, (4.3.4)

unde &, &,, ..., &, sunt coordonatele vectorului . Numim aceste coordonate
coeficientii Fourier ai vectorului x relativ la baza ortonormata eq,es, ..., €,.
Inmultind scalar relatia (4.3.4) cu e;, gasim expresia coeficientului &;:

& =(x,e;) (1=1,2,...,n). (4.3.5)

Daca y = n,e1 + ny€2 + ... + 1,,€,, este orice alt vector al spatiului R,,, atunci
aplicdnd formula pentru produsul scalar obtinem

(z,y) = &y + Eang + o + 01, (4.3.6)

Asadar, in orice baza ortonormald produsul scalar a doi vectori este egal cu
suma produselor coordonatelor lor corespunzitoare (adicad suma produselor
coeficientilor Fourier).

In particular, punand y = z se obtine

)? = (v,2) = 2+ &5+ ... + €2 (4.3.7)
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Observatia 4.3.2. In cazul spatiilor euclidiene complexe, pentru vec-
torii ortogonali, ramén adevarate afirmatiile analoage lemelor 4.3.1.-2. si
teorema lui Pitagora.

Observatia 4.3.3. Inegalitatile triunghiului pentru cazul com-
plex. Daca z si y sunt doi vectori intr-un spatiu unitar C, atunci conform
inegalitatii Cauchy-Buniacovski-Schwartz avem

o4yl = (@ +y,x+y) = (,2) + (2,9) + (@,9) + (4,9),
o+ y* < (z,2) +2|(z,9)| + (9,9) < (J2] + |y])°,
o+ y* > (2,2) = 2|(2,9)| + (y,9) = (2] = [yl)

[ )

)

de unde
lz+y| < x|+ Jy[,

4.3.
oyl > |zl — Iyl (4.38)

Inegalitatile (4.3.8) se numesc, ca si in cazul real, inegalitétile triunghiului.
d) Problema perpendicularei.

Consideram in spatiul euclidian R un subspatiu finit-dimensional R’ si un
vector f care in general sa nu apartind subspatiului R’. Ne punem problema
de a gasi o descompunere

f=g+h, (4.3.9)

unde g apartine subspatiului R', iar h este ortogonal acestui subspatiu.

Definitia 4.3.2.  Vectorul g din descompunerea (4.3.9) se numegte
proiectia vectorului f pe subspatiul R', iar h este vectorul perpendicular
pe R’ dus din extremitatea vectorului f.

Solutia acestei probleme a fost data de fapt in cadrul “Formei canonice a
unei forme pétratice” (teorema 3.2.4), pentru orice forma biliniara simetrica
nesingularad pe un subspatiu R’. Deoarece forma pozitiv definitd (x,y) este
nesingulara pe orice subspatiu R’ C R, solutia problemei noastre impreuna
cu unicitatea rezulta din acelasi paragraf “Forma canonica a unei forme pa-
tratice” (teorema 3.2.4), iar prezenta unei descompuneri de tip (4.3.9) (asa
dupd cum s-a vdzut din acelasi paragraf amintit anterior-observatia 3.2.4.)
aratd ca intreg spatiul R este suma directa a subspatiului R’ si a comple-
mentului sdu ortogonal R”.

O suma directa ai carei termeni sunt ortogonali se numegte suma directa
ortogonala; am construit astfel descompunerea lui R in suma directd a lui
R’ gi R”. Daca dimensiunea spatiului R este egalad cu n, iar dimensiunea lui
R’ este egald cu k, atunci dimensiunea lui R” este egald cu n — k, deoarece
dimensiunea sumei directe este suma dimensiunilor termenilor.
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Observam ca problema se rezolva si in cazul cand vectorul f apartine
subspatiului R’. In acest caz solutia are forma

f=f+o.

O alta solutie evident nu existd; dacd am avea h = g+ h, g € R, h € R”,
atunci am avea de asemenea h = f —g € R’, deunde h =0, g = f.
Aplicand descompunerii (4.3.9) teorema lui lui Pitagora, obtinem

2= lgl* + |n]*, (4.3.10)
de unde rezulta ca are loc inegalitatea
0< [h < |fl, (4.3.11)

care geometric exprima faptul ca lungimea perpendicularei nu depaseste
lungimea oricarei oblice.

Subliniem cazurile cand in vreuna din inegalitatile (4.3.11) are loc semnul
de egalitate. Conditia 0 = |h| este echivalenta conditiei f = g + 0 = g, care
inseamna ca g = 0, conform teoremei lui Pitagora si, prin urmare

f=0+h=h;

agsadar, f este ortogonal la subspatiul R’. Astfel, egalitatea |h| = 0 inseamna
cd vectorul f apartine subspatiului R'; egalitatea |h| = |f| revine la aceea
ca vectorul f este ortogonal acestui subspatiu. Pentru orice alta agezare a
vectorului f, lungimea vectorului h va fi o marime pozitiva mai mica decat

lungimea vectorului f.
k

Fie ey, e, ..., ¢ 0 bazd ortonormald in subspatiul R’ si fie g = ) aje;.
j=1
Atunci, conform punctului ¢) “Baze ortogonale” (relatia (4.3.7))

k
9> => a.

=1

Inlocuind aceasti valoare |g|* in egalitatea (4.3.10) obtinem
k
2 _ 2 2
=R+ ).
j=1

In particular, pentru orice sistem ortonormal finit ey, es, ..., e, si pentru orice
vector f obtinem inegalitatea

k
> al <|fP,
j=1
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care se numeste inegalitatea lui Bessel. Sensul ei geometric este: patratul
lungimii vectorului f nu este mai mic decat suma patratelor proiectiilor sale
pe orice k directii ortogonale doua cate doua.

In aplicatii este necesard solutia efectivi a problemei perpendicularei cand
in subspatiul R’ este datd o anumitd bazd B= {b, bs, ..., by} nu neaparat
ortogonala sau normata.

Pentru a obtine aceasta solutie, descompunem vectorul cautat g astfel

g = B1by + Byba + ... + Brby

si aflam f4, B, ..., B; din conditia ca vectorul h = f — g sa fie ortogonal cu
toti vectorii by, b, ..., bx. Vom obtine urmatorul sistem de ecuatii:

( (h,bl) = (f -9, bl) = (f, bl) - B (b17b1) -
—52 (bg, bl) — .. T 5k (bk;, bl) — O,
(habZ) = (f -9 bz) = (f7 52) - B4 (bl,b2) -
_52 <b27 b2) e T Bk; (bka b2) — 07
(h’ bk ) . : (f_ g7bk ) : (f’ bk) _ B 1 (bl ’ bk) _ .....
L —B, (b2a bk) — o= By (blw bk) =0,
cu determinantul
(b17 bl) (b27 bl) (bk7 bl)
D _ (bh b2> (b27 b2) (bkv bQ)
(bib)  (bab) o (brby)

Determinantul D, ca determinant al matricii formei pozitiv definite (x,y) in
baza {b1, ba, ..., b} este diferit de zero. Rezolvand sistemul dupa regula lui
Cramer, obtinem expresiile pentru coeficientii 3; (j = 1,2,...,n):

(bi,b1) oo (bj_1,b1)  (fyb1) (bjr1,01) o (br, 1)
ﬂ_i (b1,b2) ... (bj_1,b2)  (f,ba) (bjs1,b2) ... (g, b2)
T D TR OO U PO PO PR UUOUOUPUPPPRO e e
(b1,br) oo (bj—1,bk)  (fibk) (bjra,bk) oo (by, i)

Problema perpendicularei poate fi pusa nu numai pentru spatii dar si pentru
hiperplane. In acest caz ea se formuleazs astfel: intr-un spatiu euclidian R
este dat un hiperplan R” obtinut prin translatie paraleld a unui subspatiu
R’ cu un vector f; trebuie aratat ca exista si este unica o descompunere

f=g9+h, (4.3.12)
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unde vectorul g apartine hiperplanului R”, iar h este ortogonal subspatiu-
lui R’ (geometric, vectorul g are extremitatea situatd in hiperplanul R”, iar
originea ca de obicei in originea coordonatelor, nu trebuie considerat ca vec-
torul g are suportul situat in hiperplanul R”). Sensul geometric al acestei
descompuneri este clarificat in figura de mai jos.

In descompunerea (4.2.12) termenii nu sunt in general ortogonali. Aceasta
problema se reduce la problema perpendicularei pentru subspatii ale spatiului
euclidian R. Intr-adevar, dacs in hiperplanul R” este fixat un vector oarecare
fo si scadem acest vector din ambii termeni ai egalitatii (4.3.12), atunci
obtinem problema descompunerii vectorului f — fy in termenii g — fy si A,
primul apartindnd subspatiului R’, iar cel de al doilea fiind ortogonal acestui
subspatiu (a se vedea figura care urmeaza).
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In virtutea problemei perpendicularei pentru subspatii ale spatiului euclid-
ian R, exista o astfel de descompunere; asadar, exista si descompunerea
(4.3.12). Ramane de stabilit unicitatea descompunerii (4.3.12).

In cazul prezentei a doud descompuneri de tipul indicat

f=91+h = g2+ ho,

alm avea
0= (g1 —g2) + (h1 — ha).

Aici g; — go apartine subspatiului R’, iar h; — hy este ortogonal acestui
subspatiu. De aici, g1 — go = h; — hy = 0, ceea ce era necesar.

4.4 'Teorema generala a ortogonalizarii.

Pentru construirea sistemelor ortogonale intr-un spatiu euclidian, o valoare
deosebita o are urmatoarea teorema generala.

Teorema ortogonalizarii. Flie x, %o, ..., Tk, ... un gir de vectori ai unui
spatiu euclidian R (finit sau infinit). Notdm prin Ly = L (x1,22,...,x}1)
acoperirea liniara a primilor k vectori ai acestui sistem. Atunci exista un
sistem de vectori y1,Yys, ..., Yi, ... avand urmatoarele proprietati:

1) pentru orice k natural, acoperirea liniard L), a vectorilor yi,ya, ..., Yk
coincide cu subspatiul Ly;

2) pentru orice k natural, vectorul y;, este ortogonal subspatiului L.

Demonstratie. Punem y; = z;. Evident £} = £;. Vom demonstra
apoi teorema prin inductie; presupunem ca vectorii yi, s, ..., yr sunt deja
construiti, satisfacand conditiile puse si construim vectorul y;,; astfel incét
el sa satisfaca de asemenea proprietatile cerute.

Spatiul L este finit-dimensional gi de aceea in virtutea paragrafului rel-
ativ la problema perpendicularei are loc descompunerea

Tki1 = Gk + Dk, (441)

unde vectorul g; apartine subspatiul Ly, iar vectorul hy este ortogonal acestui
subspatiu. Punem y;,1 = hi. Verificam indeplinirea conditiilor teoremei de
ortogonalitate pentru vectorul y;, astfel determinat.

Subspatiul £ contine vectorii vy, yo, ..., Y, conform ipotezei de inductie;
de aceea si subspatiul L, contine acesti vectori (Ly C Lii1)- In plus, din
formula (4.4.1) rezulta c& L1 contine vectorul hy = ygy1. Astfel, subspatiul
L1 contine toti vectorii i, ys, ..., yrr1 si odatd cu ei intreaga acoperire
liniara £, ,. Dar si invers, subspatiul £}, contine vectorii xi, s, ..., T,
iar din (4.4.1) el contine si vectorul xj1q; de aici rezultda ca L), contine
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intreg subspatiul £j.;. Asadar, £}, , = L4 si prima conditie a teoremei
de ortogonalitate este indeplinits. Indeplinirea celei de a doua conditii este
evidenta conform constructiei vectorului yx.1 = hg.
Inductia este realizata si teorema este complet demonstrata. B
Inegalitatea (4.3.11) capétd in cazul considerat forma

0 < [Yot1] < [wpsa] (4.4.2)

Asa cum s-a mai ardtat anterior, egalitatea 0 = |yxy1| revine la faptul ca
vectorul x;,; apartine subspatiului L4, deci este liniar dependent de vec-
torii 1, xa, ..., x;. Cealaltd egalitate |yri1| = |rgi1| inseamnd cd vectorul
Tr41 este ortogonal subspatiului £y, deci este ortogonal fiecaruia din vectorii
T1,L2y vy Tk

Observatia 4.4.1. Orice sistem de vectori 21, 2o, ..., 2, ... satisfacand
conditiile teoremei de ortogonalitate, coincide pana la factori multiplicativi
cu sistemul ¥y, yo, ..., Yk, ... construit in demonstratia acestei teoreme.

Intr-adevir, vectorul zj,; trebuie s§ aparting subspatiului L£;,1 si prin
urmare, el este ortogonal subspatiului £;. Prima din aceste conditii conduce
la existenta unei descompuneri:

Zht1 = C1Y1 + CoYa + oo+ CRUk + Chr1Ykt1 = YUk + Chr1Yks1,

unde Yy = c1y1 + Co¥yo + ... + cryr € Ly, 1ar ¢ 1yry1 este ortogonal la L.
A doua conditie conduce la afirmatia ca y;, = 0, deci

Zk+1 = Ck+1Yk+1,

ceea ce trebuia aratat.
a) Polinoame Legendre.

Consideram in spatiul euclidian Ry (—1,1) sistemul de functii xq (t) =
Lay (t) =t,...,mp (t) = t*, ... si aplicim acestuia teorema de ortogonalizare.
Evident, subspatiul £ = L (1, t, 12, ..., tk) coincide in acest caz cu multimea
tuturor polinoamelor de grad cel mult k. Functiile z¢ (¢) , ..., xj (t) sunt liniar
independente si de aceea functiile yq () , y1 (¢) , ... obtinute prin ortogonalizare
sunt toate diferite de zero. Prin constructie, ys () trebuie sa fie polinom de
grad k in t. In particular, calculul direct dupd metoda expuss in teorema de
ortogonalizare da succesiv

1

3
Yo (1) =Ly (t) = t,y2 (t) = * — 308 (t)=t*— gt etc.
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Aceste polinoame au fost introduse in 1785 de matematicianul francez Legen-
dre in legatura cu probleme din teoria potentialului. Formula generala pentru
polinoamele Legendre a fost descoperita de Rodrigues in 1814. Anume, el
a ardtat cd pana la un factor multiplicativ, polinomul y, (t) este egal cu
polinomul
n
pn (t) = % [(#=1)"] (n=0,1,2,..). (4.4.3)
Pentru demonstratia acestui fapt folosim observatia anterioara. Anume,
aratam cd polinomul p,, (¢) satisface conditia teoremei de ortogonalizare; in
virtutea observatiei ficute vom avea pentru fiecare n > 0 egalitatea p,, (t) =
cnln (t), ceea ce era necesar.
Teorema 4.4.1. Acoperirea liniara a vectorilor pg (t),p1 (t), ..., pn (1),
coincide cu multimea tuturor polinoamelor de grad n.
Demonstratie. Intr-adevir, asa cum se vede din formulele (4.4.3),
polinomul py, () este in mod evident polinom de grad k in ¢; in particular

[ po (t) = aoo,
p1 (t) = awo + ant,
P2 (t) = ago + agit + agt?,
............................................ (4.4.4)

\ Pn (t) = Qpo + Apit + ... + Appt”,

unde coeficientii termenilor de grad superior ag, @11, ..., G,y sunt diferiti de
zZero.

Astfel, toate polinoamele pq (t),p1 (t), ..., pn (t) apartin acoperirii liniare
a functiilor 1,¢,¢2, ..., t", care este tocmai multimea £,, a tuturor polinoamelor
de grad cel mult n. Deoarece matricea relatiilor liniare (4.4.4) are determi-
nantul agoai1...a,,, diferit de zero, atunci si invers, functiile 1,¢,¢2, ..., " pot
fi exprimate liniar prin pg (¢),p1 (t), ..., pn (t); de aceea acoperirea liniara
L(po(t),pi(t),...,pn(t)) coincide cu acoperirea liniard £ (1,t,t%,...,t") si
prin urmare, coincide cu multimea L,,, adica ceea ce trebuia dovedit. B

Teorema 4.4.2. Vectorul p, (t) este ortogonal subspatiului L.

Demonstratie.  Este suficient de verificat ca polinomul p, (t) este
ortogonal in Ry (—1,1) functiilor 1,¢,¢%,...,#""!. Pentru demonstratie vom
utiliza formula de integrare prin parti pe un interval dat, cunoscuta din
analiza elementara. Derivatele care apar in aceasta formula pentru polinoame
sunt aceleasi derivate cu cele cunoscute uzual. In particular, polinomul

(=1 =@-D)"(t+1)"
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are derivate egale cu zero de ordin 0,1,...,n — 1 in punctele £ = +1. Vom
calcula produsul scalar al functiilor t* i p, (t). Integrand prin parti, obinem

1

(t%,pn (1)) = [ 5 [(12—1)"]" dt =

-1

=tk [z -1)") Y- k_j; 12— 1)")" Y ar.

Primul termen, cel neintegrat al expresiei obtinute, este egal cu zero, conform
celor spuse anterior. Integrala ramasa poate fi din nou calculata prin parti
si continuam acest proces pana ce exponentul lui ¢ ajunge la zero:

(t%,pn (1)) = =Kt (2 = 1)) "y A+
+k(k—1) f h—2 [(tQ . 1>n} (n—2) dt —

ceea ce trebuia demonstrat. B
Astfel, am ardtat cd pentru orice n, polinomul p, (¢) coincide pana la un
factor numeric cu polinomul

pn () = [(2 = 1)"]™.

Calculim valoarea p, (1). Pentru aceasta, aplicim functiilor (> — 1)" =
(t+1)" (t — 1)" regula derivatei de ordin n a unui produs:

-+ )" (=)™ =
=@+ )" [t -1+ L+ )" [t - 1)) =
=t +1)"nl+Cn(t+1)""n(n—1)..2(t—1)+ ..

Inlocuind aici t = 1 toti termenii acestei sume sunt nuli incepand cu al doilea.
Asadar, p, (t) = 2"n!.

Pentru motive calculatorii, este comod ca functiile ortogonale considerate
sa fie egale cu 1 pentru ¢t = 1. Pentru a realiza acest lucru, introducem

factorul
1

2npl’
Polinoamele astfel obtinute se numesc polinoame Legendre; polinomul Legen-
dre de grad n se noteaza prin P, (t), deci

Pu(t) = 5o (2= 1))
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b) Determinantul Gram.

Definitia 4.4.1. Fie x1, 2o, ..., x}, vectori oarecare din spatiul euclidian
R. Se numeste determinant Gram, orice determinant de forma

(x1,21) (x1,22) ... (1,2%)
G oy o) = | () () e )
(zr,21)  (2h, 2) (zr, zk)

Este cunoscut ca in cazul vectorilor liniar independenti xy, xs, ..., T, acest
determinant este pozitiv (matrice simetrica).

Are loc urmaétorul rezultat.

Teorema ( relativ la determinantul Gram). Determinantul Gram
al vectorilor x1, o, ..., ) este nul daca acesti vectori sunt liniar dependenti
si este pozitiv daca vectorii sunt liniar independenti; el este egal cu produsul
patratelor lungimilor vectorilor xy, xo, ..., x) daca ei sunt ortogonali doi cate
doi, in caz contrar el este mai mic decat aceasta marime.

Demonstratie. Pentru calculul determinantului Gram aplicam vec-
torilor x1, s, ...,z procesul de ortogonalizare. Fie de exemplu y; = x; si
vectorul ys = a1y + 2 ortogonal lui y;. Inlocuim in toate locurile in deter-
minant vectorul z; prin y;. Apoi addugam coloanei a doua, prima coloana
a determinantului Gram inmultitd cu oy (atribuind oy celui de al doilea fac-
tor al produselor scalare) si apoi addugdm la cea de a doua linie elementele
primei linii a determinantului inmultite cu a; (atribuind «; primului factor
al produselor scalare). In rezultat, pe toate acele locuri ale determinantului
unde se afla x5, se va gasi acum vectorul .

Fie apoi y3 = [,y1 + Boya + w3 ortogonal la y; si la y9; adaugiam la
coloana a treia prima coloana inmultita cu 3, si a doua inmultitd cu [,;
aceeagi operatie este efectuata pentru linii. Ca rezultat, x3 apare in toate
locurile inlocuit cu y3. Continuam acest procedeu pana la ultima coloana.
Deoarece operatiile noastre nu au modificat valoarea determinantului, vom
obtine ca rezultat

(Y1, 91) 0 0
0 , 0
G (z1,x2, ..., x) = (v2:92) =
........................ A4

= (y1, 1) (y2,92) - (Yrs Yi) -
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Conform inegalitatii (4.4.2) rezultd urmatoarea inegalitate
0 S G (iUl, T2y .uny iUk) S (fl?l, .Tl) (l’g, .CL‘Q) (xk, {L‘k) . (446)

Sa vedem acum in ce conditii marimea G (1, 3, ..., Tx) poate lua valori
extreme 0 sau (r1, 1) (2, 2) ... (Tk, k).

Din expresia (4.4.5) a determinantului Gram rezulta ca el este nul daci si
numai dacg unul din vectorii y1, ya, ..., yx este nul. In conformitate cu cele re-
latate in demonstratia inegalitatii (4.4.2), aceasta echivaleaza cu dependenta
liniara a vectorilor x1,xs,...,zx. Pe de alta parte, egalitatea determinan-
tului Gram cu membrul drept al inegalitatii (4.4.6) este posibild conform
formulelor (4.4.5) si (4.4.2), numai in cazul cand vectorii 1, za, ..., T5 sunt
ortogonali. Astfel, teorema este complet demonstrata. B

4.5 Endomorfisme simetrice.

Fie C; si Cy; doua spatii vectoriale complexe si euclidiene al caror produs
scalar il vom nota la fel ca in paragrafele anterioare. Fie A : C; — Cy o
transformare liniara.

Definitia 4.5.1. Transformarea liniara A* : Co — C; definita prin

(Az,y) = (z, A%y), Yz € C;,Vy € Co

se numegste adjuncta lui A.

Un endomorfism A € L (C,C) se numeste:

1) hermitian dacd A = A*;

2) antihermitian dacd A = —A*.

Teorema 4.5.1. Endomorfismul A € L(C,C) este hermitian dacd si
numai dacd produsul scalar (Az, ) este real, pentru orice = € C.

Demonstratie. Daca A = A*, atunci (Az,z) = (v, A*x) = (z, Az) =
(Az,x) (bara inseamna conjugatul complex). Deci (Ax,z) este real pentru
orice x € C.

Reciproc, dacd (Az, ) este real, atunci (Az,x) = (Az,z) = (v, A*x)
(A*z,x). Asadar, ((A — A*)z,z) = 0, pentru orice x € C si deci A = A*. &

Teorema 4.5.2. Fie A, B € L (C,C) hermitieni si k € R. Atunci

1) kA+ B este hermitian;

2) daca A este inversabil, atunci si A™! este hermitian;

3) AB este hermitian dacd gi numai daca AB = BA.

Demonstratie. 1) afirmatia este usor de verificat deoarece (A + B)" =
A+ B* g (kA)" = kA"

2) rezultd din (A1) = (A*) ' = AL
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3) AB hermitian implicd (AB)" = AB. Dar (AB)" = B*A* = BA
deoarece B si A sunt hermitieni. Deci are loc AB = B.A. Reciproc, (AB)" =
B*A*, dar A si B sunt hermitieni, deci (AB)* = BA = AB, adici ceea ce
trebuia demonstrat. B

Definitia 4.5.2. O transformare liniara A : C; — C, se numegte unitara
dacd pastreaza produsul scalar, adicd (Az, Ay) = (x,y) pentru orice x,y €
Cl.

Teorema 4.5.3. Transformarea liniara A : C; — Cy este unitara daca
si numai dacd ||Az|| = ||z||, pentru orice x € C;.

Demonstratie. Dacd A este unitard, atunci (Az, Ay) = (x,y), pentru
orice x,y € Cy; in particular pentru y = z, avem (Ax, Az) = (x,z), adica
| Az|* = ||=||* si deci || Az|| = ||z|. Reciproc, dack || Az| = ||z||, pentru orice
x € Cy, atunci folosind egalitatea

1 . : : :
(,9) =5 [lo+ol* = o — ol +illz+iyll* — i o — iy]]

aveln

(Az, Ay) = § [|A @ +)I* = A = )" +

+5 [ A @+ iy =il A —iy)]*] = (2,y).
Deci A este unitara. B

Observatia 4.5.1. Conditia (Az, Ay) = (z,y) este echivalenta cu
AA* = A*A = T (7 este transformarea identicd); deci putem spune ca
A este unitar daca si numai daca AA* = A*A =T.

Teorema 4.5.4. Orice transformare unitara A : C; — Cy este injectiva.

Demonstratie. Daca A este unitara are loc || Az|| = [|z||. Deci
(Az, Az) = (z,z) si dacd Az = 0 rezultd (Az, Az) = 0, adica (x,z) = 0
care implicd = = 0. Rezulta ker A = {0} si deci A este injectiva. B

Presupunem ca C; si Cy sunt n-dimensionale gi ca in fiecare s-a fixat o
baza ortonormata. Transformarii liniare A : C; — Cs 1 se atasaza matricea
A. Matricea A* = A' atagata lui A* se numeste adjuncta matricei A.

Daca A = Zt, atunci matricea patratica A se numeste hermitica, iar daca
A= —Zt, atunci matricea patratici A se numeste antihermitica. O matrice
cu proprietatea AA* = I, unde I este matricea unitate, se numeste matrice
unitara.

Teorema 4.5.5. Un endomorfism A : C,, — C,, este hermitian daca si
numai daca matricea lui intr-o baza ortonormata este hermitica.

Demonstratie. Fie B= {e;,¢s,...,¢,} C C, baza ortonormata fata de

care matricea lui A este A = (a;;),; ;,- Fie cd A este hermitian. Din Ae; =

n n
> agjeg, prin inmultire scalard cu e;, obtinem (Ae;, e;) = > ay; (ex, €;) =
k=1 k=1
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Qjj §1 analog (A*ej,ei) = Q5. Dar (.Aej,ei) = (6]‘,./4*61'> = (ej,Aei) = a_ﬂ
. . o J— c o —t
Deci af; = aj; si cum A = A* rezultd a;; = aj;, adicd A=A

. . —t
Reciproc, daca A = A, avem

(Az,x) = (
= Sleif’ (Aej 1) =

xjAe;, z xjej> =
n
| (Z akjek,ej) =

™= &M:

adicd (Az,z) € R si deci A este hermitian. B

Conditia ca baza sa fie ortonormata este esentiala si vom ilustra acest
lucru prin exemplul urmator.

Exemplul 4.5.1. Fie A: R? — R? definit prin matricea

=% 5)

in baza f; = (1,0), fo = (1,1). Deoarece A= (

nu este hermitica si totusi A este hermitian.
S& gdsim matricea lui A in baza canonica a lui R?, e; = (1,0),e9 = (0,1)
care este o baza ortonormata. Avem

-1 2

0 3 ) # A, matricea A

fl = €1,
fo = e +e.
) 1 . ) )
Deci C = < 01 ) este matricea de trecere astfel incAt matricea lui A in

baza canonica, pe care o notam prin B, este

. -1 . 1 2 _—t
B=C AC(2 1>B.

Observatia 4.5.2. Un endomorfism A : C, — C,, este unitar daca si
numai daca matricea lui in raport cu o baza ortonormata a spatiului C,, este
unitara.

Exemplul 4.5.2. Endomorfismul A : C? — C? definit prin

A(z) = (x1cosa — zgsina, zy sina + xacosa), © = (x1,23), a € [0,27]
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este un endomorfism unitar deoarece matricea lui A in baza canonics orto-
normatd e; = (1,0), ey = (0,1) este unitara.

Intr-adevar,
cos —Sino
A= ) ,
sinaw  cosa
A — cosa sina
—sina cos«

. (1 0\
()

In continuare presupunem ca R; si Ry sunt doua spatii vectoriale reale
si euclidiene al caror produs scalar il notdm ca gi pana acum cu (.,.). Fie
A :Ri — Rs o transformare liniara.

Definitia 4.5.3. Transformarea liniara A* : Ro — R, definitd prin

1ar

si deci

(Az,y) = (z, A'y) ,Vr € Rq,Vy € Ry

se numeste transpusa lui A.
Endomorfismul A € L (R1,R2) se numegte:
1) simetric daca A = A*;

2) antisimetric daca A = —A*.

Definitia 4.5.4.  Transformarea liniara A : Ry — Ry se numegte
ortogonald daca pdstreaza produsul scalar, adica (Az, Ay) = (z,y), pentru
orice z,y € Ry echivalentd cu conditia ca || Azx| = ||z||, pentru orice x € R;.

Daca admitem ca Rq si Ro sunt finit dimensionale si ca in fiecare s-a
fixat o baza ortonormata, atunci transformarii A : Ry — R, i se atasaza
matricea A, iar lui A* matricea A* = A'. Unui endomorfism simetric i core-
spunde o matrice simetrica, iar unui endomorfism antisimetric ii corespunde
o matrice antisimetrica. Unui endomorfism ortogonal ii corespunde o matrice
ortogonala.

Observatia 4.5.3. Transformarile simetrice respectiv antisimetrice, au
proprietati analoage proprietatilor transformarilor hermitiene, respectiv anti-
hermitiene. Transformarile ortogonale au proprietati analoage proprietatilor
transformarilor unitare.
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Tensorl.

5.1 Tensori.

Coordonatele unui vector, coeficientii unei forme liniare, elementele matricii
unui operator liniar, sunt exemple de marimi geometrice numite tensori.

Inainte de a trece la definitia corespunzitoare, rationaliz&m putin sistemul
de notatii adoptat.

Vectorii unei baze intr-un spatiu n-dimensional /C,, vor fi notati ca si paAna
acum, prin simboluri ey, e, ..., e, (cu indicii inferiori). Coordonatele vecto-
rilor z, y, ... vor fi notate respectiv prin simbolurile &', €2, ..., €". n', n?, ..., 0", ...
(cu indicii superiori). Coeficientii unei forme liniare L (z) vor fi notati cu
l1,12, ..., 1, (cu indici inferiori).

Elementele matricii unui operator liniar vor fi notate prin ag ; indicele
superior aratd numdrul liniei, iar cel inferior aratd numéarul coloanei (spre
deosebire de notatiile uzuale a;;).

Utilizarea unei astfel de plasari a indicilor se afla in urmatoarea conventie
de insumare: dacd avem o suma de n monoame, astfel incat indicele de
sumare i se intalnegte in termenul general al sumei de doua ori, o data sus
si o data jos, atunci simbolul suma va fi omis (conventia de sumare a lui
Einstein). De exemplu, dezvoltarea unui vector x in baza B= {ej, €9, ..., €,}
va fi scrisa sub forma

T = fiei
(simbolul sum& dupa ¢ este omis, dar este subinteles). Expresia unei forme
liniare L (x) cu ajutorul coordonatelor vectorului si coeficientilor formei este

Rezultatul aplicarii operatorului A vectorului e; are forma urmatoare

Ae; = ale;
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(insumare dupd j). Coordonatele 7/ ale vectorului Ax se exprima atunci prin
coordonatele vectorului  in modul urmator:

0y =al¢

(insumare dup4 7).

Marimile care se refera la un nou sistem de coordonate vor fi notate prin
aceleasi simboluri, dar cu accente pe indici. Astfel, vectorii noii baze vor fi no-
tati ey, ey, ..., €,/, noile coordonate ale vectorului x sunt notate 51/, 52/, o S"I
etc.

Elementele matricii de trecere de la baza e; la baza e;, le notdm cu p, ,
deci

e = phe; (5.1.1)
(insumare dup4 7).
Coeficientii matricii trecerii inverse vor fi notati prin ¢ :

’

e = q; ex (5.1.2)

N o . . -/ . . e ;
(insumare dupa '). Matricea ¢! este inversa matricii Dl , ceea ce poate fi
scris astfel

i # | 0, pentru i # j,
brdj = { 1, pentru i = j, (5.1.3)
sau prin egalitatea
;g 0, pentru i # j'
v ) ) 9
Prts = { 1, pentru i’ = j'. (5-1.4)

Pentru prescurtarea scrierii, marimea depinzand de indicii ¢ si j, egala cu
0 pentru 7 # j si cu 1 dacd i = j se noteaza cu 07 (simbolul lui Kronecker);
relatia (5.1.3) se scrie echivalent

pigl =6t (5.1.5)

iar relatia (5.1.4) se scrie

g = 55, : (5.1.6)
Pentru a arata avantajele utilizarii noilor notatii, deducem din nou for-
mulele de transformare a coordonatelor unui vector, a coeficientilor unei
forme liniare si a elementelor matricii unui operator prin trecerea la o noua
baza.
Fie acum z = £'e; = fi,ei/ . Inlocuind e; prin qf/ei/ , conform (5.1.2) se
obtine

T = 5iq;:,€i' = filei/ .



5.1. TENSORI 119

Deoarece e;; constituie o baza, rezulta coordonatele vectorului x in aceasta
baza sunt unic determinate si deci

& =&q . (5.1.7)

Aceasta este tocmai formula de transformare a coordonatelor unui vector.
Fie acum o form4 liniard L (z). Numerele /; se determind ca de obicei
prin egalitétile {; = L (ey). Inlocuind e; prin ple; , conform (5.1.1) se obtine

Astfel,
lin = pll; ; (5.1.8)

adica tocmai formula cautata.
In sfarsit, fie A un operator. Elementele matricii sale intr-o noud baza se
determina din egalitatile ‘
Ae; = ajej .
Inlocuind aici ey (respectiv e;) prin formulele pie; (respectiv pj-,ej), folosind
(5.1.1) rezulta

. ] . .
Dar Ae; = aje; si prin urmare
P O
pyale; = a,ple; .
Deoarece e; constituie o baza, rezulta
i 3 3.7
ppa; = aypi .

-/
Pentru a obtine de aici @}, , inmultim ambii membri ai acestei egalititi cu
ro. . o o . . .
qf si insumam dupa j. Conform formulei (5.1.6) vom obtine

i gk i3 kK § kK

Conform definitiei marimilor (5;“,, si insuméand dupa j’ , trebuie retinut numai
termenul care corespunde valorii j/ = &’ . In acest caz 52: = 1 i, prin urmare,
are loc '

al =pigal | (5.1.9)
care este tocmai formula cautata.

Se verifica fara dificultate ca toate cele trei formule de transformare
obtinute mai inainte, coincid cu formulele obtinute anterior pe cale obig-
nuitd ( a se vedea capitolul spatii vectoriale, paragraful legat de schimbarea
coordonatelor unui vector la o schimbare a bazei).
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Formulele (5.1.7-9) exprimd mai multe proprietiti comune. In primul
rand, aceste formule sunt liniare relativ la marimile care se transforma. Apoi
coeficientii acestor formule sunt fie elemente ale matricii de trecere de la baza
veche la baza noua, fie elemente ale matricii inverse de trecere, fie si una si
alta.

In continuare vom prezenta ca un caz particular notiunea de tensor de
ordinul al doilea.

Relatia (5.1.7) ne arata ca dacd se face o schimbare de baze, componentele
vectorului z se transforma dupa legile

€ =ql¢'si € = ple

Aceste relatii corespund faptului ca x are un sens intrinsec, independent de
baza alesa.

In mecanicy se intalnesc gi alte entititi care, intr-o bazd dats, sunt car-
acterizate prin mai multe numere, acestea transformandu-se la o schimbare
a bazei dupa o anumita lege. Ne vom limita aici la considerarea tensorilor
de ordinul al doilea.

Dupa cum un vector x in spatiul euclidian tridimensional este caracterizat
prin trei componente & (1 =1,2,3), un tensor de ordinul al doilea, pe care il
vom nota prin 7', este caracterizat intr-o baza B formata din trei elemente
prin componentele ¢ (i, j =1,2,3), iar intr-o bazi B’prin componentele
¢’ (i',5" = 1,2,3). Intre aceste componente se impun, prin generalizarea lui
(5.1.10), relatiile

!

(i,i' =1,2,3). (5.1.10)

I qu'qulf"j (7,5 =1,2,3) (5.1.11)

(insumare dupa i = 1,2,3 si j = 1,2, 3). B
~ Din (5.1.11) se deduc usor componentele £ in functie de componentele
7 (¢',j' = 1,2,3). Intr-adevar, sa inmultim in (5.1.11) cu p;p!, obtinem

pipl & = pinhial @ €7
conform (5.1.5) se obtine
st &7 = 55t
pz’p]’g 7 jf )

adica
&9 =plph & (1,5 =1,2,3). (5.1.12)
Prin urmare, un tensor 7' de ordinul al doilea este o entitate matematica
de componente &7 (i, = 1,2,3) in baza B si care la schimbarea ei in B’,
primeste componentele &7 (7',j" = 1,2,3) legate de cele din prima baza prin
relatiile (5.1.11) sau (5.1.12).
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Notiunea de tensor de ordinul al doilea a aparut in mecanica mediilor
continue deformabile; ea a fost introdusd de A.L.Cauchy (1789-1857), care a
pus bazele acestui capitol al mecanicii.

Utilizand notatia matriciala, un tensor de ordinul al doilea T" poate fi
reprezentat intr-o baza B formata din trei elemente prin matricea

X = (gij)gmgs g

iar in baza B’ formata tot din trei elemente prin matricea

X' = (gﬂ)
)
1<t ,j'<3

legatura intre aceste matrici fiind data de
X' = AXA' = AXA™ (5.1.13)

unde A = (pl),;es , lar A71 = (qf’)Ki s<q - De asemeni, legdtura inversa
este data de -
X=A"XA. (5.1.14)

Relatiile (5.1.13) si (5.1.14) reprezinta transcrierea matriciald a relatiilor
(5.1.11) si (5.1.12).

Exemple de tensori de ordinul al doilea.

Exemplul 5.1.1. Fie vectorii z si y cu componentele &', &2 €3 si
n',n%,n® intr-o bazi B formats din trei elemente. Componentele p = &'/
(1,7 = 1,2,3) definesc in baza B un tensor 7. Componentele acestui ten-
sor intr-o altd bazi B’ format# tot din trei elemente vor fi pi'% = £’
(" j' =1,2,3).

Intr-adevir, avem

P =y =gl g =qlq € = ¢ ¢ i

Tensorul T astfel obtinut va fi denumit produsul tensorial al vectorilor x
si y (considerati ca tensori de ordinul intai). Se va scrie

T'=z®vy.

Exemplul 5.1.2. Tensorul W = y ® x are intr-o baza B formata din
trei elemente componentele

P (10 =1.2,3).
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In general = @ y este diferit de y ® .

Exemplul 5.1.3. Tensorul F, numit tensorul unitate, are in baza B (cu
trei elemente) componentele ¢V = 67 (i,j = 1,2,3). In baza B’ formati si
ea tot din trei elemente, tensorul are componentele (7 = §°7' (7,7 =1,2,3)
dupa cum se constata usor.

Se poate acum trece la definitia propriu zisa a notiunii de tensor in gen-
eral. Tensorii se impart in covarianti, contravarianti si micsti. In plus, orice
tensor are un ordin bine determinat (numérul de indici definegte ordinul ten-
sorului).

Incepem cu definitia tensorului covariant de ordinul trei.

Presupunem ca exista o regula care permite ca in fiecare sistem de coor-
donate dintr-un spatiu n-dimensional KC,, sd se construiascd n® numere Tj;;
(componentele tensorului), fiecare fiind definit pentru indicii 7, j, k fixati intre
1 si n. Aceste numere T;j;; formeaza, prin definitie, un tensor covariant de
ordinul trei daca transformarea marimilor 7, j, k prin trecerea la o noua baza
se realizeaza prin formula

i .7 ok
Tyjp = pi'p;'/pk/Tz‘jk .

In mod analog se definesc tensorii covarianti de orice ordin; un tensor de
ordin m are n™ componente (si nu n?) si in formula de transformare se afld
nu trei factori de forma p, ci m astfel de factori.

Coeficientii unei forme liniare, care se transforma, aga cum am vazut,
dupa formula (5.1.8), oferd un exemplu de tensor covariant de ordinul intai.

Dam acum notiunea de tensor contravariant de ordinul trei. Presupunem
ca exista o regula care permite ca in fiecare sistem de coordonate sa se con-
struiascd n® numere T9*, fiecare din ele fiind definit pentru indicii i, j, k
cuprinsi intre 1 si n. Aceste numere T%* formeaza un tensor contravariant
de ordin trei dacd transformarea méirimilor 7%* prin schimbarea bazei are
loc dupa formula

T = gl ¢ gf T .

In mod analog se definesc tensori contravarianti de orice ordin. In partic-
ular, coordonatele unui vector x formeaza un tensor contravariant de ordinul
intai.

Termenii “covariant” gi “contravariant”, introdusi mai inainte, se explica
in modul urmator. “Covariant” inseamna “care se schimba la fel” cu vectorii
unei baze, adicd prin utilizarea coeficientilor p%, . “Contravariant” inseamna
“care se schimbi invers”, adic# prin utilizarea coeficientilor ¢! .

Se pot de asemenea considera tensori micsti. De exemplu, n® numere
T} date in fiecare sistem de coordonate, formeazi un tensor mixt de ordinul
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trei, de doua ori covariant si o data contravariant, daca transformarea acestor
marimi prin trecerea la o noua baza se realizeaza dupa formula

Ko i Kk
Tz"j/ = PP Tz‘j .

In mod analog se definesc tensori micsti de [ ori covarianti si de m ori
contravarianti.

De exemplu, elementele matricii unui operator liniar formeaza un tensor
mixt de ordin doi, o data covariant si o data contravariant. Trebuie notat ca
pozitia indicilor permite indicarea caracterului unui tensor.

5.2 Operatii cu tensori.

a) Egalitatea. Spunem ca doi tensori T si W sunt egali daca si numai
daca componentele lor sunt egale.

Exemplul 5.2.1. Fie T si W tensori de ordinul al doilea. Spunem
ca T = W dacd €Y = ¥ (i,5 = 1,2,3), unde £ si n” sunt componentele
tensorilor T’ si respectiv W.

b) Adunarea (sciaderea) a doi tensori de aceeasi structurd. Pen-
tru comoditate consideram doi tensori T} si S (de doud ori covarianti si o
datd contravarianti) de ordinul al treilea, dar operatia in sine rdmane vala-
bild pentru tensori de orice ordin. Suma lor va fi un tensor ij de aceeasi
structura; in orice sistem de coordonate, prin fixarea lui 7, j, k&, componentele
sumei reprezinta suma componentelor corespunzatoare. Faptul ca marimile

fj formeaza intr-adevar un tensor (de aceeasi structura cu a termenilor),
rezulta din urmatoarele egalitati:

Qb = TH, + 8%, = piral T + Pl b =
= purlay (Tf+ SE) = phplal QF .

c¢) Produsul unui tensor cu un scalar. Pentru exemplificare con-
siderdm un tensor de ordinul al doilea 7" de componente £V (i,j = 1,2,3) si
A un scalar. Prin AT cu componentele A\é” intr-o bazd B (formata din trei
elemente) se defineste un nou tensor, numit produsul tensorului 7" cu scalarul
A. Caracterul tensorial al obiectului obtinut este imediat

A = halq € = gl g aeY

d) Operatia de inmultire a doi tensori. Aceastd operatie este
aplicata tensorilor de orice structura. De exemplu, inmultim un tensor 7;;

cu un tensor S}, . Acesta va fi un tensor Qij i de ordinul 4; in fiecare sistem de
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coordonate, pentru i, j, k fixate, componenta respectiva este chiar produsul
componentelor corespunzatoare ale factorilor. Caracterul tensorial in cazul
lui Q. se verificd in modul urmétor:

Qz j’k’ T' ! pz’p] Upk’QI Sl =
= pir}pioal TSk = Pivjwiodl Q. -

e) Contractia. Se aplica tensorilor pentru care exista cel putin un indice
covariant gi unul contravariant. De exemplu, fie tensorul TZ’;, caruia 1i aplicam
contractia indicilor £ si ¢, care consta in a considera marimile Tf] , unde 17
este indice de Insumare si se insumeazd dupd ¢; mérimile 7; = T;; depind
numai de indicele j. Se obtine astfel un nou tensor, al carui ordin este cu
doua unitati mai mic decat cel initial. Aratam caracterul tensorial al lui 7}

din exemplul anterior. Avem

7}/:77/;/: p] Tki(pzqk) ]Tk—
= 0y T

Aici prin insumare este suficient si ne marginim la valoarea k = i (insumare
dupa k); deoarece §; = 1 , obtinem

Ty =T =5

ceea ce trebuia aratat.
Teorema 5.2.1. Prin contractia unui tensor de ordinul al doilea se
obtine un invariant, adica un scalar independent de sistemul de referinta.
Demonstratie. Pornim de la reprezentarea tensorului az,, in functie de
al . Avem
ay = pyq; a] = dja] = aj ,

prin urmare scalarul
Y 2 3/ 1 2 3
a1/+a2/+a3/:a1+a2+a3

este un invariant fata de schimbarea bazei considerate, adica tocmai ce tre-
buia demonstrat. ® A

Exemplul 5.2.2. Matricea ¢] a produsului a doi operatori cu matricile
corespunzétoare a si bj este un tensor mixt de rangul doi, care se obtine
prin contractia tensorulul de rangul patru akbj dupa indicii k i [.
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Vectori liberi.

6.1 Notiunea de vector liber.

Fie E;3 spatiul punctual tridimensional al geometriei elementare si AB un
segment orientat. A se numeste originea, iar B se numeste extremitatea seg-
mentului. In cazul cand originea si extremitatea coincid se obtine segmentul
orientat nul. Dreapta determinata de punctele A si B se numeste dreapta
suport a lui A—B> si se noteaza cu AB. Aceasta dreapta este unic determinata
numai dacd A # B; dreapta suport a segmentului orientat nul este nede-
terminata. Doua segmente orientate se numesc coliniare, respectiv paralele,
daca dreptele lor suport sunt egale, respectiv paralele.

Definitia 6.1.1.  Doua drepte din E3 au aceeasi directie daca sunt
paralele sau egale.

Teorema 6.1.1.  Relatia binara “aceeasi directie” este o relatie de
echivalenta pe multimea dreptelor din spatiu.

Demonstratie. Relatia “aceeasi directie” este reflecsiva, simetrica si
tranzitiva. Reflexivitatea este tot una cu egalitatea. Simetria rezulta din
reflexivitatea si din simetria paralelismului intre drepte: D|D’ = D’||D.
Tranzitivitatea decurge din faptul ca doua drepte paralele cu o a treia sunt
egale sau paralele. B

Pentru relatia “aceeasi directie” clasa de echivalenta determinata de o
dreapta se numeste directia dreptei respective. Altfel spus, o directie este
o familie de drepte paralele, fiecare dreapta din aceastd familie fiind un
reprezentant al directiei din care face parte.

Un segment orientat nenul determina unic dreapta suport. De aceea
directia dreptei suport se poate atasa direct segmentului orientat care deter-
mina dreapta.

Definitia 6.1.2. Doud segmente orientate nenule au aceeasi directie

127
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daca dreptele lor suport sunt paralele sau coincid.

Teorema 6.1.2. Relatia binara “aceeasi directie” pentru segmente ori-
entate nenule este o relatie de echivalenta pe multimea segmentelor orientate
nenule.

Demonstratia este analoaga cu cea a teoremei precedente, cu mentiunea
ca in locul dreptelor se vor utiliza segmente orientate.

Pentru segmentele orientate nenule, directiile sunt clasele de echivalenta
ale dreptelor suport relativ la relatia “aceeasi directie”. Admitem ca directia
unui segment orientat nul este nedeterminata.

Pe o dreapta se pot stabili doua si numai doud sensuri de parcurs (ordini
ale punctelor dreptei, consecinte ale axiomelor de ordine) pe care le notam
prin sageti. O dreapta impreuna cu o alegere a unui sens de parcurs se nu-
meste dreapta orientata. Indicarea unui sens de parcurs pe una din dreptele
paralele, ce definesc o directie, defineste un sens pe toate dreptele familiei
respective. O directie pentru care este dat un sens de parcurs pe dreptele
familiei care o definesc se numeste directie orientata. Un segment orientat
nenul AB determina unic dreapta AB si sensul de parcurs pe aceasta dreapta
este sensul de la A catre B.

Definitia 6.1.3. Doua segmente orientate nenule coliniare au “acelasi
sens” dacd sensurile determinate pe dreapta suport coincid (suportul comun).

Doua segmente orientate nenule paralele au “acelasi sens” daca extrem-
itatile lor se afla in acelagi semiplan determinat de dreapta care uneste orig-
inile segmentelor in planul dreptelor suport paralele.

Teorema 6.1.3. Relatia binara “acelasi sens”, pentru segmente orien-
tate nenule de aceeasi directie, este o relatie de echivalenta.

Pentru demonstratie se va vedea demonstratia data teoremei 6.1.1.

Relatia “acelasi sens” implica relatia “aceeasi directie”. De aceea exista
numai doud clase de echivalenta relativ la relatia “acelasi sens”. Convenim
sa numim aceste clase sensuri: sensul impus de un segment orientat nenul
fixat si opusul sau. De asemenea admitem ca sensul unui segment orientat
nul este nedeterminat.

O directie impreuna cu unul dintre cele doua sensuri posibile este o di-
rectie orientata.

Lungimea (norma sau modulul) unui segment orientat AB se defineste
ca fiind lungimea segmentului neorientat [AB], adica distanta de la punctul
A la punctul B. Un segment orientat are lungimea zero daca si numai daca
el este segmentul nul. Doua segmente neorientate care au aceeasi lungime se
numesc segmente congruente.

Definitia 6.1.4. Doud segmente orientate au “aceeasi lungime” daca
segmentele neorientate corespunzatoare sunt congruente.
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Teorema 6.1.4. Relatia binara “aceeasi lungime” pentru segmente
orientate, este o relatie de echivalenta.

Demonstratie. Relatia de congruenta este o relatie de echivalenta. B

Relatiile “aceeasi directie”, “aceeasi sens”, “aceeasi lungime” pentru seg-
mente orientate genereaza o noua relatie peste segmentele orientate. utilizata
pentru definirea notiunii de vector liber.

Definitia 6.1.5. Doua segmente orientate nenule se numesc echipolente
daca au aceea§i directie”, aceea§1 sens” si “aceeagi lungume

Daci AB este echipolent cu C’D atuncu vom scrle AB ~ C’D

Se dovedeste cu usurinta ca AB ~ CD = AC ~ BD. Deoarece relatia
“acelasgi sens” implica relatia “aceeasi directie”, echipolenta este sinonim pen-
tru “acelasi sens” si “aceeagi lungime”. Exista insa suficiente probleme con-
crete care impun explicitarea unei directii fara a interesa sensul. De aceea
am preferat definitia clasica pentru echipolenta desi contine si elemente su-
perflue.

Teorema 6.1.5. Relatia de echipolenta pentru segmente orientate
nenule este o relatie de echivalenta.

Demonstratia se bazeaza pe teoremele 6.1.2.-4.

Prelungim relatia de echipolenta si la segmentele orientate nule: admitem
ca toate segmentele orientate nule sunt echipolente intre ele. Astfel, obtinem
o relatie de echipolenta pe multimea tuturor segmentelor orientate din spatiu
care este o relatie de echivalenta.

Definitia 6.1.6. Clasele de echivalenta ale segmentelor orientate relativ
la relatia de echipolenta se numesc vectori liberi. Directia, sensul si lungimea
care sunt comune segmentelor orientate ce definesc un vector liber se numesc
directia, sensul gi lungimea vectorului liber.

Notatia 6.1.1. Vectorii liberi se noteaza prin @,b,¢, ... in general, iar
in desen prin unul dintre segmentele orientate echipolente ce definesc clasa
numitd vector liber, de exemplu AB,CD, ..., evident AB € AB si fiecare
segment orientat din clasa numita vector liber este un reprezentant al clasei.

Notatia 6.1.2. Pentru lungimea (norma) unui vector liber @ sau AB
se va folosi notatia |||, ||AB|| sau d (a, b).

Un vector liber de lungime unu se numeste versor sau vector unitate si se
noteaza in general cu e.

Vectorul liber care are lungimea zero se numeste vectogul si se noteaza
cu 0. Acest vector este reprezentat de segmentul orientat AA.

Vectorii liberi care au aceeasi directie se numesc coliniari. Doi vectori
coliniari care au aceeasi lungime dar sensuri opuse se numesc vectori opusi
(@ are opusul pe —a).

Doi vectori liberi @ si b sunt egali si se scrie @ = b daci reprezentantii lor
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sunt echipolenti.

Fie V multimea tuturor vectorilor liberi din spatiul E3. Alegem in E3 un
punct O numit origine. La orice punct M din Eg3 ii corespunde un vector si
numai unul 7 € V al carui reprezentant este _OT4 . Reciproc, la orice vector
7 corespunde un punct si numai unul M, astfel incat W sa reprezinte pe
7. Rezulta ca multimile E3 si V sunt in corespondenta biunivoca, bijectia
fiind unic determinats de fixarea originii. Vectorul liber 7 = OM se numeste
vectorul de pozitie al punctului M fata de originea O.

6.2 Operatii cu vectori liberi.

a) Adunarea.

Multimea V a vectorilor din spatiu se poate organiza ca un grup aditiv
comutativ, definind adunarea prin regula triunghiului (regula paralelogramu-
lui).

Definitia 6 2.1. Fiea si b doi vectori liberi. Fie OA un reprezentant al
vectorului @ si AB un repre_ze}ntant al vectorului b. Vectorul liber ¢ reprezen-
tat de segmentul orientat OB se numeste suma vectorilor a si b si se noteazd
¢=1a+bsau OB = OA + AB (regula triunghiului).

Vectorii @, b si ¢ = @ + b sunt vectori coplanari.

Adunarea vectorilor liberi “+”7 : VxV — V , (a, 5) — @+ este o lege de
comporzitie internd bine definitd deoarece vectorul liber € = @+ b nu depinde
de alegerea punctului O.

Teorema 6.2.1. Adunarea vectorilor liberi are urmatoarele proprietati:

1. asociativitatea, adica

va,bceV, a+ (b+¢c) = (a+b) +¢
2. 0 este vectorul neutru, adica
VacV,a+0=0+a=a
3. opusul lui @ este simetricul lui @, adica
VaeV, a+ (—a)=(—a)+a=0;
4. comutativitatea, adica
Va,beV, a+b=>b+a.

Demonstratie. Cazurile specifice coliniaritatii pot fi verificate cu usur-
inta.
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1. Tinem seama de definitie si de urmatoarea figura:

— _ —
OB este segmentul reprezentativ al sumei a + b, iar OC' este segmentul
- —
reprezentativ al sumei (E + b) +¢; AC este segmentul reprezentativ al sumei
—

b+ ¢, iar OC' este segmentul reprezentativ al sumei @ + (Z_) + E). Rezulta
(@+b)+ec=a+ (b+7¢).

In mod analog se demonstreazs si proprietitile 2.-4. B

Comutativitatea adunarii conduce la o noua regula pentru determinarea
sumei a doi vectori necoliniari, numita regula paralelogramului: se reprezinta
A—B> €a, E € b si se fixeazsd punctul C ca intersectia dintre paralela la AB
dusa prin D gi paralela dusda la AD prin B; segmentul orientat AC este
reprezentantul lui @ + b.

Asociativitatea adunarii permite generalizarea regulii triunghiului la reg-
ula poligonului stramb, potrivita adunarii a n > 3 vectori.

Proprietatile 1.-3. arata ca adunarea defineste pe V o structura de grup,
iar proprietatea 4. arata ca acest grup este comutativ.

In grupul V ecuatia b+ T = @ are o solutie unici 7 = @ + (—l_)) pe care o
notdm T = @ — b si pe care o numim diferenta dintre vectorul @ si vectorul b.
Daca AB este reprezentantul lui a, iar AD este reprezentantul lui b, atunci
reprezentantul lui @ — b este DB.
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b) Inmultirea unui vector cu un scalar.

Fie R corpul numerelor reale (corpul scalarilor) si V grupul aditiv comu-
tativ al vectorilor liberi. Vom introduce o lege de compozitie externa, adica
o functie definita pe R x )V cu valori in ¥V numita inmultirea unui vector liber
cu un scalar.

Definitia 6.2.2. Fiet € R si a € V. Prin ta intelegem un vector liber
definit astfel:

1. dacda # 0 si t # 0, atunci ta este vectorul care are aceeasi directie
cua dacat > 0, sens contrar lui @ daca t < 0 si lungimea egald cu |t|||a||;

2. dacat =0 saua = 0, atunci ta = 0.

(t=10, sau £=E)

Se observa ca ta este coliniar cu @.

Teorema 6.2.2. Inmultirea vectorilor liberi cu scalari are urmétoarele
proprietati:

1. VaeV, la=a;

2. Vs,te R, VaeV, s(ta) = (st)a;
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3. distributivitatea fatd de adunarea scalarilor si anume
Vs,te R, VaeV, (s+t)a=sa+ta;

4. distributivitatea fata de adunarea vectorilor, mai precis
VteR,Va,beV, t(a+b) =ta+th

Demonstratie. = Pentru proprietatile 1.-3. se utilizeaza conditia de
egalitate a doi vectori liberi.

_ E— —
4. Fie OA reprezentantul vectorului @ si AB reprezentantul vectorului b.
= _
Atunci OB este reprezentantul vectorului @ -+ b.

Y

Presupunem ¢ > 0 si notam cu ﬁ reprezentantul vectorului ta si O—>B’
reprezentantul vectorului ¢ (a + 5). Se observa ca AOAB ~ AOA'B’, avand
un unghi comun i laturile (care determind acest unghi) proportionale. Astfel
—_— —— — — — _
AB||A'B' si A’B' = tAB, adici A'B’ este reprezentantul vectorului tb. Deci
O—_>3’ este reprezentantul sumei ta + tb, adics t (6 + 5) = ta + tb.

Cazul t < 0 se trateaza analog. B

Proprietatile adunarii vectorilor liberi si proprietatile inmultirii vectorilor
liberi cu scalari arata ca ) este un spatiu vectorial peste cAmpul numerelor
reale.

c) Coliniaritate si coplanaritate.

Fie V un spatiu vectorial real al vectorilor liberi. Presupunem cunoscute
notiunile de subspatiu vectorial, dependenta si independenta liniara, baza si
dimensiune, coordonate si izomorfisme de spatii vectoriale.

Teorema 6.2.3. Fiea,b € V. Dacd a si b sunt coliniari si @ # 0, atunci
existd un numdr real t unic, astfel incat b = ta.

Demonstratie. @ = ||a|| agp <a_0 este versorul lui @, ag = ﬁ&), iar b =

][ o (b_o este versorul lui b, by = ﬁg

(=l

) . Dacd @ si b sunt coliniari = ag si
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by sunt egali sau opusi. Pentru @y = by are loc b = Tar @ decit = Tl Pentru
Gy = —by avem b = —%a, deci t = —%. [ |
Consecinta 6.2.1. Multimea

Q|

V) = {1_9 €V | 3t € R,astfel incat b = ta, a # 6}

a tuturor vectorilor coliniari cu un vector nenul @, este un spatiu vectorial
unudimensional.

Teorema 6.2.4. Vectorii @,b,¢ sunt coplanari dacd si numai dacé ei
sunt liniar dependenti.

Demonstratie.  Presupunem ci @,b,¢ sunt liniar dependenti, adic#
JIr,s,t € R cu 7?2+ s> +t2 # 0 astfel incat ra + sb + t¢ = 0. Pentru

t # 0 relatia se transcrie ¢ = aa + b, unde o = —7 st f = —3, rezulta

—_— — — - —
ca reprezentantii OA, OB, OC, ai vectorilor a,b, ¢ satisfac relatia OC =
—  — — — — —
OF + OF = aOA + BOB, adica OC' se afla in planul determinat de OA si

—

0B.

Rationamentul reciproc este imediat.
Consecinta 6.2.2. Multimea

V, = {5 cV|3Ir,scR,c=ra+sba,b necoliniari} ,

a tuturor vectorilor coplanari cu doi vectori necoliniari @ si b, este un spatiu
vectorial bidimensional.

Demonstratie. ) este un subspatiu vectorial al lui V), iar {E,Z_)} este
o multime liniar independenta care genereaza pe V,. Deoarece dependenta
liniara a trei vectori liberi este echivalenta cu coplanaritatea, rezulta ca trei
vectori liberi necoplanari sunt independenti. B

Teorema 6.2.5. Spatiul vectorial real al vectorilor liberi din E3 are
dimensiunea 3.

Demonstratie. In V existd trei vectori liniar independenti si anume
oricare trei vectori necoplanari @, b, ¢. Aritim cg acestia genereaza pe V.
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— —
0

. - . —> —> .o .
Fie d un al patrulea vector si OA, OB, , OD reprezentantii vectorilor

@,b,¢d.

— — — — =

Se_observz‘i ca OD = OD1+0Dy+0D3 =rOA+sOB+tOC si deci d =
ra+ sb—+tc. Daca {6, b, E} este o baza fixata in V3 si r, s, t sunt coordonatele
lui d in raport cu aceasti bazi. W

Cu precadere in practica se foloseste scrierea Zl(r, s,t) sau identificarea
d = (r,s,t). In acest context pentru d; = (ry, s;,t;) € V3, i = 1,2, 3 avem:

1. dy = dy < 11 =19, 51 = 89,1 = to;
2. dy +dy = (ry + 12,8 + 89,11 + t2);
3. ]{d_lz(k?’f’l,kshktl);

4. d; este coliniar cu dy daca si numai daca coordonatele lor sunt
proportionale;

5. vectorii di,ds,ds sunt coplanari daci si numai dacii coordonatele
unuia sunt combinatii liniare de coordonatele celorlalti doi: de exemplu
T3 = ary + fra, s3 = as; + fsa, t3 = aty + Sta.

d) Proiectia ortogonala.

Fie D o dreapta si AB € @ un vector liber. Prin A si B ducem planele P
si Q respectiv perpendiculare pe D. Notam {A’} = DNP, {B'} =DnN Q.

—
_)Teorema 6.2.6. Vectorul liber A’B’ nu depinde de segmentul orientat
AB ce reprezinta pe a.

Demonstratie. Fie C'D un alt reprezentant al lui @ i C'D’ construit
S — —_—  ——
dupéa procedeul lui A’B’. Aratam ca A’'B' ~ C'D’.
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D_M/ﬁ ol e[\

|
D |
AI

. b

| -

i

Daca se construieste o dreaptd D’ prin A si o dreaptd D” prin C, ast-

fel incat atat D’ cat si D”sunt paralele cu D. In aceste conditii avem ca
—_—

segmentele A'B’ i C'D’" au:

1. aceeagi directie, deoarece ambele sunt situate pe dreapta D;

2. au acelasi sens deoarece punctele B, C’ si D’ se gisesc in aceasta
ordine pe semidreapta determinata de A’ pe dreapta D;

3. au aceeagi lungime deoarece AABM = ACDN

(’AM‘ = ‘CN’ = ’A’B’ A—B>) = )C'—D>D§1 in plus triunghiurile sunt drep-
tunghice.

Y

Teorema este astfel demonstrata. I_)

Definitia 6.2.3. Vectorul liber A’B’ se numeste proiectia ortogonald a
vectorului a pe dreapta D si se noteaza mp (a).

Teorema 6.2.7. Dacd D, si Dy sunt drepte paralele, atunci mp, (a) =
TD, (E)

Proiectia ortogonala a unui vector liber pe o dreapta D depinde numai
de directia lui D. Daca w este un vector nenul care da directia lui D, atunci
putem vorbi de proiectia ortogonald a lui @ pe u pe care o notdm cu 7y (a).
Aratam ca 7 este o transformare liniara.

Teorema 6.2.8. Fie u € Vs\ {6} Pentru orice @,b € Vs si oricare
scalar t € R avem:

Tz (@+b) = 7z (@) + 7z (b);

7z (ta) = trg (a).

Demonstratia acestei teoreme este imediata.

Notdm cu @ un vector liber nenul si g versorul siu, adica @ = ||u|| ug,
||wo|| = 1. Pentru orice @, vectorul 77 (@) este coliniar cu g si deci exista un
numar real prza astfel incat

Tz (@) = (pra@) Uy
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Definitia 6.2.4. Numarul real prya definit prin relatia precedenta se
numegte marimea algebrica a proiectiei ortogonale my ().
Proprietatile lui 7 implica:

Pra (6 + I_)) = prga + prgl_) ,
pry (ta) = tprga .

. . 7 ~ . H H . .
Fie @ i b € V5\ {O} si OA,OB segmentele orientate reprezentative.
Unghiul orientat (care se obtine “maturand” planul cu vectorul @i catre
—) . H . —> . . .o
OB) ¢ € [0, 7] determinat de OA si OB se numeste unghiul dintre vectorii

asib.

A

ot

Definitia unghiului nu depinde de punctul O. Daca cel putin unul dintre
vectorii @ si b este 0, atunci unghiul ¢ € [0, 7] dintre @ si b este nedeterminat.
Vectorii @ si b se numesc ortogonali daci unghiul dintre ei este 5. Acceptam
ca 0 este ortogonal pe orice vector. Astfel:

prga = ||al| cos ¢ , unde ¢ = (u,a) .

In mod analog cu proiectia unui vector @ pe o dreaptd D se obtine si
proiectia aceluiagi vector @ pe un plan P, cu mentiunea ca planele perpen-
diculare construite initial in definitia 6.2.3. vor fi transformate acum in drepte
perpendiculare pe P. Aceastd proiectie se noteaza cu mp (@) si se aratd ca si
ea este o transformare liniara.

e) Produs scalar.

Notiunea de produs scalar o presupunem cunoscuta de la partea de alge-
bra liniara.

Fie Vs spatiul vectorilor liberi si @, b € V5. Pentru @ # 0 si b # 0, notdm
cu ¢ € [0, 7] unghiul neorientat dintre @ si b.
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Teorema 6.2.9. Functia (.,.) : V3 X V3 — R definitd prin

(@.p) = [l ||o]| cos ppentru @ # Osi b#0
’ Opentru @ = Ogi/sau b = 0,

este un produs scalar pe Vs.

Demonstratie. Trebuie sa verificim comutativitatea, distributivitatea
fatd de adunare si pozitivitatea functiei (.,.).

Dovedim numai distributivitatea fata de adunare (E,Z_)—i—E) = (d, B) +
(@, 7).

Cazul @ = 0 este imediat. Pentru a verifica proprietatea in ipoteza @ # 0
ne folosim de notiunea de marime algebrica a unei proiectii ortogonale. Fie
€ un versor si b un vector oarecare. Are loc prgb = (E, l_)). Exprimam pe

1. Relatia pre (5 + E) = preb + prec
se rescrie (€,b+¢) = (€,b) + (¢,¢). Inmultind cu ||a| si tinand seama de
omogenitate avem (||al|e,b +¢) = (|[a]|e,b)+(||al €, ), adicd ceea ce trebuia
demonstrat. B

Observatia 6.2.1. V3 este un spatiu vectorial euclidian.

a # 0 in forma a = ||a||e, |le]| =

Observatia 6.2.2. Relatia (@,a) = |[al|> > 0 este echivalentii cu
lla]| = +/(@,a), ceea ce ne permite calculul lungimii vectorului liber @ daca

se cunoagte produsul scalar (@,a).
Observatia 6.2.3. Relatia |cosp| < 1 implicd inegalitatea Cauchy-
Buniakovski-Schwartz ~ ~
|(@)| < l[all [|o]] -

Observatia 6.2.4. Doi vectori liberi sunt ortogonali daca si numai daca
produsul lor scalar este nul.

Fie {6, B,E} o baza in V3 si u = ra + 510 4+ 1T, T = 719G + S9b + toC.
Proprietatile produsului scalar implica

(U, D) = (r1a@+ s1b + 11T, 120 + $2b + 15¢) = ... =
= 1173 (@, @) + 7182 (@,b) + r1t2 (@, ) + ... + t1t2 (T, €).

Deci produsul scalar (@, 7) este cunoscut dacd se dd urmatorul tabel:

~~

Ql ol ¥

~—

—~

i
RIE

SN— —

[N
RS
SIS
SN~—
—~
ol
=
~—
N
ol
ol
~

Pentru calcule este avantajos sa alegem baze pentru care tabelul anterior
sa fie cat mai simplu. Un exemplu il constituie baza ortonormata a carei
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existenta in V5 este usor de observat. O baza in V3 formata din versori
ortogonali se numeste baza ortonormata si se noteaza {i, 7, k:} Coordonatele
unui vector in raport cu o baza ortonormata se numesc coordonate euclidiene

Dacd @ = ryi+ 51 + t1k,b = roi + S0 + tok. Tabelul precedent ne conduce la
(d, 13) = 11Ty + $189 + t1t9, unde @ si b sunt vectori liberi din V5. In particular
(@,i) = r1,(@,j) = s1,(a,k) = t1; astfel coordonatele euclidiene ale unui
vector a sunt de fapt marimile algebrice ale proiectiilor ortogonale ale lui @
pe cele trei axe de coordonate.

Daca se cunosc coordonatele euclidiene ale unui vector @, atunci norma

sa este
lall = V(@a) = \/r} + st + 8.
Unghiul a doi vectori nenuli @ si b este dat de
(6, 5) r172 + S152 + t1to
ClE Pl VR R /R s

unde o € [0, 7]. Astfel avem cd@ L b daca si numai dacs r17y+s;89+t1ty = 0.

Ccos

f) Produs vectorial.

Fie V3 spatiul vectorilor liberi si @,b € V3. Pentru @ # 0 si b # 0, notam
cu ¢ € [0, 7] unghiul orientat dintre @ si b.
Definitia 6.2.5. Vectorul

- |||l HBH sin ¢ €, pentru asi bnecoliniari
| 0, pentru @, beoliniari,

unde € este un versor perpendicular pe @ si b si cu sensul dat de regula mainii
drepte pentru tripletul (a, b,é) , se numegte produsul vectorial dintre @ si b.

axb
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Produsul vectorial este o aplicatie biliniara definita pe V5 x V5 cu valori
in Vg.

Teorema 6.2.10. Pornind de la definitia produsului vectorial se deduc
urmatoarele proprietati:

1. axb= —bxa Va,b € Vs (anticomutativitate datoratd tocmai orientdrii
unghiului dintre cei doi vectori);

2. t(axb)=(ta)xb=ax (tb),Vt € RsiVa,be Vs

3. a X (5 + E) —axb+axc Va,bce Vs (distributivitatea produsului
vectorial fata de adunarea vectorilor);

4. ax0=0, axa_GVaevg;

5. ||a x bH = ||a||? Hb” — (a, ) (identitatea lui Lagrange);

6. produsul vectorial a doi vectori nenuli @,b € V5 este nul dacéd si numai
dacd vectorii @ si b sunt coliniari; dacd @ si b nu sunt coliniari atunci norma
Ha X bH reprezinta aria paralelogramului construit pe reprezentantii OA Si
BN

OB.

Demonstratie. Proprietatile 1,2,4,6, se demonstreaza fara dificultate
folosind definitia produsului vectorial. Pentru a demonstra proprietatea 3.
ne folosim de 2. si de proprietatile inmultirii unui vector cu un numar. Fara
a restrdnge generalitatea, presupunem ca @ este un versor; fie P un plan
perpendicular pe @ si b un vector reprezentat de segmentul orientat O_é, a
carui directie face un unghi orientat ¢ cu directia lui a.

Fie B’ proiectia lui B pe planul P. Vectorul reprezentat de OB’ il notam
cu Tp (b) Este cunoscut faptul c& daci b,¢ € V5 are loc 7p (b—|— c) =
Tp (1_9) + 7p (€). Notdm cu R rotatia de unghi 7 in jurul axei lui @. Oricare
ar fi vectorii ¥ i w din planul P, R (v + w) = R (v) + R (w). Din figura
anterioars se observd ci @ x b = R o 7p (b) (functia vectoriald 7p (b)).
Adevarat, HE X l_)H = HR omp (Z_)) H = HBH sin ¢, iar tripletul (E, b, Romp (5))
este orientat dupa regula mainii drepte.



6.2. OPERATII CU VECTORI LIBERI. 141

Analogax¢=Romp (¢) siax (5 + E) =Romp (5 + E). Avand in vedere
proprietatile proiectiei ortogonale, are loc

Roﬂ'p (5) +RO7T’P(E) :Roﬂ'p (E+E)
si deci proprietatea este demonstrata.
Pentru a obtine identitatea Lagrange pornim de la egalitatea sin?¢ =
1 — cos? p, pe care o inmultim cu ||a||” ||Z_)H2 [ |
In raport cu baza {5, ;,E} vectorii @ si b admit descompunerea @ =

i+ s1] + t1k,b = 790 + s9j + tok. Folosind definitia produsului vector-
ial si proprietatile 1,2,3,6, se obtine

ol =
Ol T~

I . = X
|
=
<
(en]] o

.
|
o~

care ne conduce la

a X E = (Sltg — 822‘:1)%’"‘ (T’Qtl — T1t2) ] + (T182 — T281> k

sau simbolic

B i J k
axb= rm S1 t
T Sg to

g) Dublul produs vectorial.

Fiind dati vectorii @,b,¢, vectorul @ = @ x (1_7 X E) este dublul produs
vectorial al acestor vectori. Folosind baza ortonormats {i,j,k} precum si
proprietatile produsului scalar i vectorial, are loc

ax (bxc)=b(arc)—7c(ab).

Aceasta relatie pune in evidenta coplanaritatea vectorilor w, b, ¢, unde d =

bxcsiw Lawld
l
7

pol|

;
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Observatia 6.2.5. a x (5 X E) #+ (6 X l_)) X C.

Observatia 6.2.6. Expresia dublului produs vectorial se retine mai
usor scrisa sub forma determinantului simbolic

ax (bxe) =

h) Produs mixt.

Fiind dati vectorii liberi @, b, ¢, numsrul (6,1_) X E) se numeste produsul
mixt al acestor vectori. Dacil @,b,¢ sunt necoplanari, atunci modulul pro-
dusului mixt reprezinta volumul paralelipipedului ce se poate construi pe
reprezentantii cu originea comuna ai celor trei vectori

4 d=bxi

!

@&

o % B

Dac# notam cu § unghiul dintre directiile vectorilor b si € si cu ¢ unghiul
dintre directiile vectorilor @ si b X ¢; atunci

(E,E X E) — (a, E) = ||a|| ||a|| COsS = HB X EH pTga = j:v;)aralelipipedulu%
Teorema 6.2.11. Au loc urmatoarele proprietéati:
1. (@,bxc)=(c,axb)=(bcxa) Va,b,ce Vs
2. (a,bx¢) =—(a,cxb)Va,bceVs;
3. (ta,bx¢) = (a,tbxc) = (a,bxtc) Vt € RgiVabce Vs
4. (@ +a,bxc
= _ | @e) (ad)
5. (axb,cxd) = ‘ (B,E) (5,3)
grange);

6. (E, b x E) = 0, daca si numai daca :

Va,b,¢,d € Vs (identitatea lui La-

i) cel putin unul dintre vectorii @, b, ¢ este nul;
ii) doi dintre vectori sunt coliniari;
iii) vectorii a, b, ¢ sunt coplanari.
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Demonstram proprietatea 5, restul putand fi demonstrate cu usurinta
folosind definitiile si proprietatile produsului scalar, produsului vectorial si
inmultirea unui vector cu un scalar. Notam cu m = ¢ x d si proprietatea 5.
devine

(@xbexd) =(axbm)=(maxb)=(bmxa) =
= (a,bxm) = (a,bx (cxd)) = [avf(_bad)_—gi(b,ﬁﬂ _
— (@2 (5.4) — (,d) (5.7) :‘ 2%:3 (g”g)) ‘
[ |
Daca

@ =110+ s1] +t1k,b=rai + s2j + tok,C = r3i + s3] + t3k,

in coordonate produsul mixt se scrie

B s b
(6, b x E) =|1ry S 1
r3 Sz t3

Astfel, proprietatile produsului mixt se pot justifica cu ajutorul proprietatilor
determinantilor. Baza vectoriala {E, b, E} se numeste orientatd pozitiv (neg-
ativ) daca produsul (E,Z_) X E) este pozitiv (negativ). Prin urmare, baza
ortonormata {5, E,E} este orientata pozitiv intrucat (5,3 X E) = 1, unde
i=(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0, 1).

6.3 Schimbari de repere carteziene.

Definitia 6.3.1. O functie surjectiva F : V — V care pastreaza distanta
euclidiana, adica

d(F(7),F () = d(T,y) V&,y €V

se numeste izometrie.

Multimea izometriilor formeaza grup, cu ajutorul caruia introducem in
spatiul punctual E3 notiunea de congruenta a figurilor.

Izometriile de baza sunt rotatia, simetria in raport cu un plan, simetria
in raport cu un punct si translatia.

Rotatiile si simetriile se mai numesc gi transformari ortogonale, ele fiind
aplicatii liniare date prin matrici ortogonale.

Orice izometrie este de forma Z =7 o O, unde 7 este o translatie, iar O
este o transformare ortogonala.
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Fie Z = 7 o O o izometrie determinata de reperele R = {O,Z, 3,%} si
R = {O’ 4 ?,F} Izometria Z se numeste pozitivd (deplasare) dacd baza
{7, 3, P} este orientata pozitiv si negativa (antideplasare) in caz contrar.

Principalele izometrii pozitive sunt translatiile si rotatiile, iar principalele
izometrii negative sunt simetria in raport cu un plan si simetria in raport cu
un punct.

a) Translatia.

Definitia 6.3.2. Translatia unui sistem de axe de coordonate Oxyz
este deplasarea sistemului astfel ca axele noului sistem O'x'y'z s rdmana

paralele cu axele vechi si de acelasi sens.

M (zy.2) z
I:XI :Yl ,le

Prin urmare reperul {O, 1,7, k‘} supus translatiei 7 devine {O’ i 7, P},

unde O’ (a, b, c) 51 O’ :T(O),?:T(E) :5,727(3) zj,P:T(E) = k.
Ne propunem sa stabilim relatiile intre coordonatele z, vy, z ale punctului M
raportat la sistemul Oxyz si coordonatele 2’, v/, 2’ ale aceluiasi punct raportat

la sistemul translatat O'z'y’z’.

Se observa ca OM = OO' + O'M. Scrisa in coordonate, aceasta relatie
vectoriala devine

vi+yj+zk=ai+bj+ck+ai+y]+ Ik,

de unde

¥ =x—a,
r_

Yy =y—0b,
Z=z—c
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Scrierea matriciala a acestor relatii este

T 1 00 T a
v |=1010 y | = b
z 0 01 z c

Evident translatia este o izometrie pozitiva.

Caz particular. Translatia in planul 2Oy este data de relatiile 2’ = = — a,
y=y—b

b) Rotatia.

Fie in E3 doua repere carteziene {O, 1,7, k:}, {O’ AN } care au originea
comuna O.

M (zy.2)
(Xlsyl ,ZI)

Cunoscand coordonatele versorilor 7, j, k' fatd de baza B= {i,j,k} si
coordonatele (x,y, z) ale punctului M in raport cu primul reper, ne propunem
sa gasim coordonatele (z',y', 2') ale punctului M in raport cu al doilea reper.

Se observa ca o asemenea schimbare de repere in Ej3 este echivalenta
cu trecerea de la baza ortonormata B= {5, 3,%} la baza ortonormata B’=

{7, 7, E} din V;. In baza rezultatelor anterioare avem
P-0) = (1.0)i+(.0)]+ C.HF
O(j) = (7.0) i+ (7.4) + (/. k) k,
"=0 (k)= (K,i)i+ (K.5)j+ (K. k)E.
Notam ail = (?7;) , 21 = (773) ,aA31 = (77E) , 12 = (,77€> , 22 =
(.77 5) , A32 = (E) 5) , A13 = (Ea 5) , A23 = (F7 5) ,A33 = (Fa E) §1

aix aiz2 a3
A= a21 Q22 A23

a31 aszz G33
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Matricea A este matricea de trecere de la baza B= {5, E,E} la baza B’=
{7, ?,F} si este o matrice ortogonald. Intr-adevir, ¢, ', k' fiind versori
(coordonatele lor sunt cosinusuri directoare) reciproc ortogonali, deducem
AtA =1,

Ultima relatie implici (det A) (det A) = 1, deci (det A)*> = 1, adici
det A = £1. De aceea relatia A'A = I este echivalentd cu A® = A~L
Rezultd cd trecerea de la baza ortonormatd B= {7,j,k} la baza ortonor-
mata B’= {7, T,F} se face cu ajutorul matricii ortogonale A, iar trecerea
inversa se face cu A'. Pentru a stabili relatia de legitura intre coordonatele
x,y, z ale punctului M raportat la sistemul Ozyz si coordonatele ', v/, 2’ ale
aceluiagi punct raportat la sistemul Oz'y’z’, observam ca OM = OM sau
echivalent

vi4yj+ 2k =27+ + k.

De aceea
!
xz 11 Qa2 Q13 X
!
Y = Q21 Q22 Q23 Y
!
z a31 dazz G33 z
sau
x T
_ /
y | =Alvy
z 2
Invers, avem
' T
' gt
vy | =4y
z z

Aceste relatii caracterizeaza o izometrie care pastreaza originea. O astfel de
izometrie data de relatiile anterioare se numeste transformare ortogonala si se
noteaza cu 0. Deoarece (7, J' % E) = det A, rezulta cd o asemenea izometrie
este pozitiva dacd det A = +1 (rotatie) si negativa daca det A = —1 (rotatie
si simetrie).

Exemplul 6.3.1. Rotatia in jurul lui Oz. In reperul cartezian {O, 1,7, E}
consideram rotatia R de axa Oz si de unghi 6.
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7 &
I (z¥v.2)
(®.7.2)
Y = FI
e )
1 - ‘ >
7 1
g
X -
_/:R(Z)_COSGE—I—sinHj,
J =R (j) =—sinfi+cosb j,
W=R(F)=F.

Astfel din relatia zi + yj + 2k = 27 + ¢/’ + 2k’ , gdsim

x=12"cosf — 1y sinf ,
=a'sinf + 1y cos b ,
z=2z.

Matricea lui R este

cos@ —sinf 0
A= sinf cosf® 0 |,
0 0 1

iar det A = +1 si deci R este o izometrie pozitiva.
In particular, o rotatie in planul Oy, de unghi 6, in jurul originii este
caracterizata prin
x=12"cosf — gy sinf ,
y=2a'sinf + 1y cosf .

Dintre izometriile in plan retinem roto-translatia caracterizata prin

x=212"cosf —y'sinf +a,
y=2a'sinf +y cosf+5b .
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_‘ _
) i

-

]

Exemplul 6.3.2. Simetria fatd de un plan. Fie reperul ortonormat
{0,i,j,k} si S simetria in raport cu planul (0,1, j) .

7=S{i) =i,
J=8()=J.
W= (k) = —k

Astfel, din zi +yj+ 2k = 2"V + /7 + 2K, gdsim Sz =2/, y =9/, 2 = -2/,
sau scris matriceal

T 1 0 O x
y |=101 0 Yy’
z 0 0 —1 z

Determinantul matricii lui S este —1 si deci S este o izometrie negativa.



Capitolul 7

Dreapta si planul.

7.1 Reper cartezian.

Este cunoscut faptul ca spatiile E3 si V3 sunt in corespondenta biunivoca,
bijectia fiind unic determinata prin fixarea originii, iar spatiile vectoriale V3
si E3 sunt izomorfe, izomorfismul fiind unic determinat prin fixarea bazelor
in cele doua spatii.

Intr-adevir, in ipoteza ci am fixat un punct O numit originea in Es si
o baza ortonormata {z, 5,%} in V3, fiecarui punct M din Ej ii corespunde
in mod unic un vector 7 = OM numit vector de pozitie al punctului M;
aceluiasi vector ii corespunde in mod unic tripletul ordonat de numere reale
(z,y,2) € R? numite coordonatele euclidiene ale vectorului OM in raport cu
baza {E, E,E}; se scrie OM = i + yj + zk.

Ansamblul riguros orientat (in sensul ca pentru determinarea vectorilor
lui se aplica regula burghiului) {O,E, 7, E} se numeste reper cartezian in Es.

Punctul O se numeste originea reperului, iar {5, 7, E} se numeste baza repe-
rului. Coordonatele euclidiene (z,y, z) ale vectorului de pozitie 7 = OM
se numesc coordonatele carteziene ale punctului M fata de reperul ortonor-
mat {O,E, E,E}; r = (5, F) = pr;7 =abscisa, y = (3, F) = pr;T =ordonata,
z = (E, T) = priT =cota.

Bijectia dintre E3 si R3 determinata prin fixarea reperului cartezian se
numegte sistem de coordonate cartezian si se noteaza prin M (z,y, 2).

Bijectiile mentionate anterior permit deseori identificarea spatiilor E3, V3
si R3.

Versorilor ortogonali i, j, k le atagim axele de coordonate Oz, Oy, Oz care
au acelasi sens cu sensul pozitiv al acestor vectori.

Coordonatele carteziene ale punctului M reprezinta marimile algebrice
ale proiectiilor ortogonale ale vectorului OM pe cele trei axe de coordonate.

149
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Axele sunt caracterizate respectiv prin ecuatiile

Jy= =0 ) x=0
Ox'{z:O Oy'{z:() Oz.{yzo

Cele trei axe determina trei plane xOy, Oz, yOz numite plane de coordo-
nate. Ele sunt caracterizate respectiv prin

20y :2=0, yOz:x =0, z0x:y=0.

Cele trei plane de coordonate impart spatiul in opt regiuni numite octante.
Uneori reperul cartezian este indicat prin notatia Oxyz, prin aceasta
intelegdndu-se ca s-a fixat originea O si axele reciproc ortogonale Oz, Oy, Oz.
Evident versorii reciproc ortogonali 7, j, k rezulti din context.
In cele ce urmeazs presupunem cunoscute din geometria euclidians noti-
unile elementare ca punct, dreapta, plan, perpendiculara etc.; de asemenea
presupunem ca V3 este raportat la baza ortonormata {5, 7, E}, iar E5 la repe-

rul cartezian {O, 1,7, E}

7.2 Dreapta in spatiu.

O dreapta in spatiu poate fi determinata de:
i) un punct si un vector nenul;
ii) doud puncte;
iii) intersectia a doud plane.

a) Dreapta determinata de un punct si un vector nenul.

Fie punctul fixat M (29, Yo, 20) , To = Toi + o + 2ok si fie un vector nenul
a(l,m,n) din V5 si D o dreapta care trece prin M si are directia lui a.
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A Mizy.z
Z
a
D /
9] N

Punctul M (z,y, z) apartine dreptei D determinatd de M, si @ daca si
numai daca vectorii MyM si @ sunt coliniari, adica

(7 —79) xa=0.

Aceasta ecuatie in V3 se numeste ecuatia vectoriala a dreptei definita de un
punct si o directie. Vectorul @(l,m,n) # 0, care di directia dreptei D se
numeste vector director, iar coordonatele sale [, m,n se numesc parametrii
directori ai dreptei.

Se observa ca orice vector ka, k # 0 joaca acelasi rol cu a.

Coliniaritatea vectorilor ¥ — 7y si @ se pune in evidenta si prin relatia
T—To =ta,t e R sau

T=Ty+ta, t € R.

Aceastd ecuatie vectoriald este echivalentd cu trei ecuatii in R3,
r=x9+tl, y=1yo+tm, z=2+1tn, t R

numite ecuatiile parametrice ale dreptei D. Aceste ecuatii se pot inlocui cu
doud ecuatii carteziene in R?,

T—To Y —Y _ =2 %0

l m n

cu conventia ca daca un numitor este nul, atunci numaratorul respectiv tre-
buie egalat cu zero.

Deoarece @ (I,m,n) # 0(0,0,0), cel mult dous dintre numerele [, m, n se
pot anula.

Observatia 7.2.1. Daca | = 0, mn # 0, atunci ecuatiile carteziene sunt
echivalente cu

Y — Yo Z— 20
T = Xy, =
m n

si reprezinta o dreapta paralela cu planul yOz.
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Observatia 7.2.2. Daca | = m = 0, n # 0, atunci ecuatiile carteziene
se reduc la
T =20, Yy="Yo

si reprezinta o dreapta paralela cu Oz.
b) Dreapta determinata de doua puncte.

Doua puncte distincte M; (1, y1, 21) si My (22, Yo, 22) determind o dreapta
D si numai una.

Pentru a scrie ecuatiile acestei drepte ne folosim de cazul precedent;
anume vom considera dreapta ca fiind determinata de punctul M; si de vec-
torul director @ reprezentat de M;Ms.

Astfel ecuatiile carteziene ale dreptei D sunt

r—r1 Y-y 22—z

To — 1 Y2 — U1 22 — 21

c) Dreapta orientata.

Fie D o dreapta in spatiu. Pe D se pot stabili doua sensuri de parcurs,
corespondente relatiilor de ordine pe multimea punctelor dreptei, pe care
convenim si le notdm cu (+) si (—).

O dreapta D impreuna cu o alegere a unui sens de parcurs se numeste
dreapta orientata. Daca a este vectorul director al dreptei D, atunci se
accepta ca sens pozitiv pe D sensul vectorului @ si vom nota acest sens cu
+. Acest lucru va fi admis in continuare.

Fie My € D, in ipotezele facute, multimea

D':{M|M0M:k6, k:ZO}
se numeste partea pozitiva a dreptei D, iar multimea

D" = {M | MoM = sa, s <0}
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se numeste partea negativa a lui D.
Axele de coordonate Ox, Oy, Oz sunt exemple de drepte orientate.
Daca O este originea, atunci

{M|OM =ti, t >0}
este semiaxa pozitiva Ox, iar
{M|OM =ti, t <0}

este semiaxa negativd Ox. Vectorului director @ # 0 al dreptei D i se poate
atasa versorul

a
M=
[al
numit versor director sau directie orientata.
Prin urmare, dreapta D poate fi exprimata in forma

e =

D= {M | MM = te, t € R}.

Versorul director € formeaza cu axele de coordonate unghiurile «, 5, v numite
unghiuri directoare ale dreptei D.

Coordonatele lui e se numesc cosinusurile directoare ale dreptei D. Putem
scrie o
e=(ei)i+ (e.j)j+ (ek)k
sau
e=cosai+cosfj+cosy k.

Intrucat ||e]| = 1, rezultd cos® a + cos? B + cos®y = 1.

7.2.1. Unghiul dintre doua drepte orientate.
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Fie D; si Dy dou# drepte orientate prin vectorii directori @ si b. Prin
unghiul dintre dreptele orientate D, si Dy se va intelege unghiul dintre @ si
b, adica unghiul definit prin

COSpp = —=
Il {[2]
sau _
sin p = H?X?H , p €0,
[l [[2]

7.2.2. Pozitia relativa a doua drepte orientate.

Constatam echivalentele:

i) D; L D, daci si numai daca (@,b) = 0;

ii) D;||Dy daci si numai daci @ x b = 0 (echivalenta se realizeazi si daci
D1 = D2 )

Observatia 7.2.3. Fie D; # D».

Are loc D; N Dy # @ daca si numai daca unghiul ¢ dintre cele doua

drepte este cuprins intre 0 si 7.
7.2.3. Distanta de la un punct la o dreapta.
Fie dreapta D de ecuatii

T—To Y—Y _ Z— %20 .

I

{ m n

aceastd dreaptd contine punctul My (g, yo, 20) si are drept vector director pe
a(l,m,n).
Fie A un punct din E5 si A’ proiectia sa pe dreapta D.

-7
!

Lungimea segmentului | AA’| este distanta de la punctul A la dreapta D si
se noteazd cu d (A, D). Din formula care di aria paralelogramului construit



7.3. PLANUL IN SPATIU. 155

pe reprezentantii vectorilor @ si MyA obtinem

Ha X MQAH
fal

d(A,D) =

7.3 Planul in spatiu.

Un plan in spatiu este determinat de conditii geometrice ca: trei puncte
necoliniare, doua drepte concurente, doua drepte paralele, o dreapta si un
punct exterior ei, un punct si un vector normal (perpendicular) la plan. Ne
propunem sa stabilim ecuatia planului sub forma vectoriala sau carteziana,
impunand anumite conditii geometrice care il determina.

a) Planul determinat de un punct si un vector normal nenul.
Fiind data o dreapta D = {N | MgN =tm, t € R} care trece prin punc-

tul M, si care are directia vectorului 7, exista un singur plan P perpendicular
pe D in M.

Observatia 7.3.1. M € P daca si numai daca MyM L n. De aceea,
planul P este multimea

P ={M| (MyM,m)=0}. (7.3.1)

Dreapta D se numeste normala la planul P, vectorul  se numeste vectorul
normal al planului, punctul M care poate genera planul il vom numi punct
curent al lui P.
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Teorema 7.3.1. Orice plan P care contine un punct curent M (z,y, z)
i are un vector normal nenul m = (a,b,c) care trece prin My (xo, Yo, 20),
My € P, este caracterizat de ecuatia:

ar+by+cz+d=0, a,b,c,d € R. (7.3.2)

Demonstratie. MM = (z — x0) i+ (y — y0) j + (2 — 20) k; conditia de
ortogonalitate a vectorilor MyM si n scrisa in baza produsului scalar este

a(x—x0)+0b(y—yo)+c(z—2) =0, (7.3.3)

numita ecuatia carteziana a planului ce trece prin M, si este perpendicular
pe n.

Daca prelucram membrul stdng al ecuatiei precedente si notam axy +
by 4+ czg = —d, obtinem ecuatia ceruta de teorema. W

Teorema 7.3.2. Reciproc, orice ecuatie de forma (7.3.2) caracterizeaza
un plan, daca a, b, c nu se anuleaza simultan.

Demonstratie. Intr-adevir, daci (zo, 0, 2) este o solutie a ecuatiei
(7.3.2), atunci azg+byo+czo+d = 0, adicd d = —axo—byo—cz si reinlocuind
in (7.3.2) obtinem a(z —xo) + b(y — yo) + ¢(2 — 29) = O,care reprezintd
ecuatia unui plan ce contine punctul M (2o, o, 20) §i este perpendicular pe
vectorul nenul 7 = (a,b,¢). W

Ecuatia ax + by + cz +d = 0 in R3, pentru care a® + b* + ¢ # 0, se
numeste ecuatia carteziana generala a unui plan.

Observatia 7.3.2. Ecuatia ce caracterizeaza un plan in spatiu este
nucleul unei functii liniare afine f : R® — R, f(x,y,2) = ax + by + cz + d,
cua,b,c,d € R, cel putin trei nenule.

Plane particulare.
Exemplul 7.3.1. Planul 2Oy este caracterizat de ecuatia z = 0 si

vectorul normal k = (0,0,1). Orice plan paralel cu 2Oy este dat de ecuatia
Z=c.
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Analog x = 0 reprezinta ecuatia planului yOz al carui vector normal este
7 = (1,0,0). Un plan paralel cu yOz are ecuatia * = a. Ecuatia planului
10z este y = 0; normala acestui plan are directia vectorului j = (0,1, 0); un
plan paralel cu xOz are ecuatia y = b.

Exemplul 7.3.2. Ecuatiile planelor perpendiculare pe planele de co-
ordonate xQy, yOz, zOx sunt respectiv ax + by +d = 0, by + cz +d = 0,
ar +cz+d=0.

Exemplul 7.3.3. Ecuatiile planelor care trec prin axele de coordonate
Oz, Oy, Oz sunt respectiv by + cz =0, ax + cz = 0, ax + by = 0.

Exemplul 7.3.4. Ecuatia planului care trece prin origine este ax + by +
cz = 0.

b) Planul determinat de trei puncte necoliniare.

Pentru a stabili ecuatia ce caracterizeaza planul determinat de punctele
necoliniare M; (z;,v;, z;), @ = 1,2,3 procedam in felul urméator:

b.1. folosim ecuatia generald a planului (7.3.2) si ecuatiile obtinute prin
inlocuirea coordonatelor punctelor M; in aceasta ecuatie

ar +by+cz+d=0,
ax; +by; +czi+d=0, 1=1,2,3.

a, b, c reprezinta coordonatele vectorului normal la planul respectiv determi-
nat de cele trei puncte necoliniare.

%Mz' % ¥
M =1

S-a obtinut un sistem de ecuatii liniar omogen in necunoscutele a, b, ¢, d
cu solutii nebanale, deoarece a, b, c nu se pot anula simultan. Conditia care
asigura acest lucru este

r y z 1
T oy oz 1

=0 7.3.4
Ty Y2 2z 1 ( )
T3 Y3 z3 1

si care reprezinta ecuatia carteziana a planului. Intr-adevar, ecuatia prece-
denta este o ecuatie de gradul intai in x,y,z si oricare din punctele M;,
1 =1,2,3 de coordonate z;,y;, z; o satisface.
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Ca un caz particular, putem gisi ecuatia planului prin tiieturi. Inlocuind
coordonatele punctelor A (a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,¢) in ecuatia (7.3.4),
gasim

r Yy oz
S+24+Z-1=0.
a b ¢

""{'.

De asemenea ecuatia carteziana a planului determinat de punctele M;,
1 = 1,2,3 ne ajuta sa stabilim conditia de coplanaritate a patru puncte din
spatiu.

b.2. Fie M un punct care poate genera planul, al carui vector de pozitie
este OM = zi+1yj + zk. Obtinem ecuatia vectoriald a planului P impunand
conditiile de coplanaritate a vectorilor My M, My M, My Mj, adica

(MlM s M1M2 X MlMg) = 0.

Daca M; (7;), 77 = zs + y;j + z;k, relatia anterioard este echivalenta cu
ecuatia vectoriala

(F— 75 (75— 7) % (75— 7)) =0,

sau
rT—21 Y-y =z—=2
To—21 Y2—Y1 22—z | =0.
T3 —T1 Ys—lh <3— 21

Am obtinut ecuatia carteziand a planului determinat de trei puncte necol-
iniare, ecuatie echivalenta cu cea de la b.1.

c) Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari.

Fiew = (I1,m1,n1) §1 0 = (la, ma, ny) doi vectori necoliniari, adicd u x v #
0 si un punct cunoscut M,. Cele trei elemente My, u,v determind un plan
unic P.
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Va
|2

Construim reprezentantii vectorilor u si v ca fiind MM, respectiv MyMs.
Un punct M € Ej apartine planului daca si numai daca vectorii MoM , MyM;
si MoM, sunt coplanari. Coplanaritatea acestor vectori o exprimam astfel:

c.l. MyM = ru+ sv; care scrisa in coordonate, aceasta relatie vectoriala
este echivalenta cu

r = x9+ rl + sls,
Yy=19yo+rmg+smy, 1,5s€R
2 =29+ 1rni; + sno,

numite ecuatiile parametrice ale planului P, iar r si s se numesc parametri.
c.2. (MOM , U X ﬁ) = 0; scrisa in coordonate aceasta ecuatie vectoriala
conduce la ecuatia carteziana

T—Zo Y—Y =z~ %0
ll mq n1 = 0.
ly ma U

Precizam ca toate ecuatiile carteziene obtinute pentru plan sunt echivalente
cu ecuatia generald (7.3.2). Se observa ca un plan depinde de patru parametri
neesentiali a,b, c,d si trei parametri esentiali. Daca a # 0, atunci cei trei
parametri esentiali sunt

b ¢ d

Ty Ty T

a a a

Precizam ca indiferent de forma ecuatiei carteziene a planului, coeficientii

lui z,y, z reprezinta coordonatele vectorului normal 7. Vectorul n este unic
pentru un plan dat, abstractie facAnd de un factor scalar nenul. Ecuatiile
normalei la plan care trece prin M, sunt

T—To Y—Y _ 2 %0
a b c

7.3.1. Reuniunea si intersectia a doua plane.
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Fie P; si Py doua plane de ecuatii a1z + b1y + ¢12 + di = 0, respectiv
a2 + bzy + Ccoz + d2 =0.
Atunci reuniunea celor doua plane este datda de multimea

L=A{(z,y,2) | (a1x + biy + c12 + dy) (agx + boy + coz + d3) = 0} .

Va trebui si aratam cd P; U Py = L. Fie un punct (p,q,r) € P; U Py adica
(p,q,7) € Py sau (p,q,r) € Ps, ceea ce este echivalent cu a1p+byq+cir+d; =
0 sau asp + bag + cor + dy = 0.

In ambele cazuri (ayp + biq + 17 + dy) (agp + baq + cor + dy) = 0, deci
(p,q,7) € L. Am aratat ca Py U Py C L. Invers, fie (p,q,7) € L, ceea ce
este echivalent cu (a1p + b1q + c17 + dy) (a9p + baq + cor + dg) = 0 si deci cel
putin un factor este zero, fie cd a;p + b1q + 17 + dy = 0; rezultd (p, q,7) €
P1 C Py UP,. Deci L C Py UPs siin final rezulta egalitatea L = Py U Ps.

Observatia 7.3.3. Reuniunea a doua plane reprezinta o cuadrica de-
generata.

Presupunem ca planele P; si P, nu sunt paralele sau confundate. Inter-
sectia P; NPy este o dreapta pe care o nota cu D, ale carei ecuatii sunt

{ ar +by+caz+d =0 (7.3.5.)

X + boy + oz +dy =0 7

unde rang ( o b ) = 2.

az by ¢
Observatia 7.3.4. Daca P; nu este perpendicular pe Py, atunci 7y ¢ Ps
i g ¢ Py, iar dacd Py L Py, are loc iy € Py si g € Ps.

Sistemul de ecuatii liniare prin care este reprezentata dreapta D este
simplu nedeterminat; sistemul admite o infinitate de solutii care sunt tocmai
punctele dreptei.
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Un punct M, al dreptei D se obtine ca intersectia planelor P;, Py cu
unul din planele de coordonate sau cu un plan paralel cu unul din planele
de coordonate. Directia dreptei D este data de directia vectorului myx 7,
unde 77 (aq, by, 1), 7ig (ag, by, c2) .

o 1 . . . b
Astfel parametrii directori [, m,n, ai dreptei D sunt [ = ' bl Zl , m =
2 C2
a1 by | by
Co bg ’ N (05} bg '
b - . .
Daca presupunem ca Zl bl # 0, atunci sistemul care da ecuatiile
2 b2

dreptei de intersectie a doua plane se reduce la

rT=az+7p
=bz+q

(solutiile se obtin din rezolvarea sistemului (7.3.5) cu z necunoscutd secun-
dard) care sunt ecuatiile canonice ale dreptei D.

Din aceste ecuatii constatam ca o dreapta in spatiu este exprimata cu
ajutorul a doua ecuatii care depind de patru parametri esentiali a,b,p, q.
Prin urmare, pentru determinarea unei drepte sunt suficiente doua conditii.
Pentru a determina pozitia relativa a unor drepte sau plane se alcatuieste
sistemul format de ecuatiile lor, se rezolva algebric acest sistem si se inter-
preteaza geometric rezultatul. De asemenea precizam ca din punct de vedere
topologic, dreptele si planele sunt respectiv submultimi inchise in spatiu.

7.3.2. Unghiul dintre doua plane orientate.

Fie planele P; si Py avand ecuatiile a;x + byy + c12 + di = 0, respectiv
a2 + bzy + oz + dz =0.

Planele sunt paralele daca si numai daca vectorii normali 7oy (aq, by, 1),
Mz (as, ba, c3) sunt coliniari, adicd nyx My = 0 sau (ay, by, c1) = k (ag, ba, c3)
k€ R\ {0} si di # dy. Cele doud ecuatii reprezinta acelasi plan daca si
numai daca (a1, by, c1) =k (az, b2, ¢c2) , k € R\ {0} si di = kds.

Doua plane neparalele si neconfundate se intersecteaza dupa o dreapta D
si determina un unghi diedru.
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\
/

P

Unghiul diedru format de cele doua plane este masurat prin unghiul plan
©, care se obtine sectiondnd planele P; si P, cu un plan P3 perpendicular pe
D. Prin definitie, unghiul diedru dintre cele doua plane este unghiul dintre
cei doi vectori normali 77 i N3 determinat prin

—

(n1,n2
COS = =
P = Tl

_ ajaz+bibatcicy c 0
= T .
Vg rgig 0,7

In particular planele P; si P, sunt perpendiculare daci i numai dac pro-
dusul scalar (717, 3) = 0 sau coordonatele ajas + biby + c1c2 = 0.

7.3.3. Fascicule de plane.

In 7.3.1. am vizut cum se poate cerceta o dreaptd determinati de
intersectia a doua plane. Reciproc, daca se da o dreapta, atunci prin ea
trec o infinitate de plane. Multimea tuturor planelor care trec printr-o
dreapta D se numeste fascicul de plane. Dreapta D se numeste axa fas-
ciculului. Consideram planele de ecuatii Py : ayx + byy + c12 +dy = 0 si
Py asx + boy + coz + ds = 0 care determina dreapta D. Deoarece orice vec-
tor nenul 7 perpendicular pe D se scrie in forma 7 = 7y + sng , 72+ 52 # 0,
rezulta ca ecuatia unui plan oarecare din fasciculul de axa D are ecuatia

7 (a17 + by + 12+ dy) + 8 (apx + boy + oz +dy) =0, 72 + 52 #0.
Multimea planelor caracterizate de ecuatii de forma
amx+biy+cz+A=0

se numeste fascicul de plane paralele (cu Py).
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Folosind fasciculele de plane putem justifica si in acest mod ecuatiile
exemplelor de plane particulare 7.3.1-4. Astfel, stiind ca axa absciselor este

z2=0"
ecuatia unui plan paralel cu acesta este by + cz + d = 0.

Ox : { y="0 ecuatia unui plan care trece prin Ox este by + cz = 0, iar

7.3.4. Distanta de la un punct la un plan.
Fie planul P de ecuatie ax + by + cz + d = 0, al carui vector normal

este m (a,b,c). Fie My (xo,0,20) un punct din E3 exterior planului si fie
M (x1, 31, 21) proiectia lui My pe planul P.

Mg

B LH’11

Lungimea HMlMgH este distanta de la punctul M, la planul P si se
noteaza cu d (M, P).
Folosind produsul scalar al vectorilor 7 si M; M, gasim

(ﬁ, MlMO) =a(rg—x1)+0(yo— 1) +c(20—2) =
a? + b + 2d (Mo, P) .

Deoarece M; € P rezultd ci axy + by; + ¢z + d = 0. Inlocuind in relatia
precedenta se obtine

- ‘al'o + byo + czp + d‘

P = e

Observatia 7.3.5. Coordonatele punctului M; nu au nici un rol in
valoarea finala a distantei de la M, la P, ci numai un rol intermediar.

7.3.5. Unghiul dintre o dreapta orientata si un plan.
Presupunem ca dreapta D intersecteaza planul P (altfel daca dreapta

D este paraleld sau inclusad in planul P unghiul cautat este egal cu zero) si
presupunem cunoscute de asemenea pe 7 (a, b, ¢) si @ (l,m,n).
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Fie D’ proiectia dreptei D pe planul P. Unghiul cdutat este unghiul
dintre dreapta D si D’. Intrucat vectorul director al dreptei D’ este greu de
gasit, vom calcula unghiul complementar

(7r > (m,a)
COsS\ o — @ = 7= =n
2 17| [all
sau

al +bm + cn
Va2 + 02+ VP +m? +n?

sinp =

Paralelismul sau incluziunea dreptei D cu planul P este echivalentd cu (7, @) =
0 sau al + bm + cn = 0.

Dreapta D este perpendiculard pe plan daca si numai dacd 7 x @ = 0 sau
(a,b,¢) =k (I,m,n), k € R\ {0}.

7.3.6. Perpendiculara comuna a doua drepte oarecare din
spatiu.

Doua drepte din spatiu pot fi confundate, paralele, concurente sau oare-
care. Pentru doua drepte D, si Dy care admit pe a; respectiv a; ca vectori
directori, exista o directie normala comuna unica daca si numai daca dreptele
D; si D, sunt oarecare sau concurente. In acest caz existi o dreapt si numai
una care se sprijina simultan pe cele doua drepte avand directia m = a7 X @y
numita perpendiculara comuna a dreptelor Dy si Ds.
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\_2\_\

Pentru a stabili ecuatiile perpendicularei comune D, observam ca aceasta
dreapta apare ca intersectia a doua plane: planul P;, care contine pe Dy si
n si planul Py care contine pe Dy si m. Presupunénd ca dreptele Dy si D»
trec respectiv prin punctele M; si M, si ca N este punctul curent in Py, iar
M este punctul curent in Ps, ecuatiile perpendicularei comune sunt

(M;N,a; xm) =0
D:
(MM, @z x m) = 0.

7.3.7. Distanta dintre doua drepte.

Fie doua drepte D, si D5 descrise respectiv de punctele M si N. Numarul
infd (M, N) se numegte distanta dintre dreptele D; si Dy si se noteazd cu
d (D1;Dy) . Din considerente geometrice rezulta ca d (Dq; Ds) se afli astfel:

1. daca dreptele D; si Dy sunt concurente, atunci d (Dq; Dy) = 0;

2. daca D4|| Do, atunci prin M, € D; se duce un plan perpendicular pe
D, care taie pe Dy in Ny si avem d (Dy; D2) = d (Mo, Ny);

3. dacd D; si Dy sunt oarecare, d (D;Ds) = HE‘ , punctele A si B
fiind pe perpendiculara comund D (M; € D; si My € Dy sunt puncte cu
coordonatele cunoscute).
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Aceasta distantad se mai poate afla astfel: prin dreapta D; ducem un plan
P paralel cu dreapta Ds.

Atunci d (Dy; Ds) = d (Ms, P), unde M; este un punct cunoscut al dreptei
D,. Figura anterioara arata ca aceasta distanta este lungimea inaltimii
paralelipipedului construit pe vectorii M M,, ay, as.

Din semnificatia produsului mixt rezulta

|(Mi Mz, a7 x @) |

llar x az]|

d(Dy;Ds) =




Capitolul 8

Cuadrice (Conice).

8.1 Cuadrice-definitie. Centrul unei cuadrice.

In E; considerim reperul cartezian {O,E, E,E} si forma patratica afina g :
E; — R definita prin

9(2,y,2) = ana® + any® + as3z® + 2a1xy+
+2a13702 + 2a93yz + 2a107 + 2a20y + 2a30z + ago,

cu a?; + ady + aiy + ady + a3; + a3y # 0.
Definitia 8.1.1. Multimea de nivel constant zero data de ecuatia

Z:g_l (O) - {M(l',y,Z) ’ ([L’,y,Z) €R3a9(l‘,y,2) :O},

se numegte cuadrica sau suprafata algebrica de ordinul al doilea.

Se noteaza Y : g (z,y,z) = 0.

Prin trecerea de la reperul cartezian {O,%, E,E} la un reper cartezian
adecvat orientat pozitiv (reperul canonic) fatd de care ecuatia g (x,y,z) =0
sa aiba forma cea mai simpla posibila (ecuatia canonicd), se dovedeste ca > |
este congruenta cu una din multimile: sfera, elipsoid, hiperboloid cu o panza,
cu doua panze, paraboloid eliptic, hiperbolic, con, cilindru circular, eliptic,
hiperbolic, parabolic, pereche de drepte secante, pereche de plane paralele,
confundate, dreapta, multime care contine un singur punct, multime vida.

Fata de transformarile ortogonale, ecuatia g (x,y,z) = 0 are urméatorii
invarianti

A=detA §=detA I =1trA,

Q22 (A23
a32 433

a1; A
a31 ass

11 Q12
Q21 A22

J =

167
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unde
11 aiz2 aiz A
- Q21 Qg2 Q23 Ao
A= A=
a31 az2 33 Aa3p
Qo1 Qo2 aop3 Ao

11 Q12 Q13
Q21 Q22 Q23 |,
a31 32 as3

Cuaij:aﬁ,i%j i,j:0,1,2,3.
Felul cuadricei se poate stabili cu ajutorul invariantilor. De exemplu

A ‘ Natura cuadricei
A =0 | degenerata (8.1)
A # 0 | nedegenerata

Dintre cuadricele nevide, sfera, elipsoidul, hiperboloizii si paraboloizii sunt
cuadrice nedegenerate; conul, cilindrii si perechile de plane se numesc cuadrice
degenerate.

Sfera este o Cuadrica in care a;; = ag = azz = m # 0, ajp = a3 =

azz = 0 si (“10) (“20) (“%0)2 > 0. Centrul sferei este de coordonate
(—“ﬁ, —20 0 ) si raza sferei r = \/ @0)? 4 (%)2 + (amﬂ)z — 200,

Centrul cuadricei.

Existd cuadrice ) : g (z,y, 2) = 0 care admit centru de simetrie. Acesta
este de fapt originea reperului canonic. Pentru a gasi relatiile ce conduc la
centrul unei cuadrice, efectudm translatia x = xo+2',y = yo+y', 2 = 20+ 2.

Ecuatia cuadricei fatd de sistemul translatat in C' (zo, o, 20) va fi

g(zo+2"y0+y,20+2") =0.

Aplicand formula Taylor, aceasta ecuatie se transcrie
9 0 9
g (@0, 40, 20) + 1 (22 +y 2+ 228 ) +

1 (20% 4 r20% | 120%
+2! (IB 3$(2)+y 8y§+2 022 +

(2 20 20 588) =0

0Y00z0

unde
%9 = 201,27 + 2a12y + 20137 + 2a10,

5L = 2am@ + 2055y + 2032 + 20z,

% = 2a317 + 2a32y + 2a33z + 2a3o,
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si unde in plus

0%g 0%g 0%g
8z2 = 2a aiy, dy 2 = 2a 22, 9z 2 2&33,

829 829 829
20y = 2012, 557 = 2013, aya = 2ag3.

Teorema 8.1.1. Punctele (2',y/,2') si (—a', —y', —2') sunt simultan pe
suprafata ) daca si numai daca punctul (xo,yo, 20) satisface relatiile:

9z0 g—g (0, Y0, 20) = 0,
S8 — 29 (9,0, 20) = 0,

920 = % (x(]?y(%ZO) =0.

De aceea, dacd cuadrica ) are centru, atunci coordonatele sale sunt in mod
necesar solutia sistemului

19
352 = an® + apy + a3z + ay = 0,
19
58—Z = a1% + G2y + a3z + ag = 0,
19
382 = a31T + azy + aszz + az = 0.

Pot interveni urmatoarele situatii:

1. Daca det A = § # 0, sistemul liniar este compatibil unic determinat,
deci cele trei plane a;1x + a;0y + a;3z + a;0 = 0 ,2 = 1,2, 3, se intersecteaza
intr-un punct unic; prin urmare cuadrica admite un singur centru la distanta
finita. Este cazul sferei, elipsoidului, hiperboloidului cu o panza, cu doua
péanze si conului.

2. Daca 0 = 0, ZH Zu # 0 si unicul determinant caracteristic al

21 Q22
sistemului este nenul, sistemul este incompatibil. Cele trei plane formeaza o
prisma triunghiulara. Este cazul paraboloidului eliptic si hiperbolic.

3. Daca 0 = 0, ZH Zu # 0 gi unicul determinant caracteristic al

21 Q22
sistemului este nul, sistemul liniar este compatibil simplu nedeterminat. Cele
trei plane se intersecteaza dupa o dreapta numita dreapta de centre. Este
cazul cilindrilor circulari, eliptici gi hiperbolici.

4. Daca 0 = 0 si rangul sistemului este unu si cei doi determinanti
caracteristici nu sunt nuli, sistemul este incompatibil. Planele sunt paralele.
Este cazul cilindrului parabolic.
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5. Daca § = 0 si rangul sistemului este unu, iar cei doi determinanti
caracteristici sunt nuli, atunci sistemul este compatibil dublu nedeterminat.
Cele trei plane sunt confundate. Cuadrica are un plan de centre. Este cazul
planelor paralele distincte sau confundate.

8.2 Forma canonica a unei cuadrice.

Pentru stabilirea ecuatiei canonice a cuadricei se poate proceda astfel:

i) Dacd ajs = a3 = as3 = 0, se face translatie.

ii) Daca cel putin unul din numerele a1y, a13, ass este nenul, atunci tipul
cuadricei de ecuatie

a11x2 + CLQQZ]Q + a3322 + 2@12553/ -+ 2&131’2+

—i—2a23yz + 2(1101’ + 2@20y + 2@302 + Qop = 07

este determinat de expresia termenilor de gradul al doilea, adica de forma
patratica

apx? + a22y2 + ag3z? + 2a107Y + 201372 + 2093y 2.

Matriceal aceasta forma patratica se scrie

aix Qa2 Qi3 z
(m ) Z) Q21 Q22 Q23 (7 I
az1 dasz Gs3 z

unde a1z = ag1, a13 = a31, A23 = a32 sau

T

(:Eyz)Ay ,
z

A fiind matrice simetrica.

Pentru matricea A se determina valorile proprii A1, As, A3 si vectorii pro-
prii corespunzatori care sunt ortogonali. Prin normare obtinem versorii
€1,62,€3. Se noteaza cu R matricea ce contine pe coloane coordonatele
versorilor e, €3, €3; avand in vedere posibilitatea inlocuirii unuia dintre ver-
sorii €7, €3, e3 prin opusul sau sau posibilitatea renumerotarii valorilor proprii,
putem presupune det R = 1. Rotatia

X X
y | =R| Y
z 4
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reduce forma pitratica la forma diagonald \i2'? + A\oy'? + A32”2. Directi-
ile noilor axe de coordonate sunt date de directiile versorilor proprii €7, e5,
respectiv €3. In final, daca este cazul, se face o translatie.

8.3 Intersectia unei cuadrice cu o dreapta.

a) Intersectia dintre o dreapta si o cuadrica.

Fie D o dreapta de ecuatii
r=x0+tl, y=yo+tm, z=2y+tn, teR

si > o cuadrica de ecuatie g (z,y,z) = 0. Intersectia D N > corespunde
radacinilor ¢; si t, ale ecuatiei in R,

t%p (1,m, ) +t (I guy + MGy, +ngzy) + 9 (20, Y0, 20) = 0, (8.3.1)

unde ¢ (I,m,n) = ayl? +azxpm?+azsn®+2a5lm+2ay3l n+2as3mn, iar g,, =
9z (Z0, Yo, 20) etc. (a se vedea scrierea ecuatiei g (xo + tl, yo + tm, zo + tn) =
0).

Discutie.

1. Fie ¢ (I,m,n) # 0. In acest caz ecuatia (8.3.1) este o ecuatie de gradul
al doilea.

Daca ¢ = (lgy, + mgy, + ngzo)2 — 4 (I,m,n) g (xo,%0,20) > 0, atunci
ecuatia are doua radacini reale distincte t; si t5. Astfel, dreapta D inter-
secteazd cuadrica ) in doud puncte My, M. Dacd g = 0, atunci t; = to;
corespunzitor, D va intersecta pe Y in doud puncte confundate. In acest
caz dreapta D se numegte tangentd la > . Dacd g < 0, atunci ecuatia (8.3.1)
nu are raddcini reale si deci D nu intersecteaza pe > .

2. Fie ¢ (I,m,n) = 0. Atunci ecuatia (8.3.1) devine o ecuatie de gradul
intai. Daca lg,, + mgy, + ng,, # 0, atunci existd o solutie unica si D in-
tersecteaza cuadrica ) | intr-un singur punct. Daca lg,, + mgy, + ng,, = 0
si g (0,10, 20) # 0, atunci relatia (8.3.1) este o imposibilitate. In aceste
conditii D nu intersecteaza cuadrica ) . Daca lg,, + mgy, + ng,, = 0 si
g (20, Y0, 20) = 0, atunci (8.3.1) este o identitate si astfel D C ).

Fie ) o cuadrica datd prin ecuatia g (x,y, z) = 0 si My (zo, Yo, 20) € >
un punct in care cel putin unul din numerele g,,, g, g, este diferit de zero.

Teorema 8.3.1. O dreapta D de parametrii directori (I, m,n) este
tangenta la cuadrica Y, in punctul My (2o, Yo, 20) € Y dacd si numai daca

L9y + Mgy, +ngz, = 0.
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Demonstratie. Intersectia dintre dreapta D : © = xq+tl, y = yo + tm,
z = zg+tn, t € Rgi cuadrica ) corespunde la radécinile ¢; si t5 ale ecuatiei
(8.3.1). Deoarece My € >, avem g (xo, Yo, 20) = 0. Ecuatia (8.3.1) va avea
radacina dubla ¢t = 0 daca si numai daca lg,, + mg,, +ng,, = 0. W

Teorema 8.3.2. Locul geometric al tuturor tangentelor la cuadrica
in punctul M, este planul de ecuatie

(37 - ‘730) Gz + (y - yO) Gyo + (Z - ZO) 9z = 0.

Acest plan se numegte planul tangent la cuadrica » | in punctul My € > .
Demonstratie. Dreapta D este tangentd in My la ) dacd si numai
daca lg,, + mgy, + ng., = 0. Eliminand parametrii [, m, n,t, gasim

(l’ - :EO) o + (y - yO) gyo + (Z - ZO) Gz = 0.

Mentiondm c& ecuatia planului tangent intr-un punct M, € > se poate
obtine si prin dedublarea ecuatiei g (z,y, z) = 0 in punctul M,. B

Dreapta care trece prin My si este perpendiculara pe planul tangent se
numeste normala si are ecuatiile:

T—To Y—Y% <2 %0

Gz Gyo 9z

Y

unde vectorul normal la planul tangent este 7 (g.o, Gyo» G20 )-
b) Intersectia dintre un plan si o cuadrica.
Intersectia dintre un plan P si o cuadricd ) se obtine rezolvand sistemul
ar +by+cz+d=0, a®>+ b+ #0,
g(z,y,2) =0.
In ipoteza ci ¢ # 0, din ecuatia planului obtinem pe z si inlocuim in
g (z,y,2) = 0. Astfel, gdsim cd intersectia P N > este o multime de puncte
din planul P caracterizata printr-o ecuatie de forma
a2 + 2151y + agy® + 20107 + 2a50y + agy = 0.

Deci PN ) este o conica.
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8.4 Studiul cuadricelor pe ecuatia canonica.

a) Sfera.

Fie E3 un spatiu punctual euclidian real tridimensional raportat la un
reper cartezian {O,i,7,k} si punctele M; (z;,y;, %) i = 1,2. Expresia dis-
tantei de la M7 la M este

d(Ml, Mg) = \/(l’g — ZL‘1)2 + (yg - y1)2 + (ZQ — 21)2.

Definitia 8.4.1. Fie C (¢, Yo, 20) un punct fixat i r un numdr real
pozitiv fixat. Sfera S de centru C gi raza r este multimea punctelor M (z, vy, 2)

cu proprietatea ca
d(C,M)=r.

z X,Y,ZJ

0 :FD W D:I

H

Teorema 8.4.1. Punctul M (x,y, z) apartine sferei S care are centrul
in C (xg, Yo, 20) §i raza v dacd si numai daca

(z—x0)” + (y —90)* + (2 — 20)° =12
Demonstratie. Faptul cd M € S este echivalent cu d (C, M) = r,

adica \/(x — m0)2 + (y — yo)2 + (2 — zo)2 =r, asadar (v — xo)z +(y — y0)2 +

(z — 20)% = r? gi deci

S= {M(:E7ya Z) | (I,y,Z) S R37 (‘T - x0)2 + (y _y0)2 + (Z - ZO)2 = T2}7
sau mai pe scurt
St(z—x0)’+(y—wo) + (2 — 20)° =1

|
Ecuatia (z — z0)* + (y — v0)* + (2 — 20)* = 12, (x,y,2) € R? se numeste
ecuatia implicitd a sferei S de centru (xg, Yo, 20) §i raza r.
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Aceasti ecuatie este echivalents cu trei ecuatii parametrice in R? si anume

T =T+ rcosusinv,
Y = Yo + rsinusinwv,
Z = zy+ rcosv,

unde u € [0,27],v € [0, 7] cu u,v parametri, sau cu ecuatia

T=Tg+T (cosusinm' + sinusinvj + cosvk) in Vs.

Observatia 8.4.1. Intersectam sfera S cu un plan paralel cu xOy ce
contine C, pe care il notdam cu P, P = (2/Cy/’) ¢i fie M € S.

—
HGM

—_— T X
= prpCM = r cos (5 — U) = rsinwv.

Alegem reperul Cz'y'z" astfel: C2' L P, CT|Oz (CT = C1') si construim
Cy' astfel incat Cy’ L Ca' (versorii 4, j, k réman neschimbati prin translatia
reperului in C'). Avem c&

—— )
proweC My = 1 cosusin v,
—

T _

% . .
5 u) ;proyC My = rsinvsiny;

prey C My = rsinv cos (
T
proCM = rcoswv.

Are loc:

CM = CM; + MM = rcosusinvi + rsinvsinuj + r cos vk.
Folosind schimbarea de repere carteziene este adevarata egalitatea vectoriala:

—_— —  —
OM = OC + CM,
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ceea ce este echivalent cu
x4+ yj + 2k = xoi + yoj + 20k + rcosusinvi + rsinvsinuj + r cos vk,

de unde se obtin ecuatiile parametrice ale sferei S de centru C' si raza egala
cur.

Se observil ci (& — 20)° + (y — yo)* + (2 — 29)” este un polinom de gradul
doi in z, 7, z, termenul de gradul doi fiind 22 + y? + 22. Aceasta sugereaza si
cercetam multimea

Z:x2—|—y2+Z2—|—2ax+2by+20z+d:().
Deoarece ecuatia lui > se transcrie
(z+a)’+y+0)’°+(z+e) =+ +F2—d

rezulta:

1. dacd a® +b* + ¢ —d > 0, atunci Y este o sferd cu centrul 7y = —a,
Yo = —b, 20 = —csiderazd r = Va2 + 02+ —d;

2. dacd a® +b* + 2 —d =0, atunci > = {a® + b* + ¢* — d};

3. daci a®> +b? + * —d < 0, atunci Y = .

Ecuatia

? + % 4 2% 4+ 2aw 4+ 2by + 2c2 +d =0,

cu a®+b*+c? —d > 0 se numeste ecuatia carteziani generals a sferei. Evident
aceasta ecuatie este echivalenta cu

d(x® +y? + 2%) + 20170 + 201y + 2c12 +dy = 0, d # 0,

O sfera din spatiu este o mult{ime marginita si inchisa, deci compacta. Ea
are proprietatea ca separa spatiul in doua submultimi disjuncte: interiorul

lui S notat int (S) si exteriorul lui S notat ezt (S). Acestea pot fi descrise
cu ajutorul functiei f: R® — R,

f(wy.2) = (x = 20)" + (y — 90)* + (2 — 20)* =17,

unde (29, Yo, 20) este un punct fixat, iar » > 0 (fixat).
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ext {5)

Intr-adevar,

int(S) ={(z,y,2) | f(z,y,2) <0},
ext (S) = {(2,y,2) | f(x,y,2) > 0},

Teorema 8.4.2. 1) Multimea int (S)este convexd;

2) V My €int(S),V My € ext (S), segmentul [M,M,] taie S.

Demonstratie. Presupunem ci xy = yg = 2o = 0. Fie M, (z;,y;, 2;)
i = 1,2, doud puncte din spatiu. Segmentul [M;Ms] este caracterizat prin
ecuatiile parametrice

x=(1—1t)z + txy,
y=(1—1)y1+tye,
2= (1—1)z +tz,

unde ¢ € [0, 1].
1) Dacd My, My € int (S), adicd f (zi,yi,21) = 22 + y? + 22 — 12 < 0,
1= 1,2, atunci

flx,y,z) = fl(1 =)z +txo, (1 —t) y1 + tys, (1 — 1) 21 + t2o] =
= [(1 =)@y +txo)” + [(1 = t)y1 + ] + [(1 — 1) 21 + t29] — 72 <
< —=1) f(z1,y1,21) Ftf (22,92, 22) <O,

pentru orice t € [0, 1]. Pentru prezentarea finald a inegalititii anterioare ne-
am folosit de urm#toarea inegalitate [(1 — )z + txy]” < (1 —t) 22 + ta2, a
cdrei demonstratie este: (1 —t)* 22 + 222+ 2t (1 — t) zy29 < (1 — t) 22+ ta3,
adicd (1 —t)2? ((1 —t) — 1) +ta3 (t — 1) + 2t (t — 1) zym5 < 0, iar aceasta se
poate scrie —t (1 —t)x3 —t (1 — t) 25 — 2t (1 — t) 122 < 0, de unde avem c&
—t (1 —t) (22 + 2 — 2zy25) < 0, sau —t (1 —t) (#1 — 22)° < 0 si care este
adevaratd in cazul in care ¢t € [0, 1].
Deci [M; M) C int (S).
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2) Fie M; € int(S), adicd f (z1,91,21) < 0 si My € ext(S), adicd
f(x2,y2,22) > 0. Se considera functia continud ¢ : [0,1] — R, definitd
prin

()= fl(1—t)zy +txe, (1 —t)y1 + tys, (1 — ) 21 + t2o] =
= [(1—t)ay +txa]® + [(1 = t) g1 + tya) + [(1— t) 21 + tzg] — 12,

pentru t € [0,1]. Se observa cid ¢ (0) = f(x1,y1,21) < 0, iar ¢ (1) =
f (z2,y2,22) > 0, deci exista o valoare to € [0,1] astfel incat 0 = ¢ (tg) =
[(1 = to) 21 + toma)* +[(1 — to) 1 + toya]*+[(1 — to) 21 + toze] 72 si deci punc-
tul de coordonate ((1 — o) x1 + toxs, (1 — to) y1 + toya, (1 — to) 21 + to2o) este
situat pe ), adica ceea ce trebuia demonstrat.

Definitia 8.4.2. Numim plan tangent la o sferd in punctul M, (x1,y1, 21)
locul geometric al tuturor tangentelor la sfera in punctul M.

Ecuatia planului tangent in punctul M; € > se obtine prin dedublarea
ecuatiei sferei, adica

(z — m9) (z1 — 20) + (v — %0) (y1 — Yo) + (2 — 20) (21 — z0) — r* =0,

xrit+yy+zzita(r+x)+b(y+y) +e(z+21)+d=0.

b) Elipsoid, hiperboloid, paraboloid.

Definitia 8.4.3. Cuadrica de ecuatie

ZL‘2 2 2,2

. Yy _
Z.¥+§+§—1_0,

cu a, b, c > 0, se numeste elipsoid.
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Aceasta suprafata este simetrica fata de planele de coordonate, numite
planele principale ale elipsoidului. Suprafata este simetrica si fata de axele
de coordonate care se numesc axele suprafetei. Rezulta ca originea este
centrul de simetrie. Originea se numeste centrul elipsoidului. Punctele in
care axele inteapa suprafata se numesc varfuri. Numerele a, b, ¢ se numesc
semiaxe. Intersectiile dintre planele de coordonate si elipsoid sunt respectiv
urmatoarele elipse:

2

2 2 2 2

37__|_y__1:0 42 _1=0 y+2_1:0
1 a? b2 2 a? c? 3 b2 c? .
(){ m>{ x>{x:0

z=0

Intersectand elipsoidul cu plane paralele cu Oy, obtinem elipsele

2 2

Tt L ——-1=0

m>{iﬁg*ﬁ R L kel-cd
2=k

care sunt asemenea cu elipsa (1).

Teorema 8.4.3. Elipsoidul este o multime marginita si inchisa (deci
compactd) in spatiu.

Demonstratie. Din ecuatia elipsoidului rezulta ﬁ—z <1, z—; <1, i—j <1
sau —a < x <a,—b<y<b —c<z<c Astfel, toate punctele elipsoidului
sunt cuprinse in interiorul unui paralelipiped cu laturile de lungimi finite.

Elipsoidul ) este o multime inchisa in spatiu deoarece {1} este o multime
inchisi in R, >_ = ¢! (1), iar g : R — R, este o functie continud de forma
g(@,y,2) =%+ + 2. o

Ecuatia carteziana implicita a elipsoidului 2—3 + z—; + i—z —1 = 0 este
echivalenta cu ecuatiile parametrice

T = acosusinv
y =bsinusinv
Z = ccosv
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unde u € [0,27],v € [0, 7], cu u,v parametrii.
Definitia 8.4.4. Cuadrica de ecuatie

2 2 2

T _
Z.?—f-ﬁ—c—Q—l—O,

cu a,b,c > 0, se numeste hiperboloid cu o panza.
Aceasta suprafatd are aceleasi simetrii cu elipsoidul. Are patru varfuri.
Intersectiile lui > cu z = 0 si y = 0 sunt hiperbolele

T N
x=0 ’ y=0 ’

Intersectiile acestei suprafete cu planele z = k sunt elipsele asemenea,
reale oricare ar fi k € R

22 yz _ _
T | Bemm L0
2=k

Se observa ca hiperboloidul cu o panza este o multime nemarginita si
inchisa in spatiu. ,
. 2 2 . . . .
Cuadrica ) | : & +% —% = 0 se numeste conul asimptot al hiperboloidului
cu o panza.
Definitia 8.4.5. Cuadrica de ecuatie

2 2 2

LYz _
Z-@+ﬁ_§+1—0>
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cu a,b,c > 0, se numeste hiperboloid cu doua panze.
Aceasta suprafata are aceleasi simetrii ca gi hiperboloidul cu o panza. Are
numai doua varfuri situate pe axa Oz.

z

[

Intersectiile lui > cu planele x = 0 si y = 0 sunt hiperbolele

Y -2 41=0 s — % +1=0
x=0 ’ =0 ’

NS~

Se observa cd pentru ¢ € (—c¢,¢), > nu are puncte. Intersectia suprafetei cu
planele z = k, |k| > ¢, ne d& elipsele asemenea

22 y> 1
T T Bgeea 0
2=k

Hiperboloidul cu doua é)anze este o mul{ime nemarginita si inchisa in spatiu.
Cuadrica ) : 2—2 +i— i—; = 0, se numeste conul asimptot al hiperboloidu-
lui.
Definitia 8.4.6. Cuadrica de ecuatie

2 2

Z:z:%-i—:z—z,

cu a,b > 0, se numeste paraboloid eliptic.
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Planele de simetrie x = 0 si ¥ = 0 se numesc plane principale. Oz este

axa de simetrie (axa principald) si inteapd suprafata in origine. Acest punct
se numeste varf.

Intersectiile suprafetei cu planele z = 0 si y = 0 sunt parabolele

et

si de aceea Y este nemdarginita.
z>0.

8 W

Il

o8
I

SEY
&)

Aceasta suprafatd existd numai pentru
Daca tdiem suprafata ) cu planele z = k (k > 0) se obtin elipsele

-
2=k '

Paraboloidul eliptic este o multime inchisa in spatiu.

Definitia 8.4.7. Cuadrica de ecuatie

2

2

se numegte paraboloid hiperbolic sau sa.

Aceasta suprafata are aceleasi simetrii ca si suprafata anterioara. Orig-
inea este varf al suprafetei.
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Intersectia suprafetei cu planul x = 0 da parabola

2
— Y
Z——b—2
r=0

care are concavitatea inspre sensul negativ al axei Oz. Intersectia suprafetei
cu planul y = 0 da parabola
2
z2=1%
y=0"

care are axa de simetrie Oz si este dirijata in sensul pozitiv al acestei axe.
Intersectdm suprafata cu planele z = k (k > 0) si obtinem hiperbolele

k=12
z=k

care au axa transversala paralela cu Ox.
Intersectdm suprafata cu planele z = k (k < 0) si obtinem hiperbolele

k=% -1
L

care au axa netransversala paralela cu Ox.
Ca multime, saua este nemarginita si inchisa.

<0

8

k‘al
[V
k=l
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c) Cilindrul. Pereche de plane-concurente, paralele, confun-
date.Dreapta. Punct. Multime vida.
Definitia 8.4.8. Cuadrica de ecuatie

2 2

Y _
Z.¥+b—2—1_0

se numegte cilindru eliptic.

S B

T"ﬂ:

Definitia 8.4.9. Cuadrica de ecuatie

2 2

Z:%—%—lzo

se numegte cilindru hiperbolic.

%\ | z |

P

Definitia 8.4.10. Cuadrica de ecuatie

Z:y2:2px

se numegte cilindru parabolic.
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e

Pereche de plane concurente z—z — ?;—2 =0;
pereche de plane paralele x* — a* = 0;
pereche de p]ane confundate x* = 0.
Dreapt“ 52 = 0

punct = -4+ Y mt5Z =0

mu1§1meav1da 2—|—b§—|— +1=0 sau % +b2 +1=0sauz®+a®>=0.

Elipsoizii, hiperboloizii sau paraboloizii se numesc cuadrice nedegener-
ate. Hiperboloidul cu o panza si paraboloidul hiperbolic sunt suprafete
riglate deoarece pot fi generate prin miscarea unei drepte. Aceasta dreapta
face parte dintr-o familie de generatoare rectilinii, fiecare dintre suprafetele
mentionate admitand doua familii de generatoare rectilinii, de ecuatii

D/\:{ /g\z-;_:%))\iﬂr_%% pentru§—§#0,1+%7£0§iDoo{ ]%_;%%:8,
D, {;éi__%fill__i_%% pentruf—ﬁ#o,l—%7é0§iDoo{ %:5;8’
respectiv

DM{E(_%%:%)M z pentru z # 0, 2—1—%#08 Doo{ %T_;_O’
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Capitolul 9

Curbe.

9.1 Vectori tangenti. Campuri vectoriale.

a) Vectori tangenti. Campuri vectoriale.

Fie R" spatiul vectorial (real) euclidian canonic care are dimensiunea
n. Ca orice spatiu vectorial euclidian, R"™ este implicit un spatiu punctual
euclidian. .

Fie P si ) doua puncte oarecare din R" si P() vectorul tangent la R" in
punctul P. Vectorul ¥ = () — P se numeste partea vectoriald a vectorului
tangent si in loc de (P, Q) putem nota vp sau chiar © dacd punctul de
aplicatie se subintelege.

Doi vectori tangenti vp si w_é se numesc egali daca au aceeasi parte vec-
torial§, © = W si au acelasi punct de aplicatie P = Q. Doi vectori vp si
155 care au aceeasi parte vectoriali, ¥ = w, dar care au puncte de aplicatie
diferite se numesc paraleli.

Fixam un punct P € R" si consideram toti vectorii tangenti la R" in P.
Multimea tuturor vectorilor tangenti la R™ in P se numeste spatiul tangent
la R™ in P si se noteaza cu TpR"™. Acest spatiu se organizeaza ca spatiu
vectorial cu operatiile de adunare a vectorilor si inmultire a lor cu scalari.
Astfel, ca spatiu vectorial TpR™ este izomorf cu R"”, izomorfismul fiind dat
de corespondenta v «— vp. Toate operatiile cu vectori introduse in R” se
transpun in mod identic in spatiul TpR".

O functie V care asociazi fiecirui punct P al lui R" un vector Vv (P)
tangent la R™ in P se numeste cAmp vectorial.

Daca functia V este constanta, atunci cAmpul se numeste paralel. Cam-

purile paralele Uy, U, ..., U, definite prin U; (P) = (1,0,...,0),,Us (P) =
%

0,1,...,0)p,..., U, (P) = (0,0,...,1) 5, se numesc campuri fundamentale, iar

187
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ansamblul lor se numeste cAmpul reperului natural.

H
Teorema 9.1.1. Daca V este camp vectorial pe R", atunci exista n
functii reale v; : R" — R, © = 1, n, astfel incat

— — —
V = UlUl + ...+ UnUn'

H
Functiile v; se numesc coordonatele euclidiene ale cAmpului V' .
Algebra campurilor vectoriale se construieste pe baza urmatoarelor oper-
atii definite punctual:

(f7) Py =PV (P).

Se definesc de asemenea produsul scalar, produsul vectorial si produsul
mixt al cAmpurilor vectoriale.

H

V' se numeste diferentiabil daca coordonatele sale sunt diferentiabile.

In continuare presupunem ca folosim numai cAmpuri vectoriale diferenti-
abile.

b) Derivata covarianta.

Presupunem ca toate functiile utilizate sunt diferentiabile (de clasd C'™).

1. Fie D o multime deschisa din R" si f : D — R o functie reala. Fie
P € D si ¥ un vector tangent la D in punctul P. Fixim intervalul I si
alegem t € [ astfel incat P + ¢tV € D, unde V este punctul corespunzator
vectorului @'. Se observ usor cd aplicatia t — P + tV reprezintd restrictia
ecuatiei unei drepte si daca f este diferentiabila, atunci functia compusa
t — f(P+tV) este tot diferentiabila.

Definitia 9.1.1. Numarul

Dy f(P)= 27 (P+V) fimy
se numeste derivata lui f in raport cu v.

Numaérul D+ f (P) indica cantitativ schimbarea lui f (P) cand P se migca
in sensul lui ©. Dacid ¥ este un versor, atunci D- f poartd numele de
derivata lui f dupi directia ©'.

Lema 9.1.1. Daci vp = (vy, ..., U) p, atunci

Dof (P) = gt (P) ot 2D (P) = (7,91 (P) = ] (P) (7),
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unde V f este gradientul lui f, iar df este diferentiala lui f.
Teorema 9.1.2. Fie f,¢:D — R, U, W € TpD si a,b € R. Avem

Dy pw f (P) = aD f (P) +bDw f (P),
D+ (af +bg) (P) = aD+ f (P) +bD%g(P),
D+ (fg)(P)=g(P)D%f(P)+ f(P)Dzg(P).

2. Notiunea pe care o introducem in continuare generalizeaza derivata
D+ f (P) si reprezinta o operatie asupra campurilor vectoriale.

Observggia 9.1.1. Functia D+ f se numeste derivata functiei f in raport
cu campul V' si are aceleasi proprietati ca D+ f.

Fie IT/ campul vectorial definit pe multimea deschisi D din R” si v
un vector tangent la D in punctul P. Consideram functia compusa ¢t —
W (P+tV), unde t € I i este determinat de conditia P 4tV € D.

Definitia 9.1.2. Vectorul

DwW (P) = %W (P +1V) /isq

tangent la D in punctul P se numeste derivata covarianta a lui W in raport
cuv.

Notiunea anterior introdusa se bucura de aceleasi proprietati ca cele din
teorema 9.1.2.

Aceasta notiune se poate extinde considerand derivata covarianta a unui
camp vectorial W in raport cu caAmpul 1_/ Rezultatul este un cAmp vectorial
care se noteaza cu D‘—;W si a carui valoare in P este D‘—/»( P)IT/ (P).

Daca
— — —
W == w1U1 + ...+ wnUn,

atunci
—

— —
D‘—/W = (D‘—/wl) U+ ..+ (D‘—/wn) U,.

N —
In baza celor prezentate mai inainte, rezultda cd Dy;W are urmatoarele
proprietati:

Observatia 9.1.2. In derivata covarianti D‘—;W, rolul lui X_/ este alge-

—
bric, iar W este cel care se deriveaza.
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Observatia 9.1.3. Derivatele covariante ale cAmpurilor fundamentale
—_— R
U;, 1 = 1,n sunt nule.

9.2 Curbe. Definitii, exemple.

Fie R" spatiul euclidian canonic cu n dimensiuni, TpR" spatiul tangent in
punctul P la R" si Jp : R" — TpR"™ izomorfismul canonic. Notam cu I un
interval deschis (alteori inchis, semiinchis sau reuniune de intervale) din R.

Definitia 9.2.1. O functie diferentiabila o : [ — R" se numegste curba
parametrizata (drum) si se noteazd cu (I, ).

Imaginea a (1) C R™ se numeste suportul curbei parametrizate (a dru-
mului). « se numeste parametrizare, iar ¢ € I se numeste parametru. De
asemenea mentionam ca desi consideratiile teoretice se fac in R™ imaginile
grafice apartin lui R" sau R3.

R?!

Observatia 9.2.1. Reperul (1,0, ...,0),,(0,1,...,0)p,...,(0,0,...,1), se
numegte reper natural (canonic), iar coordonatele unui vector in raport cu
acest reper se numesc coordonate euclidiene.

Observand compunerea marcata anterior din care rezulta ca lui « putem

U . v . . . . — n . )
sa-i atagam o functie si numai una de tipul o : I — THR", ceea ce permite sa
privim multimea « (1) ca fiind descrisd de extremitatea unui vector variabil
— . . VN P . . 9
A cu originea fixatd in originea O a lui R" (a se vedea figurile urmétoare)

F=aft) F=aft)
i 0 F
(— )0
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Din definitia lui o (1) rezultd echivalenta:
Pea(l)e3tel, Peal(t).

92 % . U . .o . —>
Daca raportam pe R la baza canonica, atunci functiile o si o sunt carac-
terizate prin coordonatele lor euclidiene

a(t) = (1 (t),z2(t),...,zp (1)), t €1,

—_—

at)=z(t)e +mp(t)es + ..+, (t)en, t €.

In contextul in care o este numitd curba parametrizata, relatiile =7 = x; (¢),

xry = X (t),...,xn, = x,(t) se numesc ecuatiile parametrice ale curbei, iar
—_—

—_ . . v .
@ = «(t) se numegte ecuatia vectoriald a curbei.

Definitia 9.2.2. Un punct P al lui o se numeste simplu daca exista
o singurd valoare t € I astfel ca a(t) = P. Daca existd mai multe valori
distincte t astfel ca « (t) = P, atunci punctul P se numegte multiplu.

De exemplu, daca existd numerele t; # ¢, i numai acestea (din ) pentru
care « (t1) = «a(tz) = @, atunci punctul @ se numegte dublu. Daca exista
trei numere distincte t1,to, t3 si numai acestea (din I) pentru care « (t1) =
a(ty) = a(t3) = @, atunci punctul @) se numeste triplu.

Q

In general, cardinalul multimii o' (P) se numeste multiplicitatea punc-
tului P.

Daca toate punctele unei curbe parametrizate (I, «) sunt simple, atunci
dupa definitiile anterioare, aplicatia « este injectiva. Admitem in acest caz
urmatoarea definitie.

Definitia 9.2.3. Daca functia o : [ — R" este diferentiabila si injectiva,
atunci (I, «) se numeste curbd parametrizata simpld.

S& presupunem ca avem o functie de tipul « : [a,b] — R™. Aceastd
functie se numeste diferentiabild daca poate fi extinsa diferentiabil la un
interval deschis ce contine [a, b].

Definitia 9.2.4. Daca pentru functia diferentiabild « : [a,b] — R™ are
loc a(a) = a (b), atunci (I, ) se numegte curbd parametrizatd inchisa.
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Aceasta definitie nu are acelasi continut cu definitia topologicd a unei
multimi inchise. Intr-adevir, pentru orice functie o : [a,b] — R”, imaginea
« ([a, b]) este inchisd in R™ in sens topologic, deoarece « este implicit o functie
continud, dar aceasta nu are nici o legaturd cu conditia a (a) = a (b).

O curba parametrizata inchisa pentru care restrictia la [a, b) este injectiva
se numeste curba parametrizata simpla si inchisa.

O curbi parametrizata (I, a) se numeste periodica daca existd un numar
T > 0, astfel incat t + T € I, a(t+7T) = «a(t), ¥Vt € I. Cel mai mic
numar 7' care se bucura de aceasta proprietate se numeste perioada lui a.
Se poate demonstra ca imaginea unei curbe parametrizate inchise admite o
reprezentare parametrica periodica.

Exemplul 9.2.1. Fie P = (p1,p2,.-sPn) st @ = (q1,92, -, Gn) #
0 (0,0, ...,0) doud elemente fixate in R".

Curba parametrizata (I, «), unde o : R — R", datd de a (t) = P +1tQ =
(p1 +tq1, pa + tqo, ..., pn + 1q,) , se numeste dreapta determinata de punctul
P = «a(0) si directia Q. Cele n ecuatii parametrice x; = p; + tg;, i = 1,n,
sunt echivalente cu n — 1 ecuatii carteziene in R™:

T1—pP1  T2—PpP2 Tp— Pn

- - - )

q1 q2 qn

cu conventia ca daca un numitor este nul, atunci numaratorul respectiv tre-
buie egalat cu zero.
Hiperplanul ce trece prin punctul P si pentru care () reprezinta o directie
normala este o submultime a lui R" caracterizata prin ecuatia carteziana
n
i=1
Exemplul 9.2.2. Graficul unei functii diferentiabile de tipul f: I — R
este o curba parametrizata in plan, deoarece acest grafic poate fi privit ca
imaginea functiei o : I — R? «a(t) = (¢, f (t)). O curbd parametrizatd de
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acest tip nu poate avea puncte multiple, nu poate fi periodica si nici inchisa,
deoarece t; # to implicd existenta punctelor (¢1, f (t1)) si (¢2, f (t2)) care nu
pot fi identice (au abscise diferite).

A A

¥ i}

Prima figura reprezinta graficul curbei parametrizate de ecuatie

0, lz] > 1
y=4 1 :
e 1= |z <1

iar cea de a doua figura reprezinta graficul “Curbei lui Gauss”, adicay = e~

Urmatoarele doud grafice sunt ale functiilor “Lantisor”, y = § (ef + e‘f) si

respectiv “Parabola cubicd”, y = ax®.

y A v A&

2

> >

y = f (z) se numeste ecuatia carteziand explicitd a curbei parametrizate
(I,a)cua: I —R* a(t)=(t,f(t),tel.

In practicg se intalnesc si curbe parametrizate (I,a) ,unde a : I — R2,
a(t) = (g(t),t), t €1, cirora le corespund ecuatiile carteziene explicite de
forma x = g (y).

Exemplul 9.2.3. Fie curba parametrizatd (I,«) cu « : [0,27] — R2,
a(t) = (cost,sint), t € [0,27n]. Deoarece o (0) = «(2m) = (1,0), curba
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parametrizata este inchisa. Imaginea « ([0,27]) este cercul cu centrul in
origine si de raza unu.

Ay

© 1,0y %

Restrictia lui « la [0,27) este o functie injectiva si deci (I, «), pentru
a : [0,27) — R? este o curbd parametrizatd simpla si inchis.

S4 considerdm acum functia « : R — R? «a/(t) = (cost,sint). Imaginea
a (R) este tot cercul de raza unu si cu centrul in origine. Observam insa ca
in acest caz, a (t) = « (t 4 2m) si de aceea, cercul poate fi privit ca imaginea
unei curbe parametrizate periodice cu perioada T = 27. In acest sens toate
punctele cercului sunt puncte multiple.

9.3 Tangenta. Planul normal.

Fie (I,«) o curba parametrizata, cu a : I — R™ . Notam cu t o variabila
din / gsia(t)=P,a(t+h)=Q,t+ h e I. Construim derivata

— t+h t PO
O/(t):lima/(—l_ )_a() . Q
h—0 h h—0

—_
Vectorul o (t) cu originea in « () = P apare ca pozitie limita a vectorului
—
PQ, cand @ € a(I) se apropie de P gi se numeste vector viteza.

—_ / Q

'z
P el +4)
N el o

!

/

—_—
Este vizibil ca o/ (t) € To»R". Daca raportam pe R" la baza canonica,
atunci:
o (t)=x,(t)e] +ay(t) e + ...+, (t) e,
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Definitia 9.3.1. Un punct P = «(t) al drumului suport al curbei
—
parametrizate (I, «) in care o/ (t) # 0 se numegte punct regulat (al curbei).

% ﬁ . .
Daca o/ (t) # 0,V t € I, atunci curba (I, &) se numeste curba parametrizatd
regulata.

Daca P este un punct regulat, atunci punctul P si vectorul m deter-
mind o dreaptd care apare ca limita dreptei PQ cand P = « (t) este fix, iar
@ tinde catre P de-a lungul drumului suport al curbei.

Definitia 9.3.1.” Submultimea C C R"™ se numeste curba (subvarietate
unu dimensionald) dacd pentru orice M € C, existd o curbd parametrizata
regulata (I, «) al carei suport o (I) este o vecindtate deschisa a lui M in C,
iar aplicatia o : [ — « (I) este homeomorfism; curba parametrizatd (I, o) cu
aceastd proprietate se numeste parametrizare locald a curbei C in vecinatatea
punctului M; dacd o (I) = C, parametrizarea (I, ) se numegte globald, iar C
se numegte curba simpld («a (I) C C se mai numeste arc elementar de curba).

Definitia 9.3.2. Fie P un punct regulat al curbei parametrizate (I, ).
Dreapta care trece prin P gi are ca vector director pe 07(—{)) se numegte
tangenta la drumul suport al curbei (I,«) in P (o vom numi in continuare
tangenta la curba).

Deﬁnigia_9;3.3. Hiperplanul care trece prin P gi are drept vector
normal pe o/ (t) se numegte hiperplan normal la drumul suport al curbei
parametrizata (I,«) in P (il vom numi in continuare hiperplan normal la

curbd).
Rg RE \
L
.

Normala T ;
arngen
} Flan

Tangenta | P >

Pentru elementele descrise anterior avem urmatoarele ecuatii:
tangenta

w1 — 21 (t) @0 — 22 (1) Ty — Ty (1)

() wh) T ()

hiperplanul normal

(21 = a1 (1) 2y () + (22 — w2 (£)) 25 () + - + (w0 — 2 () 2, (1) = 0.
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Un punct al unei curbe poate sa nu fie regulat.
Definitia 9.3.4. Un punct P = « (t) € a(I) corespunzdtor unei valori
—_—

a lui t pentru care o/ (t) = 0 se numegte punct singular (al curbei).
—

Se observi ci daci o/ (t) =0,Vt e J C I, atunci @ = ¢,Vt e Jsi
astfel restrictia lui a la J se reduce la un punct. In consecinta, daca (I, «)
admite puncte singulare si nu se reduce la constante pe portiuni, atunci aceste

. y —_— —_—
puncte sunt in general izolate. Dacd 3 m > 1 astfel ca o/ (t) =" (t) = ... =
B — N e N
™ (1) = 0 si a™ (t) # 0, atunci punctul P corespunzitor se numeste
punct singular de ordinul m.

In vecinatatea unui punct singular de ordinul m formula lui Taylor ne da
urmatoarea egalitate:

pm [———— N SN N
a(t+h)=a()+— [a(m)(t)—i-a(h)] t+helcu lllin(l)s(h): 0.
m) -

Notand P = «a/(t) si Q@ = a (t + h) avem:

t+h)—alt P 5
limm!a( +h)—a(t) zlimm!—Q:a(m) (1).
h—0 h™ h—0 h™
R —_—
Vectorii a (t), a (t + h) au originea fixata in O, iar vectorii o (¢),a (t), ..., au

—_—

originea fixatd in extremitatea lui a(¢). Formula lui Taylor are sens pentru
—

vectorii liberi corespunzitori celor legati. Vectorul o™ (t) se numeste “vector

—

tangent” la curba (I, o) in punctul singular P. Punctul P si vectorul (™ (t)
definesc o dreapta care este limita dreptei PQ) cand P = « (t) este fix, iar @)
tinde catre P de-a lungul drumului suport al curbei.

Definitia 9.3.5. Fie P un punct singu]ar de ordinul m. Dreapta de-

terminatd de punctul P si vectorul a(™ (t) se numeste tangenta la drumul

suport al curbei (I, «) in punctul P.
_

Hiperplanul care trece prin P si are drept vector normal pe o™ (t) se
numegte hiperplan normal la drumul suport al curbei (I, «) in P.
Sumarul definitiei 9.3.5. este urmatorul:
tangenta drumului suport al curbei in punctul P are ecuatia:
x1—x1(t)  x9— 22 (1) Ty — Tp (1)

2™ (t) 5™ (t) 23" (t)

iar hiperplanul normal la drumul suport al curbei in punctul P are ecuatia:

(21 — 21 (8) 2™ (1) + (w2 — 22 (£) 28 (£) + oo + (2 — 2 (£)) 20 (2) = 0.
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Observatia 9.3.1. Daci «(t) = P este un punct regulat, rezulta cd
intr-o vecinatate a lui P, « este injectivd. Daca « (f) = P este un punct
singular de ordinul m rezulta ca o nu este injectiva intr-o vecinatate a lui P.

Observatia 9.3.2. Un punct al unei curbe (I, «) poate fi simplu si
regulat sau simplu si singular sau multiplu si regulat sau multiplu si singular.

Observatia 9.3.3. Fie (/,a)si (J,8)cua: I —R" 5:J— R" doud
curbe parametrizate astfel incat a(I) NG (J) # @ sifie P € a(I) NG (J)
un punct regulat sau singular de ordinul m. Unghiul dintre vectorii tangenti
la drumurile suport a celor doua curbe in P se numeste unghiul celor doua
curbe. Daca cei doi vectori sunt perpendiculari curbele se numesc ortogonale.
Daca unghiul dintre cei doi vectori este zero sau 7, atunci curbele se numesc
tangente.

Observatia 9.3.4. In cinematica o curba este privita ca fiind traiectoria
unui punct material in miscare. In acest caz variabila ¢ se numeste timp,

—_
a (I) se numeste traiectorie, o/ (t) se numeste viteza curbei la momentul ¢,
s

iar o/’ (t) se numeste acceleratia curbei la momentul ¢.
b) Planul osculator.

Fie C o curba in R?, M (z,y, 2) si My (x1,91,21) doudt puncte pe drumul
suport al lui C si 7 versorul tangentei la drumul suport al curbei in punctul
M.

Definitia 9.3.6. Fie planul P ce contine pe T si M;. Planul 7, ce
se obtine cand M, — M, se numeste planul osculator la drumul suport al
curbei C in punctul M (il vom numi plan osculator la curba).

Observatia 9.3.5. Din definitie rezulta ca m este pozitia limita a plan-
ului P ce trece prin M si M si contine 7, cand M; — M.

Teorema 9.3.1. Dacar = W este ecuatia vectoriala a curbei C, iar
ecuatia tangentei in punctul t la drumul suport al curbei C este data vectorial
de R = m + A\ Z—ﬂ # 0, atunci ecuatia planului osculator este data de

dt
produsul mixt
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cue; — 0 cand t; — t; avem si

t—t1)2

y (1) =y (h) + Sy (0) + S [y (1) + e (1)
2(t) + 582 () + R 2 (1) + 5 ()]

cu gy si 3 — 0 cand t; — t; dacd inmultim egalititile precedente cu i, J, k
obtinem

B t—tydr(ty)  (t—1t) | d®r(t1)
rlt) =rt)+ g Ty [dﬁ +5]’

cu |e| — 0 cand t; — t. Conform definitiei 9.3.6., ecuatia planului osculator
se obtine scriind ca vectorul R — 7, situat in planul osculator, este

: ar —__  _
]V[lllglM [% x (71 — T):| ,

deci ecuatia se scrie

— . ldr | ti—tdF (ty—t)? (dPF
(w‘“ﬂﬁdax{lya+ o lae *e

)0

deoarece |e| — 0 cand My, — M si % X % = 0, ramane, inliturand termenul
(t—1)%,
— dr  d°r
B-7),(Zx20)) =0
(=0 (G )
|

e |

r (L)
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d*7

Completare b.1.  Din rezultatul obtinut rezultd ca vectorul o=

gaseste in planul osculator.
Completare b.2. Daca curba C este data prin ecuatiile ei parametrice,
planul osculator este definit de

X—2x Y-y Z—2z2

se

sau folosind numai diferentialele se obtine

X—2 Y-y Z—-z
dx dy dz =0.
d*x >y  d*z

Completare b.3. Rationamentul de mai sus functioneaza daca dr nu
este paralel cu d*7. Si ardtim ci dacd acest fapt se intAmpli, curba C are
drept suport geometric (drum suport) o dreaptd. Avem d*F = A\dr, deci
2 =,y = oy, = a,saux = a; +bie®, y = ay +bye™, z = az+ bze™
sau

r — _y—CLQ . Z — as

b1 ) by

deci o dreapta.
Completare b.4. Daca o curba are toate punctele suportului sau geo-
metric (drumul suport) situate in planul osculator, acesta este o curba plana.

c) Binormala.

Fie C o curbd in R? si M (z,y, 2) €drumului suport al lui C.

Definitia 9.3.7. Se numeste binormala in punctul M la drumul su-
port al curbei C, dreapta B perpendiculard pe planul osculator (o vom numi
binormala la curbd).

Teorema 4.4.2. FEcuatiile binormalei B in punctul M la drumul suport
al curbei C sunt

X -z -y 4 —z
y/ Z/ z/ x/ xl y/
y// Z” Z” .T,/ ./E” y//

Demonstratia teoremei rezulta imediat din definitia binormalei.

Completare c.1. Versorul binormalei 3 este dirijat in aga fel incat
(?, v, B) formeazd un triedru drept (7 este versorul normalei principale).
Avem deci relatiile

T=UXB, V=BXT, B=TX7D.
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Completare c.2. Ecuatia vectoriala a binormalei este
R—-7=\ dr X 7
-7 = — X —=|.
dt — dt?

d) Normala principala.

Fie C o curba stramba, M &drumului suport al curbei C, 7 versorul
tangentei, N planul normal si 7 planul osculator la drumul suport al curbei
in punctul M.

Definitia 9.3.8. Se numeste normala principald la drumul suport al
curbei C in punctul M, normala la drumul suport al curbei C, drum suport
situat in planul osculator dirijat dupd d*F (o vom numi normala principald
la curbd).

Notam cu 7 versorul normalei principale.

Teorema 9.3.3. FEcuatiile normalei principale sunt

X —x Y —y Z —z
y/ Z/ = Z/ x/ = ‘,L,I y/
m n n 1 [ m
P 2 'y . .
unde | = z,, R R A R U I Z,, , toate derivatele fiind

calculate in punctul M (z,y, z).
Demonstratie. 1. Dacid T este un versor variabil r (¢), atunci avem c&

<m, 7! (t)) = 0, deci 7' (t) este perpendicular pe W

Intr-adevir, din relatia (T (t),r (t)) = 1, obtinem prin derivare

%(W,W> —2(r (0,7 () =0.

2. Versorul 7 al normalei principale este perpendicular pe versorul 7 al
tangentei la drumul suport al curbei in M, fiind situat in planul osculator,
unde se afld si vectorii d7 si d*7, el este perpendicular si pe produsul vectorial
dF x d*F sau pe & x ‘;i;.

Din faptul ca dreapta
lara pe tangenta ¢, avem

Ao % = Z=2 (cu v (a, b, c)), este perpendicu-

ar’ +by +c =0 ;
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daci este perpendiculard si pe (d—? X d2?>, obtinem (D, (ﬂ X ﬁ)) =0,

dt 7 dt? dt dt?
adica
/ ! ! ! ! /
y oz 2 oy |
a /! " + b " 1 + & 1 /! - 0 9
y' oz 2" x "y
care ne dau
! ! ! ! !/ /
z Z oz T
a=x"Y b=\ Ce=A\ y
m n l [ m

|
Observatia 9.3.6. Se alege pentru sensul lui 7 sensul lui d?7.
Observatia 9.3.7. Din relatiile (7,7) = 0 si (?, g—i) = 0, rezulta

dr Ad%

S \dT _ AT
v ds ds?’

A > 0.
Observatia 9.3.8. Normala principala n este intersectia intre planul
normal
(X —-x)+y Y-y +Z(Z—-2)=0

si planul osculator

(X —2)+mY —y)+n(Z—-2)=0.

e) Planul rectificant.

Fie C o curbd in R3si M (z,y, z) €drumului suport al curbei C.

Definitia 9.3.9. Planul ce trece prin M si este perpendicular pe normala
principala se numeste planul rectificant in punctul M al drumului suport al
curbei C (sau plan rectificator al curbei).

Teorema 9.3.4. Ecuatia planului rectificant in punctul M este

X—2z Y-y Z—=2

y/ Z,

1" n
<z

/ /

unde | = , toate derivatele fiind

?

Y
" yll
calculate in punctul M.

Demonstratia rezulta din ecuatiile normalei principale.

Completare e.1. Planul normal N, planul osculator 7 si planul rectif-
icant R formeaza un sistem de trei plane rectangulare doua céte doua.
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Completare e.2. Ecuatia vectoriala a planului rectificant este
= _dr _[(dr _dT
R—7,—x|—X— =0

( Dt (dt dt2))

f) Elementul de arc al unei curbe in spatiu.

Elementul de arc al unei curbe C este dat de

ds = \/da? + dy? + dz2.

Teorema 9.3.5. 1. Daca C este definita printr-o reprezentare paramet-
rica
r=x(t),y=y(t),z=2() , tel,

atunci
T 4 y? + 2"dl.

2. Daca C este definita vectorial T =r (t) , t € I,

r

ds = |dr| = o

dt.

Demonstratia rezulta din definitia lui ds.

Observatia 9.3.9. Dacat = s, Z—Z = T este versorul tangentei la drumul

suport al curbei dirijat in sensul de crestere al arcelor; avem

dr = Tds sau =1.

S

Observatia 9.3.10. Cosinusurile directoare ale tangentei t la drumul
suport al curbei sunt
dr dy dz
ds’ ds’ ds
Din definitiile date anterior, rezulta:
1. planul normal N este determinat de versorul normalei principale 7 si
versorul binormalei £ :
2. planul osculator este determinat de versorul tangentei 7 si versorul
normalei principale 7 ;
3. planul rectificant (sau rectificator) este determinat de versorii tangen-
tei 7 si binormalei /3.
Triedrul format de (?, v, B) se numeste triedrul Frenet.
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9.4 Curbura. Torsiune. Formulele lui Frenet.

a) Curbura.

Indicator sferic. Se considera o curb& C cu drumul suport situat in R?
si o sfera S de raza 1, cu centrul in O. Fie M; si M5 doua puncte pe drumul
suport al lui C gi fie 7 versorul tangentei la drumul suport al curbei C intr-un
punct M situat pe arcul M; M, intre cele doud puncte. Fie 7/ un versor cu
originea in O echipolent cu 7, deci cu extremitatea sa pe sfera S in punctul
M'. Cand M parcurge arcul M;M,, de la M7 la My, punctul M’ descrie pe
sfera un arc MM,

Definitia 9.4.1. Arcul MM, se numeste indicator sferic al tangentelor
arcului MMy de pe drumul suport al Iui C.

Definitia 9.4.2. Unghiul facut de cele doud tangente in M, si M,y este
egal cu unghiul Mmé si se numeste unghiul de contingenta al tangentelor
in M1 §1 MQ.

Curbura. Daca notam cu sz, —sy, lungimea arcului My M si o My — O
lungimea arcului MM} avem:

Definitia 9.4.3. Raportul
(o2 My — g M

K, =
SM, — S,

se numegte curbura medie a arcului My M.
Definitia 9.4.4. Cand My, — M, = M, curbura K,, are limita (dacd
exista) data de
_do
ds
si se numegte curbura drumului suport al curbei C in punctul M (o vom numi
in continuare curbura curbei).
Definitia 9.4.5. Inversa curburii

pP=7
K
se numeste raza de curburd p a drumului suport al curbei C in punctul M
(o vom numi in continuare raza de curburd a curbei).
Teorema 9.4.1. Curbura curbei C intr-un punct M al drumului sau

suport este data de
1 df

K ds’
unde df este diferentiala unghiului de contingenta al tangentelor.
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Demonstratie. Deoarece unghiul facut de 77 cu 73 este unghiul facut
de vectorii echipolenti 7} cu 75 si cum raza sferei S este 1, rezulta

TM2_7M1:92_917

adica ceea ce trebuia demonstrat. i
b) Torsiune.

Indicatorul sferic al binormalelor la drumul suport al unei curbe C se
construieste in mod analog ca in cazul tangentelor. Daci 3 este versorul bi-
normalei la drumul suport al curbei C intr-un punct M situat intre punctele
M, si Ms, fie 8’ un versor cu originea in O, echipolent cu /3, deci cu extrem-
itatea sa pe sfera S in punctul M”. Cand M parcurge arcul M; M, de la M,
la My, punctul M"” descrie pe sfera un arc M{ MJ.

Definitia 9.4.6. Arcul MM} se numeste indicator sferic al binor-
malelor arcului M, M, de pe C.

Definitia 9.4./7.\ Unghiul facut de cele doua binormale in M, si M, este
egal cu unghiul M{OMY si se numeste unghiul de contingenta al binormalelor
in My si M.

Daca notam cu sz, — sy, lungimea arcului M; M, si unghiul de contin-
genta ¢, — ¢, al binormalelor, avem:

Definitia 9.4.8. Raportul

1 PP

Tm SMQ - SM1

se numeste torsiunea medie a arcului M Ms,.
Definitia 9.4.9. Cand M, — M, = M, 7— are limita 7 (dacd existd)

S T
data de

1 dy

T ds’
care se numegte torsiunea drumului suport al curbei C in punctul M (o vom
numi in continuare torsiunea curbei).

Definitia 9.4.10. Inversa torsiunii in punctul M

_ds

T =2
dp

se numegte raza de torsiune a drumului suport al curbei C in punctul M (o
vom numi in continuare raza de torsiune a curbei).

c) Formulele lui Frenet.
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Fie C o curbi si M un punct situat pe drumul siu suport din R3. Folosind
notatiile precedente, adica T reprezinta versorul tangentei, 7 versorul nor-
malei principale, iar 3 versorul binormalei, are loc urmitorul rezultat.

Teorema 9.4.2. Intre versorii triedrului Frenet, % si % exista urma-
toarele relatii:

it _ v

1. d—g =2,
d8 _  ©
ds — T 3
-

3 d_Z = —% + 7

numite formulele Iui Frenet.
Demonstratie. 1. Avem
dr d7  d°F d?r
T = V= A>0

ds'ds  ds>” T Nds?

(T =r(t) este ecuactia vectoriald a curbei C), deci

_— = 7 _— = )\
ds Y s ’
pentru ca [7| = 1. Dar do este elementul de arc al indicatorului sferic al
tangentelor, rezulta
do 1.1 dT drldo 1
ds p N |ds do|ds p’

de unde rezultd cd A = p <d—" = %; iar |%| =1 deoarece |d7| = da). Deci

adica ceea ce trebuia demonstrat.
2. Avem relatia § = T X 7, pe care o derivam in raport cu s:

ds ds ds ds’
deoarece fl—z XU = %ﬁ x 7 = 0, in conformitate cu punctul 1. al teoremei.
Avem §i 7 x % =10, deci £ = N7 + 13, de unde
dg

— =—p(BxT)=—uv (p>0), (9.4.1)
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relatie care in modul este egala cu d—s =pu= d—f = %, deci
g v
ds T

3. Pornind de la relatia 7 = [ X 7, pe care o derivam in raport cu s si
obtinem

dv  df _ - df
E—d—SXT—}-BXd—S,
insé%:—%,‘;—z:%,carenedau
dv v _ - U7 [ U
— = —— X X — = — — —
ds T T+S p T p’

adica ceea ce trebuia demonstrat. i
d) Aplicatii ale formulelor Frenet.

d.1. Drumul suport al unei curbe C, situat in R? este o dreapta dac& si
numai daca

- =0.
P
Demonstratie. Intr-adevir, pentru o dreapti unghiul de contingents
este zero, deci
dg 1
—=-=0.
ds p
Reciproc, din % = (, obtinem in prima formula Frenet ‘é—j = 0 sau % =0,
deci 7 = sT( + 7o care reprezinta o dreapta
r=1x9+as, y=1yg+bs, z= 2z + cs,
sau
=% _Y—Y% _ 2~ %0
a b c
si astfel teorema este complet demonstrata. B
d.2. O curba este “plana” daca si numai daca

— =0,
T

Demonstratie. Daca curba este plana, unghiul de contingenta al bi-
normalelor la drumul sau suport este zero, deci dy = 0; din definitia torsiunii
dp 1

ds T
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rezultd
=0.

Reciproc, deoarece % = 0, din a doua formula Frenet se obtine

o (7. 8) = (7. Bo) =0,

deoarece 7 L 3. Obtinem (Z—z,ﬁ_o) = 0 si din faptul ca 8, = ai + bj + ck
rezulta a dx + b dy + ¢ dz = 0, sau ax + by + cz = d, adica un plan, ecuatie
verificata de toate punctele drumului suport al lui C, deci C este o curba
plana. B

Observatia 9.4.1. O curba plana are drept plan osculator la drumul
sau suport chiar planul acestuia. Torsiunea este nula, % = 0. In acest caz,
formulele Frenet devin

dr v dv

?
ds p’ ds o

e) Expresia analitica a curburii.

Din prima formula a lui Frenet avem: ‘fl—z = % ,fl—i = % , deci v = p%
asadar
- ¢t dr AT
=T XUV =pT X — = p— X —— 9.4.2
adica
1 |dr d*T
—_ = _ >< _
p |ds ds?

(lucru care se obtine luand modulul relatiei (9.4.2) si tinand cont c& |3 = 1).
Observatia 9.4.2. Curbura se mai scrie
1
2] 2

Observatia 9.4.3. Este cunoscuta formula pentru aria paralelogramului
de laturi

dr dy
>z d*y

1 2 dz dx
p  ds?

2
d?z d*x ‘

11 dy dz
d>y d*z

dr . d°
£§1 152’
anume
@ X ﬁ = @ ﬁ sin 6
ds = ds? ds| |ds? ’
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tnsa |9 = 1 i & | T 10 =7 g
1nsa|$}—1§1 o L 92, deci 0 = § si

1 2z’ 2y 22\° :
—=l=) +{5) (= :
P (ds ) <d52> <d32>

f) Expresia analitica a torsiunii.

Pornind de la a treia formula Frenet

aveln

Dar (B, B) =1si (?, B) = 0, rezulta

(B,%):l,ﬁz?xv:@xv. (9.4.3)

N—
N
—
NI
I
s
&5
|
2
%
)
&
|
|
%
)

7 _ dr 7 dr , d°F
Avemﬁzd—’;x(pd—;):p(d—Zxd—sg

Inlocuind in (9.4.3) pe 3 si % se obtine

dr 4’7 dpd2f+ T\ 1
P\ds “ds? ) dsds? " Pdss ) — T
care ne da expresia torsiunii.
Urmatoarele forme sunt echivalente:
dar d*r &t
1 (dr,d*F,d°F) 1 (E@F)

T T = =2 o = =12
T |dT x d?T| T % % %
de dy dz
d*x d*y d*z
I dr By d3z
T dy dz 2 dz dv |’ dr dy 27
d>y d*z A’z d*x >z d*y
1 dt’ dt?> di3
T o @2
g % x @l

unde prin (d, b, E) s-a notat produsul mixt al vectorilor @, b si €.



Capitolul 10

Suprafete.

10.1 Notiunea de suprafata.

Definitia 10.1.1. Se numeste suprafata parametrizata si se noteaza cu
(D,r) =7 (u,v) € Eg-numit modelul aritmetic al spatiului euclidian asociat
Iui R? | o aplicatie r : D — R3 care este o functie vectoriala T (u,v) neteda
si regulatd, cu domeniul D C R2.

Domeniul 7 (D) C R? se numeste imaginea sau suportul suprafetei para-
metrizate (D, ).

Definitia 10.1.2. Suprafetele parametrizate (D,r) si (D1, r1) se numesc
echivalente daca existd difeomorfismul X : D — Dy incat r = ry0\; difeomor-
fismul A se numeste schimbare de parametri (deoarece A este difeomorfism
imaginile a doua suprafete parametrizate echivalente coincid).

Definitia 10.1.3. Submultimea S CE3 se numegte suprafatd (geomet-
rici=subvarietate 2-dimensionald in E3), daca VM € S, existd o vecindtate
asa W C S si o suprafatd parametrizata (D,r) astfel ca r (D) = W, iar
aplicatia r : D — W este homeomorfism; perechea (D,r) se numegte para-
metrizare locala alui S intr-o vecinatate a punctului M, iar v (D) = W se
numeste domeniul parametrizarii.

Suprafata S definitd anterior se zice c& este o suprafati simpl. In cazul
cand r (D) = S se zice cd avem o parametrizare globala.

Definitia 10.1.4. Fie functia F (x,y, z) de clasd C*) pe deschisul V C
R3, deci neteda; submultimea

S={(ry2)eV|F(ryz=0}

se numegte suprafata de nivel a functiei F'.
Ecuatia
F(z,y,2)=0,(z,y,2) e VCR’ (10.1.1)

209
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se numeste ecuatia implicita a suprafetei S.

In general S definit anterior nu este o suprafats in sensul definitiei 10.1.3.,
dar dacd in VM € S, WZF (M) = (F/,F,,F) # 0, atunci S este o
suprafatd (in izomorfismul Ez «~ R? avem bijectia M «— (x,v, 2)).

Definitia 10.1.5. O suprafata simpld S’este graficul unei functii netede
de doua variabile, deci

S'={(z,y) e DCR’|z= f(z,y) € R* ~E;}

FEcuatia
z=f(z,y) eR* ~Es, (z,9) € DCR? (10.1.2)

se numeste ecuatia explicitda a suprafetei S’.
Un sistem de trei functii

r=x(u,v),y=yu,v),z=2(wuv), (uv)eDcCR? (10.1.3)

defineste tot o suprafatd S”, printr-o reprezentare parametrica.
Definitia 10.1.6. Ecuatia vectoriala a unei suprafete S” este data de

7=7(u,v), (u,v)€DCR?

sau

7 (u,v) =z (u,v)i+y(u,v)j+ 2 (u,v)k, (u,v) € DC R

Observatia 10.1.1. Nu orice suport de suprafata parametrizata este o
suprafata simpla.

Observatia 10.1.1°. O suprafati se spune ci este de clasi C®) dacs
functiile ce intervin in definirea ei sunt de clasi C®).

Observatia 10.1.2. In ecuatia F (z,7,2) = 0 se presupune ci in V C
R3, functia F indeplineste conditiile din teorema de existentd a functiilor
implicite.

Observatia 10.1.3. O suprafatd S admite o infinitate de reprezentari
parametrice, ce se obtin din (10.1.3) printr-o transformare u = ¢ ({,n),v =
¢ (&,m) cu v si ¢ regulate in A C R2

Generarea suprafetelor.

Din definitiile date rezulta cd suportul unei suprafate se obtine (este gen-
erat):

1. de un punct M (x,y, z) care se misca in spatiu dupa o lege care depinde
de doi parametri;
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2. de o curbd C C R?, al carei drum suport se misca dupa o lege care
depinde de un parametru;

3. mai general, de o clasi de drumuri suport ale unor curbe C C R3,
definita de

Fi(z,y,2, A1, A2, ..., Ap) =0, Fa(z,y,2, A1, A2, ..., Ap) =0, (10.1.4)
cu legaturile
01 (A1, A2, 0 Ap) =0, .y ©p-1 (A1, A2, .o Ap) = 0,
genereazd, cand (A1, Ag, ..., \,) € A C RP, (x,9,2) € D C R3, o suprafatd S.
Curbe situate pe o suprafata.

Daca in ecuatia (10.1.1) a unei suprafete
F(x,y,2)=0, (z,y,2) € Vs C R?,
introducem o legatura intre (z,y, z),
®(2,y,2) =0, (v,y,2) € V3 C R,

ansamblul celor doua ecuatii defineste o curba pe suprafata S sau altfel spus,
avand suprafata S cu parametrizarea (D, r) gi curba C cu parametrizarea
(I,a), se zice ca C C S dacd o (I) C r (D).

a) Suprafete cilindrice.

Definitia 10.1.7. Se numeste suprafata cilindrica, suprafata S al carei
suport este generat de o dreapta variabila D, care se misca paralel cu ea
insasi, miscare ce depinde de un parametru.

Daca D este definita de ecuatiile a doua plane

Ar+By+Cz+ D=0, Az+ B'y+C'2+ D" =0, (10.1.5)

unde A, B',C", D', A, B, C, D depind de un parametru \, dreapta D ramanand
paralela cu ea insasi, eliminand pe A intre cele doua ecuatii obtinem

O (z,y,2) =0,
care este ecuatia cilindrului.

b) Suprafete conice.
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Definitia 10.1.8. Se numegte suprafata conica, suprafata S al carei
suport este generat de o dreapta variabila D ce trece printr-un punct fix V,
dreapta ce se misca dupa o lege depinzand de un parametru.

Daca punctul V' este definit de intersectia a trei plane

P1=0, P,=0, P3 =0,
iar conditia cere ca dreapta D sa se sprijine pe o curba C data de
Fi(x,y,2) =0, Fr(z,y,2) =0
si conditia de incidenta cere ca sistemul

Fl(.r,y,z)z() Fg(ﬂf,y,Z):O
771:)\7)2 ’ 7)1:/L773 ’

sa fie compatibil in z,y, z, eliminand pe (z,y,z) intre cele patru ecuatii
obtinem legatura intre A si pu:

F (A u) =0,
iar ecuatia suprafetei conice este data de
F (Pl/Pz,Pl/Pg) =0.

Observatia 10.1.4. Daca varful V' are coordonatele xg, v, 29, curba C
este definita de ecuatiile

Fi(z,y,2) =0, Fy(z,y,2) =0, (10.1.6)
dreapta variabila D este data de
r—20=AYy—v), T —x0=p(z—20) ; (10.1.7)

eliminand pe z,y, z intre cele patru ecuatii, obtinem legatura F' (A, ) = 0,
care conduce imediat la ecuatia suprafetei conice

F(:L‘—x[),a:—:m) o
Y=Y =z — %20

¢) Conoizi cu plan director.

Definitia 10.1.9. Suprafata al carei suport este generat de o dreapta
mobila A, paralela cu un plan fix P si care se sprijina pe drumul suport al
unei curbe C si o dreapta D, se numeste conoid cu plan director.
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d) Suprafete riglate.

Definitia 10.1.10. Suprafetele al caror suport este generat de o dreapta
variabila care se migcd dupd o lege data, se numesc suprafete riglate.

Suprafetele cilindrice, suprafetele conice, conoizii cu plan director sunt
suprafete riglate.

e) Suprafete de rotatie.

Definitia 10.1.11. Suprafata al carei suport este generat de drumul
suport al unei curbe C C R3 care se roteste, fird sa alunece, in jurul unei
drepte fixe D se numeste suprafata de rotatie.

Dreapta D se numeste axa de rotatie, curba C curba generatoare, cercul
I' descris de fiecare punct de pe C se numeste cerc generator.

Daca curba C este definita de relatiile (10.1.6), axa D este data de ecuatiile

T—To Y—Y _ 2~ %0

= : (10.1.8)

a b c

dreapta D fiind normala la planul variabil P
Pax+by+cz= A,
atunci ecuatia cercului I' se obtine intersectand sfera variabila cu planul P

(x—20) + (y —90)° + (2 — 20)” = p, (10.1.9)
axr + by +cz = A\ .

Daca eliminam pe A si p intre ecuatiile curbei C si ecuatiile cercului I,
obtinem o legaturd intre A si p de tipul F (A, p) = 0, iar ecuatia suprafetei
de rotatie este data de

F (aac +by +cz, (z — $0)2 +(y — ?/0)2 + (2 — 20)2) = 0.

10.2 Plan tangent. Normala la o suprafata.

Curbe parametrice.

Fie o suprafata definitd parametric de ecuatiile (10.1.1) astfel
r=z(u,v),y=yu,v),z==z2(u,v), (u,v)€A,
sau vectorial

7T=x(u,v)i+yuv)j+z o)k (uv) €A.
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Suprafata S se numegte regulatd in punctul (ug,vy) dacd derivatele de
ordinul intai ale functiilor x,y,z sunt continue si, in plus, determinantii
functionali

D(y, z D(z,x D (x
A_D@2) p_ D(a) D)
D (u,v) D (u,v) D (u,v)

nu se anuleazi simultan in A, ceea ce este echivalent cu 7, x 7, # 0, unde

o _ or

ﬁ: a5 s Te = a’U'

Vom presupune cid la orice punct (xg,yo,20) ii corespunde (ug,vg) si
reciproc; ug, vg se numesc coordonatele curbilinii ale punctului M, pe S.

Definitia 10.2.1. Se numegte curba parametricd u pe suprafata S,
curba definita de

F=T(u,v), (u,v9) €A,

deci v = vy.
Definitia 10.2.2. Se numeste curba parametricd v pe suprafata S,
curba definita de

= F(u07'l])7 (u(]?U) € Aa

deci u = uyg.
In general, o curbi C trasat pe o suprafatii S este definitd de ecuatiile
(10.1.4) astfel
F=7(u,v), p(u,v) =0, (u,v) €A,

anume la ecuatia suprafetei S se adauga o legatura intre u si v.
Din ¢ (u,v) = 0 obtinem in conditiile teoremei de existenta a functiilor
implicite c& v = 1 (u), deci ecuatia curbei C se scrie

F=T(u,?(u), uel CR.

Prin fiecare punct (ug, v9) €suportului suprafetei S trece cite un drum suport
al unei curbe (sau linie) parametrica.

a) Plan tangent la o suprafata.

Definitia 10.2.3.  Se numegte plan tangent (dacd exista) la supor-
tul suprafetei S intr-un punct M, planul determinat de tangentele la toate
drumurile suport ale curbele C ce trec prin punctul M, situate pe suportul
suprafetei S (in continuare acest plan il vom numi plan tangent la suprafata
S in punctul M).
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Pentru o curba parametrica v avem dr = 7,du, deci 7, este un vector
tangent la drumul suport al curbei u. Pentru curba parametrica v avem
dr = T,dv si T, este un vector tangent la drumul suport al curbei v.

Teorema 10.2.1. Intr-un punct regulat M, al suportului unei suprafete
S, este admis un plan tangent definit de

T =75+ N+ 75, A\u€R.

Demonstratie. FieT =7 (u, 1 (u))o curba C trasata pe S, My un punct
pe C, deci

T =To + AdF

3 3 N. T—%o __ Y~Yo _ z—20 __ 2
(a se vedea ecuatia tangentei la o curba: ORI OO A), dar in
cazul nostru avem

dr = Todu + 79" (u) du
(deoarece v = ¥ (u) ,dr = S-du + T 9%du, adicd dF = Todu + T’ (u) du) i
ecuatia tangentei la curba (arbitrard) C devine

T =T+ (T + VT

unde am pus p = Adu, v = 9’ (ug) Adu; prin urmare, tangenta la orice curba
C situata pe suprafata si care trece prin punctul M, se gaseste in planul
determinat de 7, si 7, daci 7, x T, # 0.

Daca 7, x 7, = 0, acest plan nu este determinat. B

Observatia 10.2.1. Ecuatia planului tangent la suprafata se mai obtine
scriind ca vectorii 7 — 7, T, $i 7, sunt coplanari:

(7 — 70,7 X 73) = 0,

Observatia 10.2.2. Ecuatia carteziana a planului tangent la suprafata
S este

unde X, Y, Z este un punct curent pe plan si (z,y, z) punctul de tangenta.
Observatia 10.2.3. Daca suprafata este datd prin ecuatia (10.1.1)

2= z(w,y), (&,y) €D,
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ecuatia planului tangent la suprafata este

Z-=(X-0) L vy

ox 0
si se obtine, punand x = u,y = v, z = 2z (u, v),
X—z Y-y Z—=z
1 0 % =0
0 1 o

Observatia 10.2.4. Daca suprafata este datd implicit de (10.1.1), adica

F(z,y,2)=0, (z,y,2) €V C R?,

ecuatia planului tangent devine

(X —2)F,+ (Y —y)F,+(Z—-2)F,=0.

b) Normala unei suprafete.

Fie S o suprafata, M un punct de pe suportul suprafetei in care S admite
plan tangent.

Definitia 10.2.4. Normala la planul tangent in punctul M se numegste

normala la suportul suprafetei S in punctul M (in continuare o vom numi
normala la suprafata S in punctul M ).

Conform acestei definitii rezulta:

b.1. versorul normalei n la suprafata S este dirijat dupa 7, x 7, , deci

_ Ty XTy
n= ———.
|7 X T
b.2. Ecuatiile normalei N la suprafata sunt
X—z Y-y Z-z
F. - F R

cand suprafata este datd prin ecuatia F'(z,y, z) = 0;
ecuatia normalei devine

X—z Y-y Z-=z
p q -1’
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cand suprafata este datd explicit de z = z (z,y), iar

0z 0z

p:%, :a—y-

b.3. Ecuatia vectoriala a normalei N la suprafata S in punctul M de
vector de pozitie 7 este

R=7+4+Xr, xT7,.
b.4. Ecuatia normalei la suprafata S, data parametric, este

X—x Y-y Z-z
A B  C

Orientarea suprafetelor

Am ardtat cd orientarea unui spatiu vectorial se face prin orientarea
bazelor sale (multimea bazelor este impartita in doud clase de echivalentd in
functie de semnul determinantului matricei de trecere- orientarea facandu-se
prin fixarea uneia dintre ele). Orientarea unui subspatiu vectorial se face tot
prin orientarea bazelor sale, orientare compatibila cu cea a spatiului din care
provine (se aplica principiul de completare a bazei).

Definitia 10.1.12. Suprafata S C E3 se numegte orientata daca fiecare
spatiu tangent T);S este orientat (VM € S)- ca subspatiu vectorial euclidian
izomorf cu R®. Asa cum am precizat anterior, orientarea Iui Ty;S se face prin
alegerea versorului normal n (M) (astfel ca baza (7,7, 1), sd fie pozitiv
orientata in R?, unde (7,/,7,') este baza naturald a lui TyS).

10.3 Prima forma patratica a unei suprafete.

a) Elementul de arc.

Fie I o curba al carei drum suport este trasat pe suportul unei suprafete
S. Elementul de arc al unei curbe 7 = r (t), t € I C R, este dat de

dr

ds = |dF| = o

dt.

Teorema 10.3.1. FElementul de arc ds al unei curbe I' trasate pe o
suprafatad S definita de

7=7(u,v), (u,v) €D CR?
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este dat de
ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,
unde E = |/ F = (7, 7)) , G = |7,
Demonstratie. O curba I' al carei drum suport este trasat pe suportul
unei suprafete S este definita de relatia

F=7T(u,v), u=u(t), v=uv(t), tel CR,

deci
du dv
dr = 7,d Todv = |Ty— +T,— | dt,
T = Tr,du + T,dv [7’ dt+r dt}
ds* = (dF,dr) = (Fudu + Tpdv, Tudu + Tpdv) =
— \ﬁ|2 du? + 2 (7, 7)) dudv + ]ﬂ\2 dv?,
adica ceea ce trebuia demonstrat. i

Observatia 10.3.1. Pentru curbele parametrice u si v, elementul de arc
devine

ds = \/Edu, ds = VGdv.

Deoarece drumul suport al curbei este trasat pe suportul unei suprafete, u
si v nu sunt variabile independente, deci avem o legdturd v = ¢ (u); prin
urmare, du si dv nu sunt independenti si

dv = ¢’ (u) du.

b) Prima forma patratica.
Definitia 10.3.1. Expresia
®, (M) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

se numegte prima formd pdatratica fundamentala a suprafetei S.
Aratam ca aceasta este intotdeauna pozitiv definita. Are loc

AF? —4AEG =4 (F? — EG) =

= 4[(Fu,70) = [Fal* [T’ =

= 4l [rf? [ (et — 1] = 4Tl I (eos?0 — 1) =
= —4[rl* [rof*sin® 6 = —4 |7 x 7] <0,

E >0, rezulta ca ®, (M) este pozitiv definita.
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Dacé S este datid explicit prin 2 = z(z,y),(z,y) € D C R?, atunci
r=u,y=v, z=z(x,y) si avem

E=1+p* F=pg, G=1+¢,
Oy (M) = (1 + p?) du® + 2pqdudv + (1 + ¢*) dv?.

c¢) Unghiul a doua curbe trasate pe o suprafata.

Fie I'si IV doua curbe cu drumurile suport trasate pe suportul suprafetei
S, date de T =T (u,v), (u,v) € D C R?. Pe I'si I” avem

dr = r,du + 7,dv

si respectiv
OT = T 0u + T0v.
Este cunoscut ca (dF. 67)
T, 0T
)= - . 10.3.1
cos (I, T') 7] [o7] ( )
Teorema 10.3.2. Unghiul w a doud curbe cu drumurile suport trasate
pe suportul suprafetei S este dat de

Eduéu + F (dudv + dvou) + Gdvov
VEdu? + 2Fdudv + Gdv2/Edou2 + 2Fdudv + Gov?

COS W =

Demonstratia teoremei rezultd direct din formula (10.3.1).
Observatia 10.3.2. Unghiul curbelor parametrice u, v este dat de

F
COST = —— .
vV EG
Observatia 10.3.3. Sinusul unghiului @ este

(dudv — dvou) vV EG — F?
|d7| |07 '

sinw =

Observatia 10.3.4. Curbele parametrice sunt ortogonale, daca F' = 0.
d) Elementul de arie al unei suprafete.

Fie o suprafata definitd parametric de (10.1.1)

r=x(u,v), y=yWwv), z=2z(u2), (uv)€ D CR?
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regulata in D si cu plan tangent. Fie
(A) U < Uy < e < Uy, V] < Vg < oo < Uy

o diviziune a domeniului D. Fiecdrui punct de coordonate curbilinii (u;,v;)
ii corespund doua curbe parametrice cu drumurile suport trasate pe suportul
suprafetei u = w;,v = v;, astfel incat avem trasata pe suportul suprafetei
o retea de drumuri suport ale curbelor parametrice care impart suportul
suprafetei S in partile de suport de suprafata Si,Ss, ..., S,. Aria suportului
suprafetei S este prin urmare suma

p
o= g o, op =aria S, k=1,2,...,p.
k=1

Presupunem ca punctele (u;, v;) , (wit1,v;) , (Ui, vj41) , (Wig1,v;41), definesc
colturile suportului suprafetei Sy deci o este aria patrulaterului S, mix-
tiliniu, astfel construit. Aria lui S; o exprimam cu numarul

o = (Uig1 — ;) (V41 — ;) [T X T

adicd cu aria paralelogramului de laturi 7, (u;41 — ;) , 7y (vj41 — v;) situat
in planul tangent. Deoarece

[T X T = [Ful [To] sin 6,
sinf = VT~ cos?f = /1 L2 = | /B
si pentru c& 75| = VE, [F5] = VG, rezulti
o;, =VEG - F?
iar aria suportului suprafetei S este exprimata de suma

i=1 j=1

U;,0j (Uip1 — us) (Uj+1 - Uj) ;

U,V (ui+1 - ul) (UjJrl - Uj) :

Definitia 10.3.2. Se numeste elementul de arie al suportului suprafetei
S (sau elementul de arie al suprafetei S), forma diferentiald

do = VEG — F?dudv.
Definitia 10.3.3. Aria suportului suprafetei S este data de integrala

dubla
Ag = //\/EG— F2dudv.

S
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Observatia 10.3.5. Daca suprafata S este data explicit de z = f (z,y),
(r,y) € D C R? atunci E =1+ p?, G =1+ ¢* F = pq, deci EG — F* =
14 ¢% +p? sido = /1 + ¢+ p2dady.

Observatia 10.3.6. Daca suprafata este data implicit prin F' (z,y, 2) =
0, deoarece
_o:_ R _0:F

oxr F oy F!’

F/ 2 F/ 2
do = \/1+ (ﬁ) + (ﬁ) dxdy .

10.4 A doua forma patratica a unei suprafete.

p

aveln

Fie S o suprafati de ecuatie vectoriald 7 = 7 (u,v), (u,v) € D C R? 7 de
clasi C®, cu element de arie.

Definitia 10.4.1. Se numeste a doua forma patratica fundamentald a
unei suprafete orientate S intr-un punct M (u,v) al suportului sdu, produsul

scalar o
Dy (M) = 22T ).
[Tu X Ty
Teorema 10.4.1. 1. Daca ecuatia suprafetei S este data vectorial, avem
@y (M) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv* |
unde

(Tuy To X Tuw)
7o X 7

(Toy To X Tuw)

7u X 7

(T, Ty X Tou)

? Y

7o X T

2. Dacd ecuatia suprafetei S este datd parametric de x = x (u,v),y =
y(u,v),z=2z(u,v), (u,v) € D C R?, coeficientii L, M, N sunt dati de

/ / /
1 ‘/I:'U, yu Zu
_ / / /
L VvVEG— F2 .ZUU yl} Z v
" /" "
qu yuu Zuu
/ / !
1 xu yu Zu
— / / /
M ~/ __ 2 xv yU ZU
EG-F " " "
xu’u yuv ZU/U
/ / /
xu yu Zu
_ 1 / / /
N VEG—F2 Ty Yo Zy
JZ” " Z//
VU yU’U VU
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Demonstratia teoremei este imediati din definitia 10.4.1. In plus avem si

|7a X 75| = VA2 + B2 + 02 = VEG — F2,

unde

D(y,2) D (z,x) D (z,y)
D(u,v)’B D(u,v)’c D (u,v)

Observatia 10.4.1. Deoarece

A=

Ty XTy
n= - ———,

|Ta X T

unde n este versorul normalei la suprafata S, rezulta ca

O, (M) = (m,d’7) .

Observatia 10.4.2. Dacd S este data explicit de z = z (x,y), (x,y) €
D c R?, atunci

1
Py (M) = ———= [rda® + 2sdzdy + tdy?]

V1+p*+¢?

2 0% t_82z
8x275_3x8y’ Coy?

unde

T =

10.5 Curbura unei curbe trasata pe o suprafata.

Fie S o suprafata orientata (orientare precizatd de functia-versor normal 7
) datd de 7 = T (u,v), (u,v) € D C R? M €suportului lui S gi 7 versorul
normalei la suprafata in punctul M. Fie pe suportul lui & drumul suport al
unei curbe I' care trece prin punctul M si 7 versorul normalei principale a
curbei I in M. Avem

__dr a7

YT PUs T Pas
Daca 6 este unghiul intre 7 ¢i @, atunci

cosf = (m,7) = % (m, d’r),
s

sau
cosf Ldu? + 2Mdudv + Nduv?

p  Edu?+ 2Fdudv + Gdv?”

In aceste conditii are loc urmatorul rezultat.
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Teorema 10.5.1. Curbura unei curbe I' cu drumul suport trasat pe
suportul suprafetei orientate S este data de raportul % al celor doua forme
patratice fundamentale inmultite cu ﬁ, unde 6 este unghiul format de
normala la suprafata cu normala principala la curba.

Definitia 10.5.1. Se numeste sectiune normala a drumului suport a
curbei I' pe suportul suprafetei orientate S in punctul M, drumul suport al
curbei I'y situat pe suportul lui S, avand aceeasi tangentd cu drumul suport
al lui I' in M, cu normala principala in M- normala suportului suprafetei in
punctul M (vom numi in continuare aceasta sectiune ca sectiunea curbei I'
pe S).

Observatia 10.5.1. Sectiunea normala a unei curbe I' situata pe S este
drumul suport al curbei de intersectie cu suportul suprafetei S a planului de-
terminat de tangenta t la drumul suport al curbei I" si normala 7 la suportul
suprafetei S.

Pentru sectiunea normala 6 = 0, deci daca i este curbura sectiunii nor-
male, avem relatia

I Ldu? + 2Mdudv + Nduv?

0, | Edu?+ 2Fdudv 4+ Gdv?

Intre razele de curburg ale curbelor I si Ty, avem relatia
p = p, cosb.

In aceste conditii are loc urmitorul rezultat.

Teorema lui Meusnier. Raza de curburd p a drumului suport a unei
curbe T' trasatd pe suportul suprafetei orientate S este proiectia pe planul
sau osculator a razei de curbura p,, a sectiunii normale I';.

Observatia 10.5.2. Deoarece planul osculator al curbei I' contine tan-
genta si normala principala, rezulta ca sectiunea normala I'; este sectiunea
pe S a planului osculator a curbei I'.

Observatia 10.5.3. Toate curbele I' cu drumurile suport care trec prin
M, situate pe suportul suprafetei S, care au acelasi plan osculator, au aceeasi
raza de curbura p.

Observatia 10.5.4. O alta formulare a teoremei lui Meusnier: centrul
de curbura al unei curbe I' trasata pe suprafata S, este proiectia ortogonala
pe planul osculator al curbei I' a centrului de curbura al sectiunii normale
Fl.

Observatia 10.5.5. Curbura pi" a sectiunii normale se numeste si cur-
bura normala.

a) Curbura tangentiala.
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Definitia 10.5.2. Daca % este curbura drumului suport al curbei I' in

punctul M, expresia
1 sind

Pt p
se numegte curbura tangentiala sau geodezica a drumului suport a curbei I'
in punctul M (in continuare o vom numi curburd tangentiald sau geodezica
a curbei I" in punctul M ).
Observatia 10.5.6. Daca 7 este planul tangent la suportul suprafetei
S in punctul M si I'” este proiectia curbei I' pe 7 si p, este raza de curbura
a lui IV, atunci p, = ps, deci

1 _ dFXdQ?
pt_n ds ds?)’

unde 7 este versorul normalei la suprafata S in punctul M.

b) Curburi principale.

Fie S o suprafata orientata si M €suportului suprafetei S, punctul M
fiind regulat. Daca R este raza de curbura a sectiunii normale, avem, in afara
de semn,

1 Ldu®+2Mdudv + Ndv?

R~ Edu® + 2Fdudv + Gdv? '

daca notam

dv

e du
obtinem

1 L+2Mm+ N m?

R E+2Fm+Gm?’
Se observa ca pe suportul suprafetei orientate S curbura sectiunii normale
in punctul M depinde numai de m, deoarece L, M, N, E, F, G sunt constante
(depind numai de coordonatele lui M).

Definitia 10.5.3. Se numesc curburi principale ale suportului suprafetei
orientate S in punctul M valorile extreme ale Iui }% cand m variaza (in
continuare le vom numi curburi principale ale suprafetei S in punctul M ).

Definitia 10.5.4. Inversele curburilor principale se numesc raze de
curbura principale.

Definitia 10.5.5.  Valorile Iui m, care dau curburile principale, se
numesc directiile principale ale suportului suprafetei orientate S in punc-
tul M (in continuare le vom numi directii principale ale suprafetei orientate

S in punctul M).
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Teorema 10.5.2. Directiile principale sunt definite de ecuatia

E F G
L M N | =0.
dv? —dudv du®

Demonstratie. Valorile de extrem se gasesc anuland derivata intéai a
. . 1 .
functiei +:

d (1 _ @M+2Nm)(E+2Fm+Gm?)
dm (§> - (E+2Fm+Gm2)2

(2F+2Gm) (L+2Mm+Nm?)
(E4+2Fm+Gm2)?

deci (M + Nm) (E +2Fm + Gm?) = (F + Gm) (L + 2Mm + Nm?) , adica

=0,

M+ Nm L+2Mm + Nm? _L+Mm
F+Gm  E+2Fm+Gm?> E+Fm’
ultima egalitate se obtine inmultind primul raport si sus si jos cu m, apoi

scazand din al doilea raport pe primul numitor din numitor si numarator din
numarator. Ecuatia obtinuta

M+Nm_L—|—Mm
F+Gm E+Fm

este cea din enunt. H
Observatia 10.5.7. Ecuatia directiilor principale are numai radacini
reale. Intr-adevar, ecuatia se scrie

m? (FN — MG) +m (EN — LG)+ EM — FL =0 ; (10.5.1)
f(0)=EM—FL, f (-%) = %}FQ(FL—EM),
deci 5 G P
F0) f (—;) == (FL—-EM)* <0,

ceea ce este echivalent cu faptul ca ecuatia (10.5.1) admite intotdeauna o
radacina reala in intervalul (0, —%) .
Observatia 10.5.8. Directiile principale sunt ortogonale. Din ecuatia

lor
EN — LG EM — FL

———— MMy = ——————
FN-MG "% FN-MG
si din conditia de ortogonalitate, ecuatia

my + mo =

E + F (my 4+ mg) + Gmymy =0
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este satisfacuta, deoarece
E(FN - MG)—-F(EN - LG)+G(EM — FL) =0.
Teorema 10.5.3. FEcuatia curburilor principale este

E
L—-%
a
R

M —
M — N —

r
g l=o.
R

Demonstratia se obtine elimindnd pe m din ecuatiile

1 M+Nm 1 L+Mm
R F+Gm' R E+Fm’

¢) Linii de curbura pe o suprafata.

Fie § o suprafata, un punct M €esuportului suprafetei S si mq, my di-
rectiile principale in punctul M pe suportul lui S.

Definitia 10.5.6. Curbele trasate pe suprafata, ce trec prin punctul M,
solutii ale ecuatiei diferentiale

E F G

L M N|=o. (10.5.2)
(&)

du du

se numesc liniile de curbura ale suportului suprafetei S ce trec prin punctul
M (in continuare le vom numi linii de curburd ale suprafetei S ce trec prin
punctul M ).

Observatia 10.5.9. Ecuatia (10.5.2) se scrie

2
(FN — MG) (@> —I—(EN—LG)@—FEM—FL:O
du du

si este echivalenta cu doua ecuatii diferentiale de ordinul intai. Conditia
ceruta sa treaca prin punctul M este o problema Cauchy.

Observatia 10.5.10. Solutiile gasite sunt ortogonale. Ele determina
pe S o retea de curbe ortogonale numita reteaua liniilor de curbura.

Curbele parametrice sunt linii de curbura daca sunt ortogonale, deci F' =
0 si daca ecuatia (10.5.2) se reduce la dudv = 0, deci si M = 0.

d) Curbura totald. Curbura medie.
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Fie S o suprafata, un punct M €suportului suprafetei S si R%? R% cur-
burile principale in punctul M.
Definitia 10.5.7. Se numeste curbura totala a suportului suprafetei S

in punctul M numarul

11
K=—.—

(in continuare o vom numi curburd totald a suprafetei S in punctul M ).
Definitia 10.5.8. Se numeste curbura medie a suportului suprafetei S

in punctul M numarul
1 /1 1
H=—-|—+—
2<&+RJ

(in continuare o vom numi curburd medie a suprafetei S in punctul M ).
Teorema 10.5.4. Curbura totala si curbura medie sunt date de

LN — M? _ EN—-2FM +GL

EG—F2" 7" 2(EG- F?)

K =
Demonstratia rezulta din ecuatia care da R% si R%.

Definitia 10.5.9. Un punct M €suportului suprafetei S se numegste
eliptic daca K > 0 in M.

Definitia 10.5.10. Un punct M € suportului suprafetei S se numeste
hiperbolic daca K < 0 in M.

Definitia 10.5.11. Un punct M € suportului suprafetei S se numeste
parabolic daca K =0 in M.

Observatia 10.5.11. O suprafata cu toate punctele suportului sau
eliptice se numegte suprafatd de tip eliptic (sfera este o suprafatd de tip
eliptic).

Observatia 10.5.12. O suprafata cu toate punctele suportului sau
hiperbolice se numegte suprafata de tip hiperbolic.

Observatia 10.5.13. O suprafata cu curbura totala constanta se nu-
meste suprafata de curbura constanta.

Observatia 10.5.14. O suprafata cu curbura medie nula H = 0 se
numeste suprafatd minima.

Suprafetele minime au curbura totala negativa, deoarece din

1 1

R, Ry
rezulta

11

R, Ry
deci

1
K=—-——<0
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10.6 Linii asimptotice.

a) Linii asimptotice

Fie S o suprafata si M un punct pe suportul lui S.

Definitia 10.6.1. Fie I" o curba al carei drum suport trece prin punctul
M si este trasat pe suportul suprafetei S si t versorul tangentei la drumul
suport al lui T in M. Dac& T are curbura normald nul, t defineste o directie
asimptotica la suportul lui S in punctul M.

Teorema 10.6.1. Directiile asimptotice

dv
du
sunt date de ecuatia
Ldu? + 2Mdudv + Ndv* = 0.
Demonstratie. Avem

1 Ldu®+ 2Mdudv 4+ Ndv®
p,  Edu?+2Fdudv + Gdv? ’

deci pl = 0 dacs Ldu® + 2Mdudv + Ndv? = 0, sau

dv\? dv
N | — 2M—+L =0
(du> FeMG T ’

adica ceea ce trebuia demonstrat. B

Observatia 10.6.1. Prin punctul M trec doua directii asimptotice
distincte dacid M? — LN > 0, deci M este un punct hiperbolic.

Observatia 10.6.2. Daci M? — LN = 0, directiile asimptotice in
punctul M sunt confundate. Punctul M este parabolic.

Observatia 10.6.3. Dacid M? — LN < 0, directiile asimptotice sunt
imaginar conjugate (nu sunt reale); punctul M este eliptic.

Definitia 10.6.2. Curbele I' cu drumurile suport trasate pe suportul
suprafetei S care in fiecare punct al lor sunt tangente la una din directiile
asimptotice ce trec prin acel punct, se numesc liniile asimptotice ale suprafetei
S.

Teorema 10.6.2. Determinarea liniilor asimptotice este o problema
Cauchy pentru cele doud ecuatii de ordinul intai deduse din

Lo ™y n (Y g (10.6.1)
du du) e
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Demonstratie. Din ecuatia (10.6.1) obtinem

& f) = ) (1062

du
gi determinarea liniilor asimptotice (dacd existd) se reduce la integrarea
fiecdrei ecuatii (10.6.2) in parte, cu conditia de a trece prin punctul v (ug) =
ug.

Observatia 10.6.4. Pentru o linie asimptotica, planul osculator este
plan tangent la suportul suprafetei S. Intr-adevir, in acest caz avem

1
—cosf =0, cosf =0, Gzzsau—:(), p = 00,
p

si drumul suport al curbei este o dreapta pe suportul lui §; planul sau oscu-
lator este nedeterminat.
Invers, din

1
—cosf =0,
P

rezultd ecuatia (10.6.1).
b) Linii geodezice.

Fie § o suprafata si m versorul normalei la suportul suprafetei S intr-un
punct M.

Definitia 10.6.3. O linie I' cu drumul suport trasat pe suportul suprafe-
tei S este o linie geodezica a lui S daca in fiecare punct al drumului suport
al Iui T versorul n se gaseste in planul osculator al curbei I'.

Teorema 10.6.3. Dacd suprafata S este datd vectorial prin 7 =T (u, v),
ecuatia liniilor geodezice este data de

n (dr x d°F) = 0.

Demonstratie. Se stie ca in planul osculator al curbei I' de ecuatie
7=7(u,v), cu ® (u,v) =0, se gisesc vectorii dT si d*7, deci conditia cerutd
de liniile geodezice este ca 1, dr si d°7 si fie in acelasi plan. B

Observatia 10.6.5. Daca

7(u,v) =2 (u,v)i+y(u,v)j+ 2 (u,v)k
este ecuatia lui S si

dF =idx + jdy + kdz, d*F = id*x + jd*y + kd*z |
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iar L
. TuXTy - - —
n=——" 7,x7 =Ai+ Bj + Ck,

[Tw X T

ecuatia liniilor geodezice este o ecuatie de ordinul doi

A B (C
de dy dz |=0. (10.6.3)
d*x d*y d*z

Observatia 10.6.6. Planul osculator al lui I' este determinat de 7 si 7
(deoarece contine si pe 7 care este perpendicular pe T), rezulta ca vectorii 7
si 7 sunt coliniari; deci pe I'

E:)\ﬁsauﬁ:,uﬁ ﬁ: R
ds?’ ds? ’
adica e @y de
A= B¢ (10.6.4)
unde
_Dly.2) 5_Dlzz) ,_Dlxy)
D (u,v) D (u,v)’ D (u,v)

Observatia 10.6.7. Daca suprafata S este datd prin F (x,y,z) = 0,

versorul 7 este dat de
oF oF OF
m=A=—, A— \—
" < dx’ " Oy’ GZ)’

cu
1

A= 1
(F2+ F2+ Fr)?

si pentru ca
A B C

F,F, F
rezulta din (10.6.4) cd ecuatia geodezicelor in acest caz se scrie
d*x B d?y B @

Observatia 10.6.8. Printr-un punct trec o infinitate de linii geodezice.
Intr-adevir, ecuatia (10.6.3) este de ordinul doi, deci integrarea ei introduce
doua constante arbitrare. Punctul M si o directie prin M determina cele
doua constante (sau doud puncte M; gi My pe suportul lui S).

Se poate demonstra ca daca M;, My sunt doud puncte pe suportul lui S,
lungimea arcului M; M, situat pe suportul lui S este minima pentru arcul de
geodezica ce trece prin M; si Ms.
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