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Introducere

Ecuatiile diferentiale sunt un model matematic pentru majoritatea fenomenelor din lumea reala.
Strict formal, o ecuatie diferentiald "ordinard" este o egalitate verificatd de o functie z = x(t)
(care depinde de un singur parametru - variabild) si de derivata sa z'(t) :

(*) E(t,z(t),2'(t)) = 0 pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

Se poate numi si ecuatie diferentiald de ordin 1.

Ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior, precum gi sistemele liniare de ecuatii diferentiale

se pot si ele pune intr-o astfel de forma.

Putem considera gi ecuatii diferentiale de ordin 2, adic& ecuatii in care apare gi derivata de ordin 2

E(t,z(t),2'(t),2"(t)) = 0 pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu
Ecuatii diferentiale de ordin 3, adica ecuatii in care apare si derivata de ordin 3

E(t,z(t),2'(t), 2" (t),2" (t)) = 0 pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

" n

sau ecuatii diferentiale de orice alt ordin, adic& ecuatii in care apare si derivata de un ordin oarecare " n

”

Definitie. Se numegte solutie a ecuatiei diferentiale o functie derivabild ”z = x(t)” care verificd ecuatia (*).
Determinarea tuturor solutiilor unei ecuatii diferentiale se numeste uneori "integrarea" ecuatiei.

Denumirea este justificatd de modul de rezolvare a celei mai simple ecuatii diferentiale z’'(t) = f(¢) ,

si anume se integreaza sau se calculeazd "integrala" ( de fapt antiderivata) [ f(t)dt

obtinand astfel solutia z(¢t) = [ f(¢t)dt +C , C € R.

b2 b2

Notatia = z(t) inseamnd ” = ” este functie de ” ¢ ” sau "depinde de parametrul ¢ ".
Not&m derivata functiei " = x(¢)” cu

dx

S x(t)

2'(t) sau
Este preferabil si citim " derivata (functiei) lui  in raport cu ¢ " marcand astfel cum gandim,
evitand si citim ad literam " z prim " sau " de x lade ¢t " sau " z punct "
Derivata unei functii (unei mérimi fizice) reprezintd (numeric) viteza de variatie,
cat de repede variazi méarimea fizicd in timp.
Notatia ‘fi—f este justificatd de modul de calcul al derivatei unei functii (unei marimi fizice).
Variatia functiei in intervalul de timp (t — ¢9) este (z(t) —z(to)) ,
iar raportul
x(t) — x(to)
t— 1o
reprezintd viteza de variatie in acest interval de timp, sau "viteza medie"
diferenta (z(t) — z(tg)) se poate nota Az = x(t) — xz(to) sau dx = z(t) — z(to) ,
respectiv. At =t —1tg sau dt =1t —tg
atunci raportul devine
z(t) —x(tg) Az dx
t—to At dt

viteza "instantanee" la momentul ¢y se obtine ca limitd a raportului, adici

. ﬂ?(t) - l‘(to) not 4 not dx
lim 0010t gy et 2y
ot t—to v(to) = 57 (o)

Solutia explicitd x = z(t) reprezintd variatia efectivd a m&rimii in timp,
cu alte cuvinte predictia valorilor marimii la orice moment de timp t.

Exemplu. Cea mai simpla ecuatie diferentiala este de forma




Cu alte cuvinte, si se determine functiile (derivabile) = = x(¢) a cdror derivata este f(t).
In analiza matematicd studiatd in liceu, aceeasi problemé este formulata astfel
"S4 se determine (primitivele) antiderivatele functiei f = f(t) " sau

, d
[toi=1 = =2y & f0=30
Solutiile se scriu in forma "traditionala"
x(t) = /f(t)dt+C , CeR.

unde [ f(t)dt desemneazd o (primitivd) antiderivatd oarecare.

Constanta C' € R se poate determina daci se cunoagte valoarea functiei x(¢p) = b intr-un punct oarecare tg ,
numita si ”conditie initiala”

In acest caz solutia se poate scrie in forma

Mﬂ=/f+b=/ﬂ$%+b=/ﬂ$%+x%)

to

Denumirea ”conditie initiald” este inspiratd din fizicd, unde folosind notatia x = x(t)

se spune cd marimea fizica ”x” ia valoarea b la momentul initial ¢y , atunci cand ¢ semnifica timpul.

Aceasta corespunde situatiei in care stiind viteza z'(t) = f(¢)

(viteza de variatie a mérimii  in raport cu parametrul ¢ )

putem determina explicit variatia marimii = z(t) in functie de parametrul ¢ ,

atunci cand putem determina explicit antiderivata [ f(¢)dt ,

altfel tot ce obtinem este doar o reprezentare "integrald" a solutiei (adicd sub forma unei integrale).

Conditia initiald, reprezinta valoarea marimii masurata la un moment ¢, ,

Cu alte cuvinte, m#surind (cunoscand) valoarea marimii la un moment ¢ ,

putem prezice valorile la orice moment ulterior ¢ > ¢

Sau, cunoscand valoarea méarimii la un moment "final"

putem determina valorile "evolutiei" méarimii, la orice moment anterior t < tg.

Concret, in balisticd, dacd se cunoagte pozitia initiald (pozitia de start) si viteza, se pot prezice pozitiile ulterioare
ale unui proiectil sau unde va ajunge, adica pozitia finala.

Sau, invers, dacd se cunoagte unde a ajuns un proiectil (pozitia finald) si viteza de impact, atunci se poate
determina pozitia de start, sau pozitia initiala, locul de unde a fost lansat acel proiectil. Sau dorind ca proiectilul
sd ajung intr-un anumit loc, determinam pozitia initiald de unde trebuie lansat ca sa ajunga in locul dorit.

La fel pentru orice alt sistem fizic, de exemplu un circuit electric, cunoscand valoarea initiald a intensitatii, putem
prezice valorile viitoare ale intensitatii, ceea ce este evident o informatie deosebit de utila, sau temperatura unei
componente electrice, electronice, este foarte important de cunoscut cum va evolua in viitor pentru a preintdmpina
eventuale accidente sau a cunoagte necesarul de racire al componentei respective.

In matematica, pentru ecuatii diferentiale, vom numi conditie initiald, indiferent de o eventuald semnificatie
fizica.

Definitie. Se numeste problema Cauchy , o ecuatie diferentiald tmpreund cu o conditie initiala:

{ E(t,z(t),z'(t)) =0 (ED)
z(te) = b (CI)

Se numeste solutie a problemei Cauchy ,
o functie derivabila x = x(t) care verifica ecuatia diferentiala (ED) si conditia initiald (CI) si este definita in
vecinatatea lui tg.

In cele ce urmeazi vom ciuta doar solutii "locale", adici definite intr-o vecindtate a "conditiei initiale" ¢g,

mai precis solutii definite pe un interval («, 8) care contine tg , tg € (o, )

sau un interval simetric ¢ty € (tg — r,to + 1)

Pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale care nu au specificate o conditie initiald, vomproceda in md aseméanator,
cdutand doar solutii pe anumite intervale intervale.



Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) matematician francez. A initiat proiectul formuldrii si demonstrarii
riguroase a teoremelor din calculul diferential si integral, un "pionier" al analizei matematice. Are contributii
importante in analiza complexa si lucrédri ce acopera majoritatea problemelor din matematica si fizicd matematica.

Sunt foarte multe notiuni matematice gir Cauchy, Criteriul lui Cauchy, teorema Cauchy, formula Cauchy, inegal-
itdti Cauchy, care poartd numele lui Cauchy. Sunt denumiri ramase "istoric" , nu neaparat utile, deoarece a eticheta
0 teorema doar cu un nume propriu, nu spune nimic despre continutul acelei teoreme, dar au rdmas consacrate aga
deocamdata.

Comentariu.

Doué probleme fundamentale nu vor fi prezentate in detaliu.

Mai precis

(I) problema "existentei" solutiilor (pentru ecuatii diferentiale) si

(IT) problema "existentei si unicitatii" solutiei (pentru problema Cauchy).

Prezentdm pe scurt teoremele care asigurd conditii suficiente ca o ecuatie diferentiald s aibe solutii. (teoreme
de existentd)

sl teoremele care asigurd conditii suficiente ca o problem& Cauchy si aibe solutie unicd. (teoreme de existenta
i unicitate)

4l

O problema Cauchy este "corect pusa
conditiile initiale.

In caz contrar, problema Cauchy este "incorect pusi" si deci nu are solutii.

Are mare importanta si o a treia problema fundamentala.

(III) Cum se modifica solutiile problemei Cauchy atunci cand se modifici conditiile initiale.

Altfel formulat: "dependenta solutiilor de conditiile initiale" , numité si stabilitatea solutiilor, nu o prezentam
in detaliu.

Definitie.
Ecuatiile diferentiale scrise in forma

(corect formulatd), dacd ecuatia diferentiald are solutii care verificd

(* E(t,z(t),2'(t)) =0 pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

sunt in mod traditional numite in forma canonicd, sau aduse la forma canonica,
Ecuatiile diferentiale scrise in forma

2'(t) = G(t,z(t)) pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

2 (t) = G(t,x(t),2'(t)) pentru orice ¢t intr-un anumit domeniu
2" (t) = G(t,z(t),2'(t),z"(t)) pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

sunt in mod traditional numite in forma normala, sau aduse la forma normala.

Aceste denumiri sunt traditionale, "istorice", nu tocmai fericit alese, deoarece nu exprima clar ce anume reprez-
inta.

Forma canonicé, este folositd doar pentru a scrie in modul cat mai general posibil o ecuatie diferentiali.

De fapt este numitd ecuatie "implicitd" , deoarece relatia E(t,x(t),2'(t)) =0

reprezintd o relatie care descrie in mod implicit derivata 2’(¢) in functie de ¢ si de z(t) .

Forma normald z'(t) = G(t, z(t)) reprezintd de fapt o relatie care

descrie explicit cum depinde derivata «’(t) in functie de ¢ gi de z(¢) .

Sunt frecvent folosite denumirile de - solutie generala - solutie particulara - solutie singulara.

Definitie. Solutie generald sau solutia generald a unei ecuatii diferentiale, denumeste multimea tuturor
solutiilor obtinute printr-o anumitd metoda.
De exemplu, pentru ecuatia diferentiald
o' (t) = t?

solutia generald este multimea tuturor functiilor x = x(¢t) de forma

1
x(t):§t3+0 , CeR

Poate fi oarecum derutant faptul c& "solutia generald" nu este o solutie ( o singurd functie) ci o multime de
solutii (de functii) care verificd ecuatia diferentiala.



Definitie. Solutie particulard a unei ecuatii diferentiale, denumeste o solutie oarecare x = x(t) , sau

orice solutie oblinuta din solutia generala prin "particularizare” , de exemplu pentru o anumita valoare a unei
constante de integrare.

De exemplu, o solutie particulara pentru ecuatia diferentiala

o' (t) =t?

se obtine din solutia generald dand o anumitd valoare constantei de integrare C € R ,
de exemplu pentru C' = 0 obtinem solutia particulara

1
x(t) = §t3

pentru C = 4 obtinem solutia particulara

pentru C' = —57 obtinem solutia particulara

1
x(t) = —t3 — 51
(=1
Definitie. Solutie singulara a unei ecuatit diferentiale, denumesgte o solutie care nu se obtine prin particu-
larizare din solutia generala.
Aceastd definitie nu este foarte precisa, dar este simplu exprimata.
De exemplu, pentru ecuatia diferentiald

o' (t) =3 23 (t)

se pot determina solutiile nenule ( z(t) # 0 pentru orice ¢ ) astfel

integram si obtinem

/i;((?)dt: /t3dt o

1 1, -1
S ——=-at"+C,CeR & z(t) = ———
OIS 2(t) yc
Obtinem solutia generald
-1
z(t)=——— , CeR
0 it +C

Sd observim c& ecuatia diferentiald are si solutia nuld, adicd functia x(t) = 0 pentru orice ¢
deoarece in acest caz x’(t) = 0 pentru orice ¢ gi inlocuind in ecuatia diferentiald, obtinem o identitate

o(t)=t3-2%(t) < 0=t-0 pentru orice ¢
~—~— ——
0 0

Dar, aceastd solutie - solutia nula - nu se poate obtine din solutia generala prin particularizare,
deoarece pentru orice C' € R avem
-1

z(t)=——=#0
(t) 4+ C 7
In acest caz numim solutia nulg z(t) = 0 pentru orice ¢ , solutie singulard a ecuatiei diferentiale.
Pot exista ecuatii diferentiale care nu au solutii singulare.
Nu existd o metoda generald prin care se determind solutiile singulare, daca acestea exista.

Pentru fiecare tip de ecuatie diferentiald se folosesc tehnici specifice.

Interpretare geometrica.
Reprezentarea graficd a unei functii de o variabild, este consideratd o interpretare geometricd sau vizualizare
geometricad a modului in care variaza acea functie.



De exemplu graficul evolutiei temperaturii de-a lungul unei perioade de timp, sau graficul evolutiei precipitatiilor
sau graficul de evolutie al schimbului valutar.

Am inceput cu notatia E(t, z(t),2’'(¢)) = 0 pentru forma canonica si 2’(¢t) = G(t,x(¢)) pentru forma normali,

pentru a sugera mai clar legdtura cu fenomene fizice care evolueaza in timp.

In cele ce urmeazi schimbim notatia, ciutand functii y = y(z) prin asociere cu puncte din plan de coordonate
(z,y).

Sa considerdam o ecuatie diferentiald in forma normals

Y (z) = E(z,y(z))

in acest caz se cautd solutii y = y(x) ,

asociem in mod natural un "plan" cu reper cartezian de coordonate xOy cu puncte de coordonate carteziene
(z.y)

presupunem ci pentru orice punct de coordonate (a,b) ecuatia diferentiald are solutie unicd y = y(x)

adicd verificd ecuatia diferentiald y'(z) = E(z,y(z)) si trece prin punctul (a,b) , adicd y(a) =b

Tangenta la graficul functiei y = y(z) in punctul (a,b) are ecuatia

y—b=1y'(a)(z - a)

cu alte cuvinte, "panta" dreptei tangente la grafic este y'(a) = tga , unde « este unghiul ficut de dreapta
tangenta cu axa Ox

yEY (a)oa@m) 7

7
7
7
7

ol /

Vectorul director al tangentei la grafic este v = (a,y'(a)) = (a, F(a,y(a)) deoarece y'(a) = E(a,y(a))

Prin urmare, se poate spune cé ecuatia diferentiald descrie un "camp vectorial" in plan sau "camp de directii".

O solutie a ecuatiei diferentiale y = y(x) reprezinta o curbd in plan, cu proprietatea c8 in fiecare punct al curbei
(a,y(a)) adici (a,b),

vectorul campului v = (a,%'(a)) este tangent la curbi.

Aveste curbe se numesc "curbe integrale" deoarece sunt obtinute prin rezolvarea (integrarea) ecuatiei diferentiale,

sau "linii de cAmp" , denumire justificatd de exemplul concret al cAmpului vitezelor unui lichid care curge,

curbele reprezinta exact traiectoriile moleculelor acelui lichid, sau pentru un cAmp magnetic, curbele sunt excat
liniile dupa care se orienteaza particulele magnetizate.



Solutia problemei Cauchy
{ y'(z) = E(z,y(x)) (ED)
y(a) =0 (€D

reprezintd acea curbd care trece prin punctul (a,b) si este tangentd la vectorii cAmpului in fiecare punct al siu.
De exemplu, ecuatia diferentiald
22+ 2y(x) y'(z) =0

se "integreaza"

/[2x +2y(z) -y (2)]de =C & /Qxd:r + /Qy(x) -~y (z)dz = C

si duce la solutiile (curbele integrale)
2 +y*(x)=C , C>0

aceste curbe integrale, reprezinta cercuri concentrice, cu centrul in origine O si de raza r = vC
de exemplu
pentru C =1 cercul 2®+y? =1 razi r=1

pentru C =2 cercul 22+ 1% =2 razi r = V2
pentru C =4 cercul 22 +y?> =1 razi r =2
pentru C =5 cercul 22 +y?> =1 razi r=5

iatd cum aratd aceste curbe integrale in plan (schitd aproximativa)

<

v

gl iatd cum aratd "campul vectorial" sau "campul de directii" asociat ecuatiei diferentiale (schitd aproximativa)

EN|



Considerand campul vectorial asociat ecuatiei diferentiale ca un cAmp in 3 dimensiuni,
in coordonate (z,y, z) obtinem campul vectorial

2
v(x,y,z) = ((E, _%70)

expresia are sens pentru cadranul I, adicd pentru z,y > 0
atunci rotorul acestui cAmp este

- = >
i j k
fo— | 2 B 8|
rotv = ox 8y2 0z -
_z?
x m 0

— | 0 0 x? — | 0 0 — | 0 z2 0
=1 8@/(0)_82<_y> =] %(0)—$($) + k &C(—y> —5@(37)
—— ———— —— = ——

0 0 0 0 0

2 2
rotv = (0,0,—$> = <_m> ¥
Y Y

ceea ce poate avea ca interpretare fizicd - rotatia in sens invers trigonometric induce inaintarea unui "burghiu
—
drept" in sensul — &

Interpretare fizica.

Valoarea (mirimea) x(t) reprezintd starea unui sistem fizic la momentul ¢ ,

Ecuatia diferentiald 2/(t) = E(t,x(t)) reprezintd viteza de schimbare a stirii « la momentul ¢

O solutie = = z(t) a ecuatiei diferentiale reprezintd traiectoria sau orbita de evolutie a sistemului.

Exemple de fenomene a ciror evolutie poate fi descrisd folosind ecuatii diferentiale - oscilatorul armonic (pendul
elastic) , pendulul gravitational, un circuit RLC, un model demografic, dezintegrarea unei substante radioactive,
propagarea unei epidemii, un model pentru sinteza autocatalitica.



Ecuatiile direntiale sunt folosite intens pentru a descrie fenomene din fizicd, astronomie (mecanicd cereascd),
geologie (modelarea meteorologicd), chimie (viteze de reactie), biologie (boli infectioase, variatii genetice), ecologie
i modele de populatie, economie ( evolutia bursei, variatia dobanzilor, echilibrul pietei, variatia preurilor).

Din punct de vedere istoric, se considera cd primele ecuatii diferentiale au fost numite astfel si rezolvate de
Leibniz si Newton 1675-1676, evolutia ulterioard a implicat aproape toti matematicienii indiferent de domeniul
specific din matematicd in care au lucrat, aceasta deoarece orice problem& sau notiune ce implicd "variatie" a unuia
sau mai multor parametri, conduce in mod natural la utilizarea ecuatiilor diferentiale. Chiar gi pentru variatii
discrete (semnale digitizate) sunt folosite ecuatii diferentiale asociind parametri cu variatie "continug".

1. Ecuatii diferentiale ”Elementare”

De fapt este vorba despre ecuatii diferentiale care pot fi integrate prin metode elementare, metode relativ simple,
care nu necesita o pregatire teoretica speciala.

Prezentam doar metoda prin care se rezolva ecuatia diferentiald. Conditia initiald este adidugatd numai la
ecuatii cu variabile separabile. In toate celelalte cazuri am addugat o conditie initiald numai in exemplele numerice
rezolvate.

1.1 Ecuatii diferentiale cu ”variabile separabile”

Ecuatiile diferentiale cu "variabile separabile" sunt ecuatii diferentiale de forma

_dr A(t)- B(z(t)) saupescurt 2’ = A(t)  B(x)

(1.1.1)  2'(t) = ==

unde A: I - R, B: I — R, sunt functii continue pe intervalele Iy, I5 si B(x) # 0 pentru orice z € Is.

Denumirea este justificatd de "separarea" intr-un produs de doud functii care depind

una de "t" A = A(t) , iar cealaltd de "2" B = B(z) ,

Scrisd in forma 2’ = A(t) - B(xz) ecuatia creazd impresia cd ¢ si z sunt "variabile" separate in produs de
functii.

Problema Cauchy corespunzitoare este

d
2 (t) = dit” = A(z) - B(z(t)) , cuconditia intiald w(to) = b, to € Iy

Ecuatia diferentiald (1.1.1) se rescrie
x'(¢
20 g
B(x(t))

si prin integrare obtinem

G(m(t)):/];z;((tt)))dt:/A(t)dt N

sau cu schimbarea de variabild x(t) =y se obtine ’'(t)dt = dy si deci

1
G(y) :/mdy

Gla(t)) = /A(t)dt +C,CeR

care este o ecuatie implicitd din care se obtine functia in mod explicit z(t) = ... , atunci cand se poate efectiv
explicita.
Constanta "de integrare" C' € R se determing punand conditia ca solutia sa verifice conditia intiald x(to) = b.

G(xz(to)) = b

Comentariu. ,

Conditia (ipoteza) B(x) # 0 pentru orice x € I, asigurd existenta fractiei % si corectitudinea algoritmului
de rezolvare.

Considerand cd functia B(x) poate lua si valoarea 0 in diverse puncte, problema se complicd mult.

caz (i) dacd B(x) = 0 pentru orice = € I ,



atunci din ecuatia diferentiald rezultd ci z'(t) = 0 pentru orice ¢ € I si deci solutia este o functie constantd
x(t) = C pentru orice t € I

o functie constantd descrie un fenomen care nu variaza, nu evolueaza in timp, deci nu prezinta interes.

caz (ii) existd un punct J in intervalul I; pentru care B(d) = 0 si B(z) # 0 pentru orice z # §

atunci intervalul Iyse poate scrie I; = (a,d) U {0} U (9, 5) ca o reuniune de doud intervale

pe care functia B(x) # 0 pentru orice z € (o, d) U (6, B)

folosind exact algoritmul descris mai inainte, se determind solutiile pentru fiecare inetrval in parte («, §) respectiv
(5,8)

se pune problema daca solutiile astfle gasite au limite laterale egale in punctul t =9 ,

deasemenea gi derivatele acestora sa aibe limite laterale 0 in punctul ¢t = ¢

atunci problema Cauchy admite si astfel de solutii.

Dacd insd aceste conditii nu sunt verificate de solutiile gsite pentru intervalele («,d) respectiv (4, 3)

atunci problema nu admite astfel de solutii.

Se observa astfel ca o ecuatie diferentiald relativ simpla implicd o discutie extrem de complicatd pentru a o

rezolva complet.

In majoritatea cazurilor, ne vom limita la a descrie metode care determini doar solutii in cazuri simple, farg a
analiza in detaliu toate cazurile posbile.

Algoritm de rezolvare.
Pasul 1 se separd ”variabilele” (x gi y sunt considerate "variabile")

Pasul IT  se integreaza

/ B”E;(g))dt - / A(t)dt

(dacd se pot calcula primitivele-antiderivatele corespunzitoare)
Pasul III  se obtine z(t) = ... din ecuatia implicitd (dacd este posibil) prin "explicitare" , adicd rezolvarea
ecuatiei.

Exemplu 1.1a. Si se rezolve problema Cauchy

(1.1.2) 2'(t) = -22(t) , cu conditia initials z(0) = 1

Solutie. Proceddm conform algoritmului. Separam "variabilele"

2'() _ 3
z2(t)
integram si obtinem
"(t
/x()dt:/tht &
z2(t)
1 1., -1
& - — = C,CeR & z(t) = ——
) 1 TeCE 2(t) i c
Apoi din conditia intiald obtinem 1 = z(0) = —% = C=-1
Deci solutia problemei Cauchy este
-1
a(t) = 77—
=1

Este evident ca apare o restrictie asupra domeniului parametrului ¢ ,

1
Zt4_ 140 & t#£4+V2 | deci te (=00, —V2)U(—V2,v2) U (V2,+0)
Deoarece conditia initiald se referd la valoarea marimii x pentru ¢ = 0 , alegem acel interval care contine 0 , deci
t € (—v/2,v/2) , deci solutia problemei Cauchy este

-1
(E(t) = ’ te (_\/i \/5)

1
1t 1
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Observatie 1. Solutia efectivd a unei probleme Cauchy, poate duce la restrictii aparent neagteptate daci se
considera doar ecuatia diferential.

Nu vom insista asupra acestui aspect in continuare, dar este de mare importanta in orice problema practica.

Observatie 2. Este usor de observat cd functia 2 = 2(t) = 0 pentru orice ¢ , este solutie a ecuatiei diferentiale
(1.1.2).
Deci problema Cauchy corespunzitoare are conditia initiald x(0) = 0.
Folosind acesta conditie initiala pentru solutia determinatd mai inainte obtinem
-1 1
0=2x(0) = iy C - C
ecuatie ce nu are solutii oricare ar fi C' € R
Prin urmare, modul de rezolvare descris nu include si solutia "nuld" z = z(¢) = 0 pentru orice ¢ .
Aparent se "pierde" o posibild solutie si prin urmare ar trebui addugata.
Totusi, din punct de vedere fizic, solutia "nuld" nu prezintd interes. Ea corespunde situatiei in care mérimea x
este constanta, deci nu variaza in raport cu parametrul ¢.
Interesante sunt solutiile pentru care marimea z variaza in raport cu ¢ .
O asemenea situatie se intalnegte la multe ecuatii diferentiale sau probleme Cauchy.
De cele mai multe ori, modul de rezolvare prezentat nu ia in considerare solutia "nuld".
Nu vom mai insista asupra mentionarii existentei unei solutii "nule", dar trebuie avut in vedere ci aceastd
posibilitate exista.

Familia de solutii pentru ecuatia diferentiald se numeste "solutia generald" a ecuatiei.

Solutia (care nu se obtine prin algoritmul "standard") se numegte solutie "singulard".

Din punct de vedere fizic,

- solutia generald descrie o familie de solutii care depind de unul sau mai multi parametri

- solutia singulard descrie o situatie speciald (singulard), dar care este totusi solutie a ecuatiei diferentiale

Nu vom insista in mod deosebit asupra acestor aspecte.

Doar in cazul ecuatiilor de tip Clairaut si de tip Lagrange am insistat sa precizam notiunile de solutie generald,
solutie singulara, pentru a justifica aceste denumiri gi a nu le folosi doar in mod pur formal.

Exemplu 1.1b. Viteza de crestere a populatiei.

Un model pentru cregterea populatiei (considerand natalitatea gi mortalitatea) este reprezentat de ecuatia difer-
entiala

P'(t)=kP(t) , unde P = P(t) reprezintd populatia la momentul ¢ , k>0

Populatia este o functie cu valori pozitive, deci P(t) > 0 pentru orice .

Solutie. Procedam conform algoritmului. Separdm "variabilele"

P(t)
P "

integram si obtinem

P'(t
/P((t))dt = /kdt & In(Pt)=kt+C <& Pt)=e"T0=¢% M
confom acestui model cresterea populatiei este "exponentiala" sau ritmul de crestere al populatiei este expo-
nential.
Considerand strict doar ecuatia diferentiald P’(t) = kP(t) , acesta admite si solutia nuld P(t) = 0 pentru orice
t.

Dar aceasta nu este o solutie ce poate reprezenta populatia, care este nenula.
|

1.2 Ecuatii diferentiale ”omogene”
Ecuatiile diferentiale omogene sunt ecuatii diferentiale de forma:

(1.2.1) 2/(t) = ‘Cll—f = A(

T

t) , unde A:R — R este functie continud, ¢ =#0

11



Prin urmare, se cauta solutii
fie pentru t > 0 adicd solutii definte pe un interval (0,0) ,
fie pentru t > 0 adicd solutii definte pe un interval (—§,0) unde 6 > 0 sau § = +o00

Rezolvare
Se procedeaza astfel: facem schimbarea de functie

inlocuind in ecuatia (1.2.1) obtinem

Aly(1) —y(t)

ty (1) +yt) = Ay(t) & ¥ (t) = t

care este o ecuatie cu variabile separabile si se rezolva conform algoritmului prezentat anterior.
Solutiile obtinute sunt definite pe intervale ce nu contin punctul ¢t = 0, deci fie (0,6) , fie (—6,0)

Algoritm de rezolvare.
PasulI notam

Pasul IT  rezolvdm ecuatia cu variabile separabile obtinuta

integram .

[

si obtinem o solutie explicita, dacd este posibila expllcltarea

y(t) =
sau solutia raméane in formd implicita.
Apoi obtinem solutia
z(t) = ty(t)
Exemplu 1.2 Si se rezolve problema Cauchy
, z? PSR
(1.2.2a) x'(t) = = + R conditia iniiald (1) =2

Solutie. Rescriem ecuatia, pentru a observa ci este o ecuatie omogena

0= (43

notam

v0=29 o 2y =ty = 0 =190 + 90
inlocuim si obtinem . )

ty' () +yt) =y () +yt) & z/(t)yz(t) =7 =

12



deci solutia generald a ecuatiei (1.2.2a) este

—t
t) = , K eR
= TR
punand si conditia initiald obtinem
-1 1
2=2(l))=——%+ =K =——
) = TR 2

Dar cautam solutii doar intr-un interval ce contine conditia initiala,
adicd in vecindtatea luit =1 ,decit >0 gi [t| =1

)= ———
z(?) lnt—%

in plus apare in mod natural si conditia
1 1
lnt—§5£0 & lnt;éi o t#e2=\/e
Din faptul c& 0<1<+/e

solutia problemei Cauchy este definitd pe intervalul 0 < t < /e

_ —t
~Inlt| — 1

a(t) , te(0,Ve)

Observatie. Desgi algoritmul de rezolvare functioneaza doar pentru t # 0 , totusi solutia obtinuta are limita in
t=0

. . —t 0
i) =t () = = =

deci solutia se poate prelungi gi int =0

_ =t , t#0
.T(t) = { 1n|t‘a’K f—0

Ecuatia se poate rescrie
22 (t) = 2% (t) + ta(t)
o conditie initiala in ¢ = 0 verifica
02-2'(0) = 2%(0) +0-2(0) = 2(0)=0
Problema Cauchy corespunzitoare, cu conditie initiald in ¢ = 0 este
(1.2.2b) t22/(t) = 2®(t) + tz(t) , cu conditia initiald x(0) =0

care are ca solutie prelungirea definitd mai inainte

=t , t#0
.’E(t) = { lnlt‘a‘K f—0

Totusi ecuatia 1.2.2b are ca solutie gi functia nuld z(t) = 0 pentru orice ¢ , solutie considerats "singulara" .
Prin urmare, algoritmul de rezolvare nu produce si solutia singulara. Fapt observat si in exemplul 1.1b.

1.3 Ecuatii diferentiale liniare (de ordin 1)

13



Ecuatiile diferentiale liniare sunt ecuatii diferentiale de formas:

_dzx

(L31) @)= =

A(t)-x(t)+ B(t) , unde A,B: I — R sunt functii continue

sau pe scurt 2’ = A(t) -z + B(t)

unde I reprezintd un interval.
Unele prezentdri, numesc ecuatie afind (ecuatia 1.3.1) si ecuatie liniara (ecuatia 1.3.1%)

Uneori, rezolvarea intr-un caz particular, poate fi utila.
In acest cazul acestei ecuatii, pentru B(t) = 0 obtinem ecuatia diferentiald liniars, numits ecuatia liniara
omogena asociata
(1.3.1%) 2/ (t) = A(t) - x(t)

care este o ecuatie cu variabile separabile.
Putem si determina precis toate solutiile acestei ecuatii diferentiale, folosind algoritmul deja prezentat.
Deci integram ecuatia

si obtinem

l'/(t) = n\|xr =
/m(t)dt/A(t)dt@I |z (t)] /A(t)dtJrK,KeR o

()] = eABdt+K _ K [ A(t)dt JKeR o at) =X . P IOT N
z(t) =C- e AWt , unde =+ eK=CeR
Ultima relatie reprezinta solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene.

Observatie 1. Si remarcam faptul ca in acest caz pentru C' = 0 obtinem si solutia nula, desi aparent modul
de rezolvare exclude cazul z(¢) = 0.

Observatie 2. In plus, multimea acestor solutii formeaz& un spatiu vectorial,
deoarece pentru orice doud solutii z = x(t) si y = y(t) care verficd ecuatia liniard omogend

suma lor z(t) + y(¢t) si az(t) « € R, sunt de asemenea solutii ale ecuatiei liniare omogene
a'(t) +y'(t) = A@t) - 2(t) + A) - y(t) = A()(x(t) +y(t) & (z+y) =Alt)(z+y)
(az(t)) = ax'(t) = aA(t)z(t) = At)(ax(t)) < (az) = A(t)(ax)
|
Observatie 3. Dacd z i y sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale (1.3.1) ( ecuatia "neomogeni")
a'(t) = A(t)-x(t) + B(t) ,  y'(t) =At) y(t) + B(t)

atunci diferenta lor verifici ecuatia diferentiald omogens asociaté

Observatie 4.
i) Dac& z(t) este solutie a ecuatiei liniare omogene (1.3.1%)
gi xo(t) este o solutie particulard a ecuatiei liniare (1.3.1) atunci suma lor

2(t) = 2(t) + wo(t)

este solutie a ecuatiei liniare (1.3.1).
ii) orice solutie a ecuatiei liniare (1.3.1) este de aceastd forma z(t) = z(¢t) 4+ zo(t)

Demonstratie.
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i) Intr-adevér, dacd derivdm obtinem

' (t) =2 (t) + xy(t) = A(t) - 2(t) + A(t) - mo(t) + B(t) = A(t) - | 2(t) + zo(t)| + B(t)

z(t)

deci
2/ (t) = A(t) - x(t) + B(t)

adicd x(t) = z(t) + xo(t) este solutie a ecuatiei liniare.
ii) deoarece diferenta a doud solutii z(t) —xo(t) = z(t) este solutie a ecuatiei liniare omogene conform Observatiei

In concluzie, dacg se cunoaste o solutie particulars xo(t) a ecuatiei liniare (solutie obtinutd prin orice mijloace),
iar z(t) este solutia generald a ecuatiei omogene,

solutiile ecuatiei liniare (1.3.1) sunt exact functiile de forma,

sau cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei liniare este

w(t) = 2(t) + o(t)

Nu este insd ugor de gisit o solutie particulard zo(t), nu existd o metodd "universali" pentru asa ceva.

Din acest motiv, pentru rezolvarea ecuatiilor liniare folosim o altd metoda, numitd metoda variatiei constan-
telor.

Tata etapele algoritmului de rezolvare a unei ecuatii diferentiale liniare.

Pasul I. Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata:

T’ (t) = A(t) - z(t)

obtinem solutia generald de forma

z(t)=C-e AW ynde CeR

Pasul II. Folosim metoda variatiei constantelor.
Aceasta constd in a cduta solutia generald a ecuatiei liniare, de forma

2(t) = O(t) - el AV

inlocuind in (1.3.1) obtinem
x'(t) = A(t) - z(t) + B(t)

!/
(C(t) el AW“) = A(t)- C(t) - e/ A 4 B(p)
C'(t) - el AW L O(t) . el AW A = A(t) - C(1) - e/ A L B(t) &
C'(t) = B(t) - e~/ AW
de unde rezulta prin integrare
Clt) = / (B)- eI AO*) ar + K

Pentru a nu crea ambiguitéti, putem inlocui (primitiva) antiderivata arbitrard [ A(¢)dt cu forma ceva mai precisi
¢
[ A(uw)du .
to

Atunci solutia generald a ecuatiei liniare este

j - f A(u)du ftA(u)du
x(t) = /B(s) e o ds+ K | €' , KeR
to
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Algoritm de rezolvare.
Pasul I  se rezolva ecuatia liniard omogena asociata
Pasul IT  se aplicd metoda variatiei constantelor pentru a determina solutia ecuatiei liniare (neomogene)

Exemplu 1.3 Si se rezolve problema Cauchy

(1.3.2) 2'(t) - cost =1 —x(t) -sint , cu conditia initiald z(7) =1

Solutie. Ecuatia se rescrie (pentru a pune in evidentd faptul cd este o ecuatie liniara)

—sint 1

7' (t) = z(t)

Pasul I. Rezolvam ecuatia liniard omogena asociata

cost cost

2/ (t) = z(t) _Czlsr;t = z/((:)) = —tgt = / Ji((f))dt = —/tgtdt =

In|z(t)) =Injcost| + K , K €R < |z(t)| = |cost| - e < x(t) = £e cost
z(t) =Ccost ,C eR

Pasul II. Aplicim metoda variatiei constantelor:
ciutdm solutia generald a ecuatiei liniare de forma z(t) = C(t) - cost
inlocuind in ecuatie si derivind obtinem

’ v . (=91 = .
x'(t) = C'(t) - cost + C(t) - (—sint) = C(t) - cost cost cost

1 1

Deci solutia generald a ecuatiei liniare este
x(t) = (tgt + K)cost =sint + Kcost , K €R
Din conditia initiala obtinem
l=a(r)=sinm+ Kcosm = K = -1
si deci solutia problemei Cauchy este
z(t) =sint —cost , teR

S& remarcam faptul cd desi in pasii intermediari apare restrictia cost # 0 , acestd restrictie dispare in forma
finala, deci t € R.
|

1.4 Ecuatii diferentiale de tip Bernoulli

Pe scurt ecuatii diferentiale Bernoulli, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:

d
== A(t) - x(t) + B(t) -z , unde A, B: I — R sunt functii continue, iar o € R\{0, 1}

(141)  2'(t)=— =

pescurt ' = A(t) -z + B(t) - 2

Pentru a@ = 1 sau a = 0 se obtine o ecuatie liniara, a cirei rezolvare este deja cunoscuta.

Expresia " 2 " reprezintd functia putere, deci in mod implicit se presupune cd x(t) > 0 pentru orice t € I
Daca insd « este numar intreg, atunci se face o alegere intre cazurile

i) z(t) > 0 pentru orice t € I sau

ii) (¢t) < 0 pentru orice t € I, peste tot I reprezintd un interval.

Denumirea este asociata cu Jacob Bernoulli
Jacob Bernoulli (sau James , Jacques) (1654 — 1705) matematician elevetian, membru al familiei Bernoulli.
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Sunt asociate de asemenea "testul Bernoulli" in teoria probabilitatilor i "numerele Bernoulli"

Rezolvare
Se face schimbarea de functie
y(t) = (2(t))' ™", pescurt y=a'""
care duce la o ecuatie liniara.
Intr-adevar avem

Inlocuind in ecuatia (1.4.1) obtinem

Ly ™y (1) = AW - ()T + BO) - ()

l—«

-y (1) = A(t) - y(t) + B(t)

care este in mod evident o ecuatie liniard si se rezolva conform algoritmului corespunzator.

11—«

Algoritm de rezolvare.
Pasul I se face schimbarea de functie y = z
Pasul IT  se rezolva ecuatia liniara obtinuta
Pasul III  solutia este

e’

2t 2x(t)

Solutie. Putem rescrie ecuatia

1 2 ,
= %x(t) + —z(t)” , deci "a" = -1

a'(t) 5

Din conditia initiald 2(1) =1 , deducem c& z(¢t) > 0 pentru orice ¢
Facem schimbarea de functie

1/2 2
o) =5 o)y = YD Ty e
s yt)= @ + 2

care este o ecuatie liniard si se rezolva conform algoritmului prezentat.
Pasul I. Rezolvam ecuatia liniard omogena asociata

n Y Y@ 1 y@ ., [1 0 :n
v =l etd =0 /y(t)dt—/tdt<:> ly(t) =t + K , K € R

s |yt =t|- X, KeR & yt)=+eft=C-t,CecR

Pasul II. Aplicim metoda variatiei constantelor.
Solutia generald a ecuatiei liniare este de forma y(t) = C(¢) - t , obtinem

t)-t t2
C(t) A= C’(t):t:>0(t)=5+K,KeR

y'(t) =C'(t) - t+ Ct) =

17



solutia generald a ecuatiei liniare este

iar solutia ecuatiei Bernoulli este

u
1.5 Ecuatii diferentiale de tip Riccati

Pe scurt ecuatii diferentiale Riccati, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:
(1.5.1)  2/(t) = A(t) - 2(t) + B(t) - o(t) + C(t)
unde A, B,C : I — R sunt functii continue pe intervalul I .

pescurt ' = A(t)-2® + B(t) -z + C(t)

Jacopo Francesco Riccati (1676 - 1754) matematician italian, in prezent cunoscut pentru acest tip de ecuatii.

Daci se cunoagte o solutie particulard () a ecuatiei (1.5.1), atunci schimbarea de functie

y(t) = 2(t) = zo()

duce la o ecuatie Bernoulli cu a = 2 care se rezolva dupa algoritmul corespunzator.
Demonstratie.

Intr-adevir
a(t) = y(t) +xo(t) si 2'(t) =y'(t) + x5(t)

inlocuind obtinem
y'(t) + zp(t) = At) - [y(t) + zo(t)]* + B(t) - [y(t) + zo(t)] + C(2)

tinand cont de faptul c& z((¢) este solutie, adici

rezultd ecuatia de tip Bernoulli
y'(t) = A(t) - y*(t) + 2A(1) - wo(1) - y(t) + B(t) - y(t)

Y (t) = A(t) - y* (1) + [2A(8) - wo(t) + B(8)] - (1)

unde se face schimbarea de functie pentru o = 2

18



Pe scurt, putem indica direct schimbarea de functie

1
t) =xo(t) + —=
x(t) = zo(t) + 1)
care duce la o ecuatie liniara. Derivand rezulta
Z'(t)
xl(t) = x{)(t) - 22(t)

gi inlocuind in ecuatia (1.5.1) obtinem

z'(t) = z((t) — j;(é)) = A(t) - (mo(t) + z(t)) + B(t) - <m0(t) + Z(lt)> + h(t)

dar zo(t) este solutie, adicd

si dupa simplificiri obtinem

Z'(t) 1 1 1
~(y = 240w S+ AW e+ By @
& —2(t) = [2A(t) - xo(t) + B(t)] - 2(t) + A(t)

care este o ecuatie liniard ce se rezolva conform cu algoritmul corespunzator.

Exemplu 1.5. Sa se rezolve problema Cauchy
(1.5.2) o' (t) = tx?(t) — 2t%x(t) +t* + 1 , cu conditia initiald 2(0) = 3

stiind cd o solutie particulard este zo(t) = ¢ .

Solutie. Este ugor de verificat faptul ci xo(t) =t este solutie:
1= =t-t* =2t t+ 13+ 1

Facem schimbarea de functie

si obtinem

inlocuind in ecuatie rezulta

2t 4 5 1 t . 2t
1-— =t 27— -2t — — + 1t 1
20 T TR0 B
(:)z'(t)——t(:)z(t)——ﬁ—f—K iz(t)=t+ 2 KeR
- ) 5 2+ 2K
Din conditia initiala
2 2
—2(0) =0+ ——— 2K = =
3=2(0)=0+ 012K = 3

si deci solutia problemei Cauchy (1.5.2) este

)=t 42 te(—y/2 \F
z(t) = — —/ =1/ =
—24+2 7’ 3"V 3



Din conditia —t2 + % # 0 rezulta t # —\/g , % , deci solutiile pot fi definite pe intervalele
J3) = (V33) s (V3
—00,—4/ = | sau | —1/=,4/ = | sau =, +00
3 3'V3 3

alegem intervalul de definitie pentru solutie t € (—\/% , \/g) , deoarece acesta contine t = 0 din conditia initiala.
Considerand conditia initiald x(3) = 2 , obtinem

9 — -
x(3) 3+3—|—2K

si deci solutia problemei Cauchy (1.5.2) este

2 2

te (\/g , +oo) , deoarece acesta contine ¢ = 3 din conditia initiala.

= 2K+3=-2 = K:fg

In mod aseminitor, pentru conditia initiald x(—2) =1, obtinem o solutie definitd pe intervalul (—oo7 —\/g)
|

1.6 Ecuatii diferentiale de tip Clairaut

Pe scurt ecuatii diferentiale Clairaut, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:

(1.6.1) z(t) =t-2'(t) + B(z'(t))

unde B : I — R este o functie de clasd C!. Se cautd solutii = z(¢) de clasd C?.

Alexis Claude de Clairault (sau Clairaut) (1713 — 1765) matematician gi astronom francez.

Proceddm astfel: derivim ecuatia (1.6.1) si obtinem

() =2'(t) +t-2"(t)+ B'(2'(t)) - 2" (t) &

[t+ B'(2")]-2"(t) =0

Avem de a face cu functii continue, deci daci nu sunt nule intr-un punct ¢y , atunci nu sunt nule pe o intreagi
vecindtate a lui %,

adicd pe un intreg interval, in acest caz [

Prin urmare: ori [t+ B'(z")] # 0 pentru orice t € I si atunci z”(¢) =0 pentru orice t € I

ori z'(t) # 0 pentru orice t € I i atunci ¢t + B’(2/(t)) = 0 pentru orice ¢t € [
i) In primul caz obtinem
2'(t)=0 = 2'(t)=a = z{t)=at+b cu a,beR

inlocuind in ecuatia (1.6.1) rezultd
at+b=t-a+ B(a) = b= B(a)

Se obtine astfel solutia generala a ecuatiei Clairaut = z(t) de forma unei familii de functii ce depind de un
parametru a € R

z(t)=at+ B(a) cu a €R
i) In al doilea caz obtinem
t+ B'(2'(t)) =0

tindnd seama de ecuatia initiala



se obtine astfel solutia singulara a ecuatiei Clairaut @ = x(t) , care se scrie sub form# de ecuatii parametrice:

{ t=—B'(p)
z(t)=t-p+ B(p)

unde am notat p "2 x'(t) , ¢l decip este "parametrul".

Prezentam in continuare o definitie "geometricad" pentru ceea ce am numit solutie singulara, pentru a justifica
denumirile folosite (solutie generald, solutie singulard) si a nu le folosi doar in mod formal.

Definitie. O solutie a unei ecuatii diferentiale se numeste "singulara",

dacd aceasta solutie este "tangenta" la orice altd solutie din familia solutiilor "generale".

Mai precis: xg(t) este solutie singulard,

dacd pentru orice x = x(t) solutie generald,

existd un punct "to" astfel incat graficele celor doud solutii xg(t) si x(¢) au aceeasi dreaptd tangents

zs(to) = x(to) st xs(to) = 2'(to)

In cazul ecuatiei Clairaut aceste relatii sunt verificate, ceea ce justifici denumirile de solutie generals, solutie
singulars.

Demonstratie

Pentru o solutie "generald" z(t) = at+ B(a) cu a € R, alegem ¢t = —B’(a) , decip=a

avem z's(to) =p = a = 2'(tg) , urmeaza xg(to) = to - 5(to) + Bla) = to - a + B(a) = z(to)

Deci solutia singulara

t=—B'(p)
zs(t) =t-p+ B(p)
este tangentd la solutia "generald" x(t) = at + B(a) .

Exemplu 1.6. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
(1.6.2) x(t) = ta' (t) + 3(2)?

Solutie.
Derivam si obtinem

2/ (t) = 2'(t) + ta" (t) + 62/ (t) - 2" (t) &
2 (t) - [t+62'(t)] =0

deci ori 2 (t)

= 0 si rezultd solutia generald x(t) =at+bcub=3a>,acR,
ori [t+ 62'(t)] =

0 si solutia singulard sub formi parametrici (cu p parametru p = a/(t) ) este

t=—6p
r=t-p+ 3p?
[

1.7 Ecuatii diferentiale de tip Lagrange

Pe scurt ecuatii diferentiale Lagrange, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:
(1.7.1) x(t) =t A(2'(t)) + B(z'(t))

unde A, B : I — R sunt functii de clasi C'. Se cauta solutii z = () de clasd C2.

Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) matematician si astronom italian-francez. Contributii fundamentale in
analizd, mecanica clasicd si mecanica cereasca. Lui i se datoreaza metoda "variatiei constantelor", metoda "multi-
plicatorilor lui Lagrange", a aplicat calculul diferential in teoria probabilitéatilor, a transformat mecanica newtoniand
intr-o ramura a mecanicii "lagrangiene".
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Proceddm astfel: derivim ecuatia (1.7.1) si obtinem o ecuatie diferentiald de ordin 2 (apare derivata de ordin 2

, x// )
7' (t) = A(z") +tA'(z") - 2" (t) + B'(z') - 2" (t)

notdm z’(t) = p(¢t) , deci z”(t) = p'(t) si obtinem o ecuatie diferentiald de ordin 1

(L7.1%) p(t) = A(p(1) +tA'(p(1) - p'(£) + B'(p(t)) - ' (t)

Cazul 1) Daci p/(t) = 0 pentru orice ¢ , obtinem solutia singulari
Pit)=0 & 2"(t)=0 =2 (t)=a = z(t)=at+b
Pe care o inlocuim in ecuatia (1.7.1) si obtinem

at+b=t-A(a)+ B(a) pentru orice t

ceea ce duce la a = A(a) si b= B(a) .
Deci in final obtinem solutia z(t) = at + B(a) , cu a = A(a) .
Aceastd solutie existd numai daci ecuatia algebricd a = A(a) are solutii reale.

Cazul 2) Dacd p/(t) # 0, pentru orice ¢ (intr-un anumit interval)

atunci p’(t) are semn constant (deoarece este functie continud) si deci functia p(t) este strict monotona.
Rezulta ca este si inversabila cu inversa de asemenea derivabila.

Notdm aceastd inversd cu ¢t = t(p) , atunci

YRR S
L L
P'(t) dp &

deoarece top =1id ( id este functia identicd id(t) =t ) , avem t(p(t)) =t . Derivind obtinem

te@®)) =@ < @) rEt)=1

Deci practic in ecuatia (1.7.1%) ”schimb&m rolul variabilelor” psi¢ (dinp=p(t) int=1¢(p)) si obtinem

p=Alp) +t(p)- A'(p) t,(lp) + B'(p)

-

t'(p)
_tp)- A(p) + B'(p)
p— A(p)
A'(p) n B'(p)
p—A(p)  p—Ap)

=

care este o ecuatie liniara.
Se rezolva aceastd ecuatie gi rezultd t(p) = ... in functie de cel putin un parametru (constanta de integrare)

Solutia generald a ecuatiei Lagrange se scrie sub formé parametricd (cu p parametru)

{ z(t) =t- A(p) + B(p)
t =t(p)

In cazul ecuatiei Lagrange denumirile de solutie generali, solutie singulard sunt justificate.

Demonstratie

Pentru o solutie generala
{ w(t) =t- A(p) + B(p)
t=1t(p)

alegem tg =t(a) ,decip=a si a= A(a
urmeazd xs(to) = ato + B(a) = tgA(a) + B(a) = z(tg) si zL(to) =a=p=2'(to)
Deci solutia singulard zg(t) = at + B(a)
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este "tangentd" la solutia generald
{ a(t) =t- Alp) + B(p)
t=t(p)

Exemplu 1.7. Si se rezolve ecuatia diferentiald

(1.7.2) z(t) + 22’ (t) + (2'(t))

Solutie.
Ecuatia se rescrie

x(t) = t[-22'(1)] - (2'(¢))”
derivam si obtinem
z'(t) = —22'(t) — t - 22" (t) — 22/ (t) - 2" (¢)

notdm z’(t) = p(t) , z”(t) = p/(¢) si obtinem ecuatia
p=—2p—2tp —2pp &

(1.7.3)  3p+2(t+p)-p =0
cazul 1)
p'(t) =0
rezulta solutia singulara
z(t)y=at+b

Inlocuind in ecuatia (1.7.2) obtinem
at + b+ 2ta + (a)’ =0

din care rezulta a =0gi b =0
deci solutia singulard este solutia nuld x(t) = 0 pentru orice ¢

cazul 2) p'(t) # 0 . "Schimbdm rolul variabilelor" ¢ si p , avem

1
/
pt) =
2 t'(p)
inlocuim gi obtinem ecuatia
tp) +p / 2 2
3p+2 =0 <t =——t(p)— =
P20 (p) 3 (») -3

ecuatie liniara care se rezolva in mod ”standard”:
Pasul 1) se rezolvi ecuatia liniard omogend asociata

') = — 24t /t/(p) __3/1 __2
t'(p) = 3t(p)p = t(p)dp_ 3 pdp = In|t(p)| = 3ln|p|+K,K€R

& Jtm) =Ipl "7 X = tp) = +K|p| S =Clp| F , CeR

Solutiile sunt functiiderivabile, deci continue, s& presupunem c& p(t) = p are semn constant, de exemplu p > 0
Pasul 2) aplicim metoda variatiei constantelor, cidutand solutii de forma

si inlocuind in ecuatie obtinem



rezultd )
5 _s
t(p) = (—5p3 + K> p3
si solutia generald a ecuatiei Lagrange in forma parametrica este

{ x = —2tp — p?
5
t= —%p+Kp‘3

Constanta " K " se poate determina dacd se cunoagte ( putem mé#sura ) mérimea ¢t = z(¢) la un "moment" o
, z(to) = b (o conditie "initiald" )

prin rezolvarea sistemului algebric

2(ty) = b= —2ty-p— p?
{ to = —%p—FK-p’%

Din prima ecuatie se determina solutiile reale p = ... | care se inlocuiesc in a doua ecuatie , din care apoi se
determina K = ...

De exemplu, pentru conditia initiald x(0) =1 obtinem sistemul

= 1= —p? care nu are solutii reale

Deci nu orice conditie initiald admite solutii. Este un fapt la care merita reflectat.
Considerdm altd conditie initiald x(0) = —1 obtinem sistemul

{ z(0)=-1=-2-0-p—p?

0:—%p+K-p’% = —1=—p? care are solutiile p; =1 , py = —1

Acceptam doar solutia pozitivd p; = 1 , deoarece am determinat solutii pentru cazul p > 0 .
Inlocuind in a doua ecuatie obtinem
2 5 2
0=——1+K-173 = K=-
5 5
gi deci in final obtinem solutia problemei Cauchy ( ecuatia diferentiald plus conditia initiald ) , sub form&
parametrica
{ x = —2tp — p?
t=—2p+2p-

wlen

|
1.8 Ecuatii diferentiale cu diferentiale totale

Definitie. Ecuatia diferentiala de forma

P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0

se numeste ecuatie cu diferentiale totale sau ecuatie Pfaff,

unde P,Q:D C R?> - R sunt functii de clasd C' pe domeniul D.

O ecuatie de forma mai stranie, nici in forma canonica, nici in forma normala.
O functie y = y(z) este solutie pentru ecuatia Pfaff daci verifica

P(z,y(z)) + Q(x,y(z)) - ¥'(x) = 0 pentru orice z
sau o functie x = z(y) care verificd

P(z(y),y) - 2'(y) + Q(z(y),y) = 0 pentru orice y
Ecuatia Pfaff se numeste exacta daci existd o functie F : D C R?> — R asa incat

OF OF

grad '=(P,Q) < (5):6’83/) =(P,Q)
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Comentariu.
Ecuatia Pfaff este doar o scriere formald, care inlocuieste cele doua situatii

) Pl + Q)Y =0 & Pley() + Q) o (@) =0

i) P(m)ﬁj—iw(m,y):o & Pl)y) 2'y) + Qaly),y) =0

Observatie

O ecuatie Pfaff exacta se rescrie

oF oF

prin urmare y = y(x) este solutie inseamna

) + 5@y Y@ =0 & LRy =0 & ) -d

la fel x = z(y) este solutie inseamns

oF oF d

%(x(y),y)‘x’(y)+afy(w(y),y)=0 & @[F(x(y),y]=0 & F(x(y),y) =ct

In ambele cazuri constatim ci functia F defineste in mod implicit solutiile ecuatiei Pfaff exacte, prin relatia
F(z,y)=ct

Aici "ct" desemneazi o constantd reald.

Se pune problema

- cum determindm daca o ecuatie Pfaff este exactd sau nu si
- cum determindm o functie ' cu grad F = (P, Q)

Comentariu.

Solutiile nu apar in form& explicitd y = y(x) = ... aga cum se Intdmpld la foarte multe ecuatii diferentiale,

ci doar in forma implicitd F(z,y) = ct .

Totusi se considers cd ecuatia implicitd F(z,y) = ct este mai ”simpld” decat ecuatia diferentiald Pdx+ Qdy =0

Observatie.
Daca ecuatia Pfaff este exactd, atunci

0P _0Q
oy Oz

Demonstratie.

Ecuatia este exacta, deci grad F' = (%, %—5) = (P,Q) , deci

oP _ 0 (OF\_@F . 9Q_ 0 (0F\ _ &F
oy Oy \ox ) Oyox 5 or 0z \dy ) 0xzdy

Functiile P,Q sunt de clasd C! deci functia F este de clasi C? si conform teoremei lui Schwarz

aj . azF T Schwarz aQF 7@
oy  Oyox N oxdy Oz

Sa observam ca problema este echivalentd cu problema pentru cAmpuri vectoriale.
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Ecuatia Pfaff exactd , este echivalent cu campul vectorial v = (P, Q) este camp de gradienti.

OF OF
dF=|—,— ) = (P, =
or— (2.50) )
Sunt folositi in mod echivalent termenii
- forma diferentiald P(z,y)dz + Q(z,y)dy este exactd
- ecuatia Pfaff P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 este_exactd
- campul vectorial v(z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) este cAmp de gradienti

pentru a exprima faptul ca

OF OF
gradF— (310’83/) - (PvQ) =v
sau

- forma diferentiald P(z,y)dz + Q(x,y)dy este inchisd

- ecuatia Pfaff P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 verificd ‘?T]; = ?T(f

- campul vectorial v(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) este un cAmp conservativ
pentru a exprima faptul ci

or _0Q
oy Oz

Are loc aceeagi teorema ca gi pentru cAmpuri vectoriale.

Teorema.

Daci P,Q:D C R? — R sunt functii de clasd C' pe un domeniu simplu conex D, atunci
i) ecuatia Pfaff P(x,y)dz + Q(x,y)dy = 0 este exactd

& i) 5y = 72

Functioneazi aceleasgi metode de a determina o functie ' cu grad F = (P,Q) (un potential scalar).

(z,y) (z,y)
F(z,y) = /sz+Qdy: /Wd?
A A

Integrala curbilinie nu depinde de drum ci numai de capetele drumului (deoarece D este simplu conex),
deci putem alege orice punct A = (xg,yo) € D

Cazuri particulare.

1. D este un dreptunghi
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Yo foomeoioooos —>

v

Xo X X

Pentru astfel de domeniu putem alege doua tipuri de drumuri, care eventual pot simplifica calcularea integralei
curbilinii.
i) segmentul AB reunit cu segmentul BC

x Yy
mmwzjfw%w+/@wwﬁ
o Yo

ii) segmentul AD reunit cu segmentul DC

Y T
F(z,y) = /Q(fco,t)dt + /P(t,y)dt
Yo Zo

Demonstratie.
i) segmentul AB se parametrizeazd : z(t) =t € [xo,2] , y(t)=wo , 2'(t)=1 , y'(#)=0
segmentul BC' se parametrizeazd : z(t) =z , y(t) =1t € [yo,y] , ') =0, y({t)=1
deci integrala curbilinie devine
AB BC
(=,y) z T
F(z,y) = | Pdr+Qdy = /[P(t, yo)z'(t) + Q(t,yo)y'(1)]dt + /[P(fﬂvt)fﬂl(t) + Q(%t)w]dt =

A To o 0 1

1 0
x Yy
Fa.y) = [Pt + [ Qs
Zo Yo

ii) segmentul AD se parametrizeazd : z(t) =x¢ , y(t) =t € [yo,y] , 2’(t)=0 , () =1
segmentul DC se parametrizeazd : x(t) =1t € [xo,z] , yt) =y , 2’ (¢)=1, y'(t)=0
deci integrala curbilinie devine

AD DC
(z,y) y @
F(z,y) = / Pdz + Qdy = /[P(l’o,t)zi@+ Q(xo,t)w]dt + /[P(t, y)gi@+ Q(t,y)@]dt =
A Yo 0 1 Zo 1 0
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Yy T
F(x,y) = /Q(mo,t)dt + /P(t, y)dt
Yo zo

2. D este convex sau stelat, deci existd un punct (xg,yo) € D asa incat
segmentul ce uneste (zo,y0) cu (z,y) este inclus in domeniul D (pentru orice punct (x,y) € D)
segmentul ce uneste (zo,y0) cu (z,y) se parametrizeazd ¢ € [0,1]
a(t) =z +t(x —x0) , yt)=yo+tly—wo) , 2'({t)=(—z0) , ¥(t)=(y—vo)
integrala curbilinie devine

(z,y) 1
F(z,y) = / Pdz + Qdy = /[P(x(t),y(t)) 2'(t) +Q(z(t),y(t)) y'(¢) Jdt
A 0 (::::) (;:’y:)

Exemplu.
Sa se determine solutiile ecuatiei diferentiale

(z+y+1)de+ (x —y* +3)dy =0

Solutie.
In acest caz P(z,y) =z +y+1 si Qz,y)=z—y>+3
Calculdm op 9
9y~ oy (+y+1)
0Q 0

2
o "o TV =]
Pe de alti parte functiile P si @ sunt definite pe R3 , un domeniu simplu conex, deci ecuatia Pfaff este exacti.
Putem integra pe drumuri de tip "dreptunghi" , alege orice punct (zg,yo) = (0,0) si obtinem
xr

Fla,y) = / Qo 1)t + / P(t,y)dt

Zo

y z y
F(x,y):/Q(Ot)dt+/P / t2+3dt+/ +y+1)d
0 0 0
3 e
F(z,y) = (—5+3t)| + (& +yt+t) =
3 t=0 2 t=0
3 22
Floy)=—% +3y+ 5 +ya+a
deci solutiile sunt definite in mod implicit de relatia
2 3
%+xyfy§+x+3y:0
[ |
Ecuatii diferentiale complet integrabile
Ecuatiile Pfaff care nu verifica %—}; = % , nu sunt exacte. In anumite conditii, pot fi rezolvate la fel ca si

ecuatiile exacte.

Definitie. O ecuatie Pfaff P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 se numeste complet integrabilad, dacd
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exista o functie p: D — R , numita factor integrant, astfel incat

55 (uP) = 5 (1)

sau astfel incat ecuatia Pfaff sa fie exacta

w(x,y) Pz, y)dr + p(z,y)Q(z,y)dy =0

S5 observiam ci dacd domeniul D C R? este simplu conex, atunci ultimele dous conditii sunt echivalente.
Este apoi evident ca cele doud ecuatii Pfaff au aceleasi solutii.

Pdr+Qdy=0 si pPdz+ pQdy =0
Functia g = p(x,y) este intr-adevir doar un factor, care nu influenteazi solutiile.
Ecuatia Pfaff pPdx 4+ pQdy = 0 fiind exactd, existd o functie I’ astfel incat
OF OF
dF ={(—,— | = (uP.
gra (ax’ ay> (nP, p@Q)
Deci ecuatia Pfaff se poate rescrie

OF OF
+ "#)=0 &

pl, y(@) Pz, y(2)) + po, y(2)Q(z, y(x))y'(x) = 0 o "oV @

QlQ
i
Qo
<

L@@ =0 & Fly@) =

Prin urmare solutiile ecuatiei Pfaff Pdz + Qdy =0 sunt definite in mod implicit de F(z,y) = ct

Ecuatiile Pfaff care nu sunt exacte dar sunt complet integrabile se rezolva astfel.
Nu existd o "reteta" pentru
- a determina daca o ecuatie Pfaff admite factor integrant sau
- cum anume aratd un asemenea factor integrant.
Tot ce se poate face este sd incercam daca ecuatia Pfaff admite ca factor integrant o functie
de anumitd forma: pu(z +y) , ulry) , p(z? +y2) ...
Odatd determinat un factor integrant, se determind o functie F'(z,y) (un potential scalar) astfel incat

OF OF
gradF = (8.13, 8y> = (IU’P’ /“LQ)

Exemplu.
Sa se determine solutiile ecuatiei
(zy — 2)dy — y*dx =0
stiind ca admite un factor integrant
-1
Wz, y) = %
Solutie.
In acest caz P(z,y) = —y? si Q(z,y) =ay —=x
Sa verificam acest factor integrant.

2
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Deci intr-adevér ecuatia Pfaff adimite factorul integrant p(z,y) =
S& determindm o functie F(z,y) cu

_(OF OF\ _ [y -1 1
gradF— ((‘9:6’834) _(MPHU/Q)_ <.’b27 x +y)

=1
2y

Sa remarcam faptul cd x #0 si y # 0 deci domeniul de definitie este unul din cele patru cadrane,
de exemplu cadranul I = >0,y > 0, care este domeniu simplu conex.
Putem alege (xo,yo) = (1,1) si folosind drum de tip "dreptunghi" obtinem

Yy

F(z,y) = / (0, £)Q (o, £)dt + / Ju(ty) Pt y)dt =

Yo

Yy z x

—/u(l,t)Q(l,t)dt+/u(t,y)P(t,y)dt—/y<_11+1) dt+/(t%) dt =

1

= (—t+1nt)|=Y + (—%)\:T = —y+lny— (-1 -1+ (-L) - (-2

F(z,y) =—y+lny+1—%+y
Solutiile sunt definite in mod implicit de relatia

lny—g:C
x

m
1.9 Ecuatii Reductibile la ordinul 1 / Ecuatii implicite

IklklkIk
1.10 Exemple Rezolvate

E 1.10.1 S& se determine z = xz(t) solutia problemei Cauchy
2/ (t)=tgt-z(t) , cu conditia initiald z(0) =3
Solutie.

Ecuatia diferentiald 2/(t) = tgt - x(t) , este o ecuatie cu variabile separabile.
Se rezolvd conform algoritmului corespunzator :

/ ’ .
() =tgt-z(t) <& ' (t) =tgt = /x(t)dtZ/tgtdt:/thdt

x(t) z(t) ost
, , 1
In|z(t)) = —Injcost| + K &  |a(t)] = e~ MleostltK — g=Injeost] oK _ oK oot
eln|cost|
1 C
x(t) = ek

<~ |cost| B |cos t|
c

Conditia initiald este z(0) =3 > 0, deci solutia problemei Cauchy este definitd in vecindtatea lui ¢ =0,
functia cos este pozitiva in vecindtatea lui t = 0 , de exemplu pe intervalul (—g, g)

prin urmare pe acest interval [cost|=cost>0 , t€ (-%,%)

solutia problemei Cauchy este

x(t):% cu z(0)=3 = 3=z(0)= & C=
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In final obtinem solutia

E 1.10.2 Si se determine functiile x = z(t) respectiv, y = y(z) , care sunt solutiile problemelor Cauchy :

d
c% =sintcos’z , z(0) =2
Solutie.
d
d—f =sintcos’z , x(0)=2 , x==x(t)

Este o ecuatie diferentiald cu variabile separabile. Folosim algoritmul corespunzétor.

d "(t
Z'(t) = d—f =sintcos®z(t) < cor;(a:)(t) =sint

Apoi integram

Y0 [ - -
/cos2 x(t)dt— /Mntdt & tglx(t)] =cost+C & x(t) = arctg (cost + C)

Apoi folosim conditia initiald x(0) = 2

2 = z(0) = arctg | cosQ+ C & 2=arctg(l+C) o 1+C=tg(2) & C=tg2)-1
1

si obtinem solutia problemei Cauchy
x(t) = arctg (cost + tg(2) — 1)
|

E 1.10.3 Si se determine solutiile = = x(¢) , ale problemelor Cauchy

dx x a3
=T 1)=2
w it oW
Solutie.
d 3
T T 2)=2 , z=a()

dt—t 3
Este o ecuatie de tip Bernoulli cu "o = 3" Folosim algoritmul corespunzitor, cu schimbarea de functie
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Inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

3
-1 y/(t 11 1 1 1 -1 11y@)3? 1 1
7%:77 _’_73 PN . /(t)szy() = 5 (t)3/2 PN
2407 20 P |V 2 RN TORGTOR!
-1, 11 1 ) 1 2
—y(t) = >y(t) + = t)=—"y(t) — =
SV =50+ & Y= —y(0) -
Am obtinut o ecuatie diferentiala liniara.
Pas I Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata
1 y'(t) 1 y'(t) 1
/
yit)=—-ylt) & =—— = / dt:/—fdt &
== O (D) t
1
I H
1
t)y=C- -
y(t) .
Pas IT Folosim metoda "variatiei constantelor" , ciutdm solutii pentru ecuatia liniard neomogend y'(t) =
—y(t) — &
de forma )
y(t)=0) 1
Calculam derivata
W="2low 1| =cw 1 row (o
YW= t] t t2
Inlocuim in ecuatia liniard neomogens si obtinem
1 —1 1 1 2 1 2 2
C't)-=+CHt) (- |=—Cl)--—= & C{Ht)-=—-—— & Ct)=—-=
@3+ (%) =-300 ;- 0 =2 =2
Integram si obtinem
2
Ct)= [C'(t)dt = —— |Jdt==-+K
- ferna [ (-2)a-.
deci L 1/9
t)y=C —=-(-4+K
v =ct)- =3 (3+x)
Revenim la schimbarea de functie
1 1
o(t) =~ = a(t) =
1(2
y(t) i (I +K)
Folosim conditia initiald z(1) = 2
1 1 1 7
HG+K) 510 ' '
Solutia problemei Cauchy este
1
x(t) =
1(2_ 7
t (? B Z)

E 1.10.4 Si se determine functiile z = x(¢) care verificd problema Cauchy

o (t) =x(t) +1 , 2(1) =2
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Solutie
Este o ecuatie liniarda neomogena.

Pas 1. Se rezolva ecuatia liniara omogend asociata

o) _ ) o
ORI /“ dﬁi/Mt o @) =t+ K

= |zt) = =e el o at)=tef =0 ¢

Pas 2. Folosim metode "variatiei constantelor" , ciutam solutii pentru ecuatia liniard neomogend, de forma

Derivata este

_4
Cdt
Inlocuim in ecuatia diferentiald

2’ (t) [Ct)-e']=C"(t)-e"+Ct) —e' =C'(t)- e+ C(¢) - €

o' (t) = x(t) +

obtinem
C't)-e'+Ct)-et=Ct)- e+ o C'{t)-e=t* & Ot)=t> e

Integram pentru a determina functia C|(t)

aﬂ=/Owﬁ=/?e4ﬁ“2m%ld—/u@MH“£m

=t —2 {t~et—/l~etdt} =t — el + e + K
Deci solutiile sunt de forma
z(t) =C(t) - e = [t?e' —2te’ + €' + K] €'
Apoi folosim conditia initiala
2
2=z(1)=[1""-2-1-e'+e' +K|]e' & 2=Ke' = K==
e
Solutia problemei Cauchy este
2
x(t) = |t?et — 2te' +e' + =] el =% — 2 4 42
e
|

E 1.10.5 Sa se determine solutia problemei Cauchy

W @) smatyle) oz yO)=2 y=y)
Solutie.
Avem o ecuatie de tip Bernoulli, cu "a = 2". Deci facem schimbarea de functie
I 1 L 1 R R
y(x) z(x)

Calculam derivata
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Inlocuind in ecuatie ob{inem

A _ L(lx)r.sinx_klnosx

[2(2))” #(2)
—2'(x) =sinz + z(z) - cosx &  Z'(r) = —2(z) cosx —sinw

Am obtinut o ecuatie liniard neomogena.
Pas I Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata

4 ’
z’(m) = —Z(l“) -cosT & z (x) = —Ccosr = /Z (x) dx = / — cos zdx
integram
1D|Z(LE)| = —sinz + K RN |Z(.’E)| — e—sinw-{-K — e—sinx . €K o Z(QL') _ :|:€K . e—sinz

obtinem solutia ecuatiei liniare omogene
Z(.’E) — C . e*San

Pas II Folosim metoda "variatiei constantelor" , ciutdm solutii pentru ecuatia liniard neomogens z'(z) =
—z(z) - cosx —sinx
de forma

Calculam derivata

d ) . )
2 () o (C(z)-e™¥*) =C'(z) - e + C(x) - e ™*(—cosx)
T
Inlocuim in ecuatia liniard neomogend 2'(x) = —z(x) - cosz — sinz si obtinem
C'(z)-e 5% 4 C(z) - e M%(—cosz) = —C - e 5" . cosz — sinx

C'(x) e "% = —sinz & (C'(z)=—sinz - = (Cz)= /C’(az)dm = —/sinx SNy

Solutia ecuatiei liniare neomogene este

z(z) = e~ 50" </sinm . eSinxda:>

Revenind la schimbarea de functie obtinem solutia ecuatiei de tip Bernoulli

1 : : -
y(x) = 2@ =7 (/sinx . esmzdaz)

sau folosind forma de integrala definitd pentru antiderivata

. -1

1 . .
y(z) = 72(1‘) = 57T —/sint e+ K
0
Folosim conditia initiald y(0) = 2

0 -1
2 =y(0) L sin0 /s' t-esntdt 4+ K e 2-L o gl
= = —— =¢ — sint - e = — [
Y 2(0) K 2

0

Solutia problemei Cauchy este

T

1 : . 1
y(x) = — = "7 —/sint ettt 4 3

0
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si rdmane in acestd forma integrald, deoarece nu se poate calcula antiderivata.
|

E 1.10.6 Si se arate cd y(x) = = este solutie pentru ecuatia diferentiald

d
T=awf@) -2+l y=yl)

apoi si se rezolve aceasta ecuatie diferentiala.

Solutie.
Calculam derivata

d d
Z=y@) =@ =1
inlocuim in ecuatie

l=x-(2)*—2%+1
Deci y(x) = = este solutie (particulard) pentru ecuatia diferentiald, care este o ecuatie diferentiald de tip Riccati.
Aplicam algoritmul corespunzitor.
Facem schimbarea de functie, unde solutia particulard este yo(z) =«

1
y(@) =vo(@) + o5 =T+ 15
Calculam derivata d d 1 /(2)
, dy _d U S N 2 (x
(@) = de dx ( * Z(l“)) ! [2(x)]?

A CO N G- SNPS SIS S S
- (+2mﬁkmﬁ
Z'(x) 1 1

- =2z + & Z(z)=—2xz2(z) -1
[2(x)]? 2(x) - [2(@)]?

Am obtinut o ecuatie liniara care se rezolva conform algoritmului standard.

Pas I Mai intai ecuatia omogena

2(x) = —2z2(z) <& F@) _ -2z = /Zz/(m)dx = / — 2xdx

()

In|z(z)| = -2+ K = |z(z)| = e K ot K
z(x)=C"- e
Pas IT II Folosim metoda "variatiei constantelor" , ciutdm solutii pentru ecuatia liniard neomogend z'(z) =
—2x - z(x) —1
de forma

Calculam derivata

d
Y(@) = — (C@) ™) = C'(a)- e + Cla) - ' (~20)
Inlocuim in ecuatia liniard neomogend 2z’(x) = —2z - z(z) — 1 si obtinem

2

C'(z) e +C(x)- e (—2z) = —22C(z) - e " —1

2

C'(z) e =-1 & ((z)=—-¢"

2

= ) = /C’(m)dm - —/ew2dx
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Solutia ecuatiei liniare neomogene este

2z)=e " <— / e””zdx)

Revenind la schimbarea de functie ontinem solutia ecuatiei Riccati

y(z) = yo(z) + (1 =+ % =a4e” </6x2dx> -

Solutie.
Este o ecuatie de tip Clairaut. Folosim algoritmul corespunzator.
Derivam ecuatia

S @) = O=zy(e) - e

[y (x)]?

i) pentruy”’(z) =0 = y'(r) =a = y(x) =ax +b obtinem solutia generald a ecuatiei Clairaut,
Inlocuind in ecuatie obtinem

y'(z) =y (z) +z-y"(x) -

5 5 5
& axr+b=ar+- = b=-—
a a

ax+b a
Deci solutia generald este
5
y(z) = ax + — pentruorice a € R , a#0
a

ii) pentru

- L =0 & «x= 5
(@) [y (2))?

obtinem solutia singulars sub formi parametricd , p 2 3’ (x)

—ap+
Ty
p
|
2 Teoreme de existenta gi unicitate, Teoreme de Stabilitate
Tkjlkilki

3 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

Ecuatiile diferentiale de ordin superior sunt ecuatii in care apar si derivate de ordin mai mare ca 1. Ordinul
unei astfel de ecuatii este cel mai mare ordin de derivatd care apare in expresia ecuatiei. In forma cea mai generald
sau canonicd (sau implicita)

E(t, z(t), 2" (t), 2" (t), ...,2™(t)) = 0

unde z(") (t) reprezints derivata de ordin " n " a functiei z = x(t)

Ecuatiile de ordin 2 sunt cele mai des folosite in aplicatii, deoarece pot descrie cu destuld acuratete majoritatea
fenomenelor reale.
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Functia @ = x(t) reprezintd evolutia marimii "z" , derivata z’(t) reprezintd viteza de evolutie, iar derivata a 2a
reprezinta acceleratia.
In forma normal4 (sau explicitd) ecuatiile de ordin 2 se scriu

a'(t) = E(t,z(t), 2/ (t))

relatie ce descrie cum variazd acceleratia in functie de ¢, z(t) si 2/(t)
De exemplu pentru oscilatorul armonic (pendul elastic) avem ecuatia (de ordin 2)

2'(t) = =k - x(t)

unde k > 0 este o constanta de elasticitate, specifici materialului din care este confectionat pendulul elastic.

In cele ce urmeazs prezentim metode de rezolvare a unor ecuatii diferentiale in care derivata de ordin n se scrie
ca o combinatie liniara a derivatelor sale de ordin mai mic.

Pentru a nu creea obignuinta cu un singur mod de notatie, in aceasta sectiune vom folosi notatia

y:y(x) ’ y/(m) 7y”($) ) e ’y(n)(m)

Definitie. O ecuatie diferentiald de forma
an(@)y™ + an1 @)y b ar(@)y” + (@) +aolz)y = f(z) (3.11)

se numegte ecuatie diferentiald liniard de ordin n, ( a, # 0 ), unde ”coeficientii” a,,a,_1,...a1,a9 sunt
functii de clasd C?, iar functia f este continui (cel putin).

O solutie este o functie y = y(z) de clasi C™ care (impreund cu derivatele sale ¢/, y", ...,y 1, y(™ ) verificd
ecuatia (3.1.1).

Definitie. O functie y = y(x) se numeste

- de clasi C' dacs functia este derivabild si are derivata continu,

- de clasi C? daci este de doud ori derivabild si derivata de ordin 2 este continui,

- de clasa C"™ daci este de n-ori derivabila si derivata de ordin n este continué

(toate derivatele de ordin mai mic ale functiei sunt si acestea continue deoarece sunt functii derivabile).

Ne limitam la a descrie algoritmul de rezolvare a ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti constanti
(functiile a,,, ay—1, ...a1, ap sunt constante). Prezentdm doar motivatiile cele mai simple care justifica acest algoritm.

Consideram deci ecuatii de forma

QA - y(n) +ap—1- y(nil) + .. taz- y” +a- yl +ao-y= f(l‘) (312)
unde a,, a,_1,..-a41, a9 € R si coeficientul a, # 0 .

Mai intai consideram ecuatiile ”omogene” | adica cele pentru care functia f este nuld

an Y™ +an1 -y V4 Fay-y +a-y +ag-y=0 (3.1.3)

3.1 Exemple ...

Pentru a intelege mai bine situatia sa consideram céteva cazuri particulare mai simple, in care se pot observa
mai usor anumite fapte.

Iatd un exemplu din mecanicd: oscilatorul armonic are ecuatia de miscare z(t) + kz(t) =0, k>0,

unde z = z(t) reprezintd elongatia fatd de pozitia de repaus, 4(t) reprezintd viteza, iar Z(t) acceleratia, ¢ timpul.

Exemple.
Prezentam rezolvarea a trei exemple de ecuatii diferentiale de ordin 2.

Ex1 ¢'(z)—4y(z)=0  Ex2 ¢"(z)—6y'(z)+9y(x) =0 Ex3 3y'(z)+4y(z)=0

Solutii.
Sa observam mai intai cd multimea solutiilor acestor ecuatii diferentiale este in fiecare din cazuri un spatiu vectorial.
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i) Functia nuld y(z) = 0 pentru orice x , este o solutie, deoarece y'(z) = 0 , y”(x) = 0 si este evident ci
acestea verifica ecuatiile diferentiale Ex 1, Ex 2, Ex 3.

Solutia nuld, nu este foarte interesantd din puncte de vedere fizic, deoarece corespunde situatiei in care functia
Y nu variaza.

Totusi este o solutie importanta. Este elementul neutru fatd de adunarea functiilor.

ii) Dacd y1 = yi(z) si y2 = yo(x) sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale Ex 1, adicd verificd ecuatia
diferentiala

yi () —dyi(z) =0 si y5(x) — dyz(z) =0

atunci si suma lor y; + - este solutie a ecuatiei diferentiale, deoarece

(y1 +y2)" — 4(yr +y2) = yi + o5 — 4y — dyo = v (z) — 4y (z) + y5 (z) — 4y2(2) =0
0 0

La fel si pentru ecuatiile diferentiale Ex 2 si Ex 3
- Dacd y1 = y1(z) si y2 = ya2(x) sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale Ex 2, adicd verificd ecuatia
diferentiala
yi (z) = 6y1(2) +9y1(x) =0 st yy(x) — 6ys(x) + y2(w) =0

atunci si suma lor y; + o este solutie a ecuatiei diferentiale, deoarece
(Y1 +y2)" = 6(y1 +12)" + 91 +y2) =i + 12" —6(y1 +v2) +9(y1 +12) =

=y (z) — 6y (2) + 9y1(x) + 5 (x) — 6y5(x) + Iy2(x) =0
0 0

- Dacd 11 = yi(z) si y2 = ya2(x) sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale Ex 3, adicd verificd ecuatia
diferentiala
yi(@) +4y(z) =0 s yy(@) +4y2(2) =0

atunci si suma lor y; + o este solutie a ecuatiei diferentiale, deoarece

(1 +v2)" + 4 +y2) =yl + 2" +4(y1 +v5) = vi () + 4y () + yo (2) + dya(x) =0
0 0

iii) In fne, daci y = y(x) este o solutie a ecuatiei diferentiale Ex 1, atunci gsi ay(xz) este solutie, pentru orice
a € R, deoarece

(ay)"(x) — 4(ay) () = ay”(z) — day(z) = a |y"(z) —4y(z)| =0
0

si exact la fel gi pentru ecuatiile din Ex 2 gi Ex 3

()" (z) — 6(ay) (z) + Yoy)(2) = ay”(x) — 6oy’ (z) + Yoy (z) = o |y (x) — 6y (x) + Iy(x)| =0
0

(o)’ (z) + 4(ay)(x) = ay” (z) + day(z) = a |y'(z) +4y(z)| =0
0

Se aratd cd aceste spatii vectoriale au dimensiune 2 (exact cat este ordinul acestor ecuatii diferentiale)

Deci existd baze ale acestor spatii vectoriale, cu cate doud elemente (2 functii liniar independente si care sunt
solutii).

Prin urmare este suficient s& determindm in fiecare din cazuri, doud solutii liniar independente ¥; , y2 pentru
a scrie orice altd solutie ca o combinatie liniard a acestora

y(@) =C1-y1(x) + C1 - y2(x) , unde C1,Cr € R

Cautam solutii de tip "exponential", de forma  y(z) = e** | derivatele sunt

yl(iIJ) — (6)\9:)/ _ )\ex\w , y”(m) _ (ex\z)/l _ (}\6/\1:)/ _ A)\e)\:v — )\26)@
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Pentru Ex 1 inlocuind derivatele in ecuatie obtinem
y'(x) —dy(z) = N2 —4eM =M (N2 —4) =0 & (N -4)=0

(deoarece e** # 0 pentru orice z si orice \)
Ecuatia algebricd (A2 —4) =0 are doud solutii A\; =2 , Xy = —2, deci obtinem doud solutii pentru ecuatia
diferentiala

M= (n)=e

yi(z) =e
Acestea sunt liniar independente.
Atunci, conform observatiei de mai inainte, orice solutie pentru Ex 1 este o combinatie liniard a acestor doud
solutii
cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei din Ex1. este

y(x) = C1 - y1(x) + Co - yo(x) = C1€*" + Cre™?® |, unde C;,Cy €R
Pentru Ex 2 inlocuind derivatele in ecuatie obtinem
y'(x) — 6y’ (z) + 9y(x) = N2e* —6XAe* +9e* =e*( N2 - 61+ 9) =0 <
& M-6A+9=0 <& (A-3)?2*=0

(deoarece e** # 0 )
Ecuatia algebricg (A — 3)2 = 0 are doud solutii A\; = Ao =3 (sau o solutie dubla),
deci obtinem doar o solutie pentru ecuatia diferentiala

yl(x) — e)\lz —_ 631
o alta solutie, liniar independenta de aceasta este
yo(x) = 2e3®

Sa verificam faptul ca aceasta este solutie a ecuatiei diferentiale
Derivatele sunt
yé(z) _ (xeiiz)/ _ 631 L 3631 _ 31(1 + 31,)

yy (z) = (ze**)" = [**(1 + 333)]I =% .3+ 36 (1+ 3z) = (6 + 92)
Inlocuind obtinem

v (z) — 6y5(x) + Iy (x) = €36 4 9z) — 63} (1 + 3z) + 9ze®* = (6 4+ 92 — 6 — 182 + 9z) = 0
0

Atunci, conform observatiei de mai inainte, orice solutie pentru Ex 2 este o combinatie liniara a acestor doud
solutii
cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei din Ex2. este

y(x) =Cr-y1(x) + Co - ya(x) = C1e3* + Coze®® | unde C1,Ch € R
Pentru Ex 3 inlocuind derivatele in ecuatie obtinem
Y (x) + dy(z) = N2 +4eM = M(A2 +4) = 0

(deoarece e * #£0 )
Ecuatia algebrici A2 +4 = 0 are doud solutii complexe \; =2i , Ay = —2i
deci obtinem doud "solutii" pentru ecuatia diferentiald, dar acestea au valori complexe

Aoz —2x1

Az 2xi —e

y(x) =" =" 5 ylz)=e

deci aparent fara interes, de vreme ce cautam in mod evident ca solutii, functii cu valori reale.
Sd separim partea reald gi partea imaginard gi s derivim o astfel de solutie cu valori complexe y = y(x)

y(x) = A(x) + iB(x)
—  —~—

Re Im
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Y(@) = A@) +iB'(2) § y"(2) = A"(z) +iB"(2)
inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem
0=19y"(z) +4y(x) = A" (z) +iB"(z) + 4[A(x) + iB(z)] &

& A'(z)+4A(z)+i[B"(z) +4B(z)] =0 &
Re Im

A'(z)+4A(x) =0
< { B"(z) + 4B(z) = 0

Deci atat partea reald A = Rey cét si partea imaginard B = Imy a solutiei complexe, sunt solutii ale ecuatiei
diferentiale.
Pentru y(z) = €% = cos2x + isin2z obtinem

{ y1(z) = A(z) = Re(y(x)) = Re(ez"“:) = cos2x
yo(z) = B(z) = Im(y(z)) = Im(e?*) = sin 2z

Prin urmare functiile cos2z si sin2z sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (Ex 3),
de asemenea liniar independente, deci formeaza o bazé pentru spatiul vectorial al solutiilor.
Putem deci scrie orice solutie in forma

y(x) =C1-y1(x) + Oy - ya(z) = Crcos2z + Cysin2z  , unde Cp,C € R

sau
y(z) = C1 - Re(e*) 4 Cy ~Im(62m) =Cicos2x + Cysin2z , unde Cq,Cr € R

cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei din Ex3. este
y(x) = Cypcos2x 4+ Cysin2x , unde Cp,C3 € R
Sa observam ca solutia corespunzitoare pentru radécina conjugatd Ao = —24 , produce si ea doud solutii liniar

independente .
Pentru y(z) = e~ 2% = cos(—2x) + i sin(—2x) = cos 2z — isin2z obtinem

Functiile cos2x si —sin2z sunt de asemenea solutii liniar independente
Dar folosindu-le pe acestea, obtinem exact acelagi mod de descriere a solutiei generale gi anume

y(z) = Cycos2z + Cy(—sin2z) = Cycos2z + Cssin2z , unde C5=—-Cy, C1,C3€R

Aceste trei exemple aratd cd putem obtine solutiile liniar independente necesare, dar in mod diferit in functie
de natura radacinilor ecuatiilor algebrice obtinute.

3.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordin 2 cu coeficienti variabili

se poate si pt pt ordin mai mare

3.4 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti, omogene si neomogene.
Metoda variatiei constantelor

Revenim acum la cazul general.

Observatie.

O functie de forma y(z) = e’*

este solutie a ecuatiei diferentiale omogene
(n) (n—1) " ! —
U Y Fan_1 -y +..tay tar-y +a-y=0

dacd gi numai dacd A este ridicind reald a polinomului asociat ecuatiei diferentiale (polinom numit "polinom
carateristic")
A A"+ an_1- N 4 ta- AN +a - A+ag=0 (2.4)
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In plus solutiile corespunzitoare la radicini distincte sunt liniar independente.

Deci daca toate cele n radacini A1, Ao, ..., A, sunt reale si distincte,

atunci intr-adevar cele n solutii asociate (de tip exponential) e*1% e*2% .. e*»® sunt liniar independente si

deci formeaza o baza pentru spatiul vectorial al tuturor solutiilor.

Daci insd unele rddécini sunt multiple, sau nu sunt reale (ci complexe) , atunci trebuie folositd altd modalitate
de a gasi n solutii liniar independente.

Suntem acum in masura sa prezentam algoritmul de rezolvare a ecuatiilor diferentiale liniare de ordin superior
cu coeficienti constanti.

Pasul 1.
Se rezolva ecuatia omogena asociata

an Y™t an y" TVt tary tary tagoy=0 , a, #0  (2.3)

Teorema. Multimea solutiilor unei ecuatii diferentiale liniare de ordin n omogene, este un spatiu vectorial de
dimensiune n.

Demonstratie. Fie y = y(z) si z = z(z) doud solutii ale ecuatiei diferentiale (3), adica
an Y™ a1y V4 dasy 4ar-y +ag-y=0

an 2™ tap_y 2" D+ tas 2 +ar- 2 Fag-z=0

Derivam
+2) =y +2 , +2)" =y +2" . (y+2)" =y 42"

Apoi
an(y + z)(") +an—1(y + z)("*l) +ota(y+2) +ar(y+2) +aoly+z2) =

= anly™ + 2+ an [y 2V 4L aoly” 4+ 2 aly + 2]+ aoly + 2] =
= [any™ + an 1y ™Y 4 agy + ary + aoy] + [0z + an_ 127D 4 an2” +dlz +ag2] =0

0 0

Deci suma celor doud solutii este de asemenea solutie a ecuatiei diferentiale omogene.
In plus, pentru orice o € R functia « - y(z) este de asemenea solutie deoarece

lay(2)] = ay/ () , lay(@)])" = ay’(x) , ... [ay(2)]"™ = ay™(2)
Inlocuind in ecuatie obtinem
anloy(@)]™ + ap oy (@) + .+ aslay(@)]” + ai[ay(@)] + aolay(z)] =
= anay(”)(z) + an_lay(”fl)(x) + o+ asay’ () + a1/ (x) + agay(z) =

= afany™ + an_1y" Y + 4 asy” + ary + agy] =0

0

In concluzie multimea tuturor solutiilor unei ecutii diferentiale omogene este un spatiu vectorial.
Nu demonstram faptul ¢ acest spatiu vectorial are dimensiune n (egald cu ordinul ecuatiei).
[ |

Deci sunt suficiente n solutii liniar independente pentru a descrie toate solutiile ecuatiei omogene.
Tatd algoritmul care produce astfel de solutii.

Pasul I.1 Se considera polinomul carateristic asociat, care are grad P = n , deoarece a,, # 0
PN =an - N"+an 1 - A" 4. dag- N +ar-A+ag
Se rezolvd ecuatia caracteristica asociata

an')\n—l_an—l'>\n71+~-~+a2'>\2+a1'>\+a020
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Fie A1, Ag, ...\, cele n riddécini (reale sau complexe). Coeficientii sunt numere reale a,, an,—1,...a1,a0 € R, deci
radacinile complexe sunt conjugate doua cate doua.

Teorema.

i) Daci A € R, este ridicina reald de ordin 1 (simpls) , atunci functia y = y(z) = e
diferentiale omogene (2.3)

ii) Dacd A € R, este rad&cind reald multipld de ordin & , atunci cele k functii y1,ya, ...yk

* este solutie a ecuatiei

m (.%') — ea®
yo(x) = xe™®
y3($) — IQBOLCE
yk(x) — xkfleax

sunt k solutii liniar independente pentru ecuatia diferentiald omogend (2.3)
ili) Dacd A = a+if , (8 # 0) este rdddcind complexd de ordin 1 (simpld) , atunci functiile z gi w

z(z) = Re(eM) = e*@cos Bz, w(z) =Im(e*) = e sin Bz

sunt solutii liniar independente pentru ecuatia diferentiald omogend (2.3)
iv) Dacd A = a+i8 , (8 # 0) este rddicind complexd multipld de ordin k , atunci cele 2k functii 21, 29, ...2x,
w1, W2, ... Wk

z1(z) = Re(e?) = e* cos Bz wy(z) = Im(e) = e sin Bx

z2(z) = Re(zer™) = 2 cos Sz wo(z) = Im(xe®) = 2% sin Bz

z3(z) = Re(z%e’*) = 22 cos Bz ws(z) = Im(2?e?*) = 22 sin Bz
2p(7) = Re(zF~1er®) = 2F~1e® cos Bz wy(x) = Im(zF~1e ) = 2k~ 1e sin B

sunt solutii liniar independente pentru ecuatia diferentiald omogena (3).

Demonstratie.
i) Calculdm mai intai derivatele succesive

y(x) = |y (x) =AM |y (@) = A2y (@) = NN Ly (z) = A
prin urmare inlocuind in ecuatia diferentiald (3) obtinem
tn -y ™+ an_1 -y Y+ tary dar-y fagry=
= ap A€M 4 ap AV 4 a N2 4 ag A + qpe =

= e)‘z(an)\" Fan A" 4 a\ Fa )+ ag) =0

0

deorece \ este ridddcind a polinomului caracteristic. Deci functia y(z) = e** este solutie a ecuatiei diferentiale

omogene.
iii) Calculul derivatelor este identic cu cel pentru cazul i)

y(z) :6)\30 , y’(:c) _ /\e)\z , y”(z) _ )\26)\1 , y///(x) _ )\36)@: y(n)(x) — )\ne)\a:
si deci inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

(n)

an -y ™ +an_1 y" Y+ trary tary tagy=

= eAz(anAn + (177.—1)\“71 + ...+ a'2)\2 + al)\ + CL()) =0

Separam partea reald si partea imaginara



derivam
yIZA/—I—iBI 7 y//:AII+iB/l 7 y//I:AI//—‘l_Z'BII/ o y(n) :A(n)+iB(TL)

si obtinem .,
an Yy a1y + i tary +ar-y +agy=0 &

an(A™ +iB™) £ a, (A" 1 iBODy 4 4 ay(A" +iB") + a1 (A +iB) +ap(A+iB) =0 &
(anA™ +ap 1 A" 4 4 a3 A” + a1 A + agA) +i(an B™ + ap_1B™Y 4 4 ayB” + a1 B 4 agB) =0

Re Im

De unde rezulta
anA™ +a, JAD 4 f g A" day A+ agA=0
anB™ 4+ a,_ 1BV + L+ ayB”" +a1B 4+ agB =0

Ceea ce aratd cd atat partea reald z = A = Rey = Re(e’*) = ¢ cos Bz

cat gi partea imaginarg w= B =1Imy = Im(e?) = e** sin Bz

sunt solutii pentru ecuatia diferentiald omogena.

Atentie coeficientii ay,, ay—1,...a1, a0 € R (sunt reali). Altfel nu are loc descompunerea in parte reald si imaginara
aga cum apare mai inainte (separand functiile A gi B ).

ii) , iv) omitem demonstratia acestora.

Practic proceddm astfel.
- Pentru fiecare radécing reald simpld (de ordin 1) A € R se asociazd solutia

y=y(z)=e"

- Pentru fiecare radacina reald A € R multipld de ordin £ , se asociaza k solutii liniar independente y1, y2, ...yx

2 Az

yi(z) =, ya(x) = 2™, ys(x) = 2%, L yp(z) = 2N

- Pentru fiecare ridicind complexi simpli (de ordin 1) A\ = a +i8 , (3 # 0) si conjugata ei A = o — i3 se
asociazd 2 solutii liniar independente z si w

z(z) = Re(eM) = e cos fzr , w(z) =Im(e?) = e sin Bz

- Pentru fiecare radicind complexd multipld de ordin & , A = a+ i , (8 # 0) si conjugata ei A = a —if3 , se
asociaza 2k solutii liniar independente

z1(z) = Re(e*®) = % cos Bz wy(z) = Im(e) = e sin Ba

23(z) = Re(zer?) = 2e®® cos B wo(z) = Im(xe®) = 2% sin Bz

z3(z) = Re(z2e’*) = 22 cos Bz ws(z) = Im(22e*) = 22e2% sin B
2p(7) = Re(2F~1eM) = 2+~ 1 cos Bz wy(z) = Im(z*~1er®) = 2k ~1e® sin B

Teoremd. Dacd Aj, Ao, ...\ sunt rad&cinile reale sau complexe distincte, (fiecare cu ordinul sdu de multiplici-
tate), atunci cele n solutii asociate conform procedeului descris mai inainte sunt liniar independente.
Omitem demonstratia.

Pasul 1.2 In final orice solutie a ecuatiei omogene se scrie sub forma

y(z) =) Cjy;(@)
j=1

unde y1, Y2, ...y, sunt cele n solutii liniar independente asociate conform algoritmului descris.
Altfel spus aceasta este forma "solutiei generale" pentru ecuatia diferentiald omogena (2.3).

Pasul II. Se rezolvd ecuatia neomogend initiald (2.2) folosind metoda variatiei constantelor.
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si anume se cautd solutii de forma
n

y(x) =Y Cj(x) - yj(x)

j=1

Se demonstreaza ci derivatele functiilor necunoscute Cy(z), Ca(x), .., Cp () verificd sistemul liniar algebric
2, (@) (@) =0
J:
>, (@) (@) =0
5=

i Ci(x) - yj(r) =0 (2.4)

> Ci@) 3" @) = @)

Acesta este un sistem liniar cu necunoscute functiile C1 (z), C4(x), .., C} (z) . Are determinantul diferit de zero, deci
are solutie unica. Se rezolva sistemul, apoi se integreaza functiile C;(x) , j=1,n gi obtinem

C’j(x):/Cj’-(x)da:—&—Kj , j=1n

In final se obtin solutiile ecuatiei diferentiale neomogene (2) de forma
y(m):Z(/Cé(m)daﬁﬁ-Kj)yj(x) , Ki,Ks,...K,€R
j=1

Comentariu. Intreg algoritmul porneste de la ipoteza ci ridicinile polinomului caracteristic se pot determina
foarte usor. In caz contrar se apeleaza la algoritmi de calcul numeric.

Exemple. (ecuatii liniare omogene)
Sa se rezolve ecuatiile diferentiale

a) y"(x) — 3y’ (x) + 2y(x) =0 b) y"(x) +3y"(x) + 3y’ (z) + y(x) =0
¢) y'(x) +y'(z) +y(x) =0 d) y"(z) +y(x) =0
Solutii.
a) y'(x) — 3y’ (x) 4+ 2y(x) = 0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogena de ordin 2, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 2.

Este deci suficient si determinam 2 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul 1.1 Rezolvam ecuatia caracteristica asociata

A —3XA+2=0
3++(-3)2—-4-2 ,\1:%1:2

ALz = 2 - ho =25 =1

Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzéitoare
yi(w) =€ s yo(x) =
Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generala" este
y(z) = Ciyi (z) + Caya(x) = C1e®* + Coe® , C1,C2 €R

44



b) y" (@) + 3y" (x) + 3y (z) + y(z) =0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogend de ordin 3, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 3.

Este deci suficient s determindm 3 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul 1.1 Rezolvam ecuatia caracteristica asociata

N4+3X2+30+1=0

& AF1DP=0 A=X=X=-1

Pasul 1.2 Asociem 3 solutii liniar independente corespunzatoare

yi@) =€ . ylr)=ze™ st yp(z)=a"e"
Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 3 solutii.
Deci solutia "generala" este
y(z) = Cry1(x) + Coya(z) + y3(x) = Cre™* + Come™ ™ + Csz?e™® | C1,05,C3€R
|
c) y' (@) +y'(z) +y(z) =0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogend de ordin 2, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 2.

Este deci suficient si determinam 2 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul I.1 Rezolvam ecuatia caracteristicd asociata

M4HA+1=0
“14++12 — 4 A 7—1-51\/5 %1+z§
A1,2 - 2 )\2 _ 71721‘\/5 _ %1 —Z?

Folosim Re(‘T1 —|—z§) = _71 si Im(‘71 —H@) = @

Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzatoare

_1g . 1, . V3
y1(z) = e 2 COS(7$) i yo(x)=e"2 sm(T:r)

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generald" este

1 3 1 3
y(z) = Cry1(x) + Coya(z) = Cre™ 27 cos(%x) 4 Coe™ 27 sin(gz) , C1,CeR

d) y" (@) +y(z) =0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogena de ordin 3, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 3.

Este deci suficient si determinam 3 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul 1.1 Rezolvam ecuatia caracteristica asociata

AN 4+1=0
Mil=0 & O+ =A+1)=0
C1+4V3 C1-iV3

A =1 A A
1 5 2 2 §l 3 2
Folosim Re(% +z§) = % si Im(; +z§) = @



Pasul 1.2 Asociem 3 solutii liniar independente corespunzatoare

S

yi(x)=e™* | yafx)= e cos(Tx) si y1(x) = 2 sin(Tx)

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 3 solutii.
Deci solutia "generala" este

1 3 1 3
y(z) = Cry1(x) + Coya(x) + y3(x) = Cre™* + Care2® cos(%az) + Czez” sin(%x) , C1,05,C3eR
[ |

Exemplu. (ecuatii neomogene)
Sa se rezolve ecuatia diferentiald

y'(x) =5y (z) + 6y(z) = > ()

Solutie.
Pasul I. Rezolvam mai intai ecuatia diferentiald omogena.

y" () + 5y (x) + 6y(z) = 0

Multimea solutiilor este un spatiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuatia caracteristica este
M4 A+6=0 = A\ =-2, \y=-3

Se asociaza 2 solutii liniar independente

yi(z)=e* | pr)=c

Orice solutie a ecuatiei omogene se scrie
y(z) = Cry1(z) + Caya(z) = Cre > + Coe™ | C1,C2 €R
Pasul II. Folosind metoda variatiei constantelor determindm solutiile ecuatiei neomogene (*)
y" () + 5y (x) + 6y(z) = **

cautandu-le de forma
y(x) = Cy (x)e_zm + C’g(a:)e_‘%’

Derivatele functiilor necunoscute Cy(z) si Ca(x) verificd sistemul liniar (2.4)

O} (2)e2 + Cy(a)e= = 0 o [ Ci@e ™+ Chlaje s =0
Ol (x)(e=2) + Cyla) (=) = 2 50 (@)e 2 — 3Cy(a)e3r — 20

Rezolvam acest sistem liniar. De exemplu inmultim prima ecuatie cu 2 gi adundm la a doua ecuatie, obtinem

2C) (z)e™2 + 204 (x)e™32 =0
—2C1(x)e™2® — 30%(z)e 3% = 2@

—Ch(2)e’” =e** = Ch(x)=—e"

inlocuind in prima ecuatie rezulta
Ci(z)e ™ = —(—e %) = COj(z)=e*

Integrand obtinem
Ci(z) = [ede = e + Ky

Cy(zx) = / —e dr=e""+ Ko
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Solutiile ecuatiei diferentiale (neomogene) sunt deci de forma

-1 f
y(z) = Cy(x)e 2" 4 Cy(x)e 3" = [Te*“ + Ki]e ™ 4 [e7" + Kyle™®

-1
y(l‘) = 7676z =+ I(1€72ac + 674:C + K2€73m R Kl,KQ cR
|

3.5 Problema Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti.

Teorema. (de existentd si unicitate)
Problema Cauchy asociatd undei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

{ an Y™ Fan 1y 4 tay -y +ary +ag-y=flz) (22)
y(xo) =bo , ¥ (w0) = b1, y"(x0) =b2 , ... , Yy V(xg)=by—1 conditii initiale
are o unica solutie, pentru orice conditii initiale, adica orice g € R si orice by, b1,...,0,—1 € R .

Demonstratie.

Ideea demonstratiei este simpld. Se aratd cd un anume sistem algebric liniar are determinantul diferit de zero,
deci are solutie unica.

Cazul i) dacd f(z) = 0, adici ecuatia diferentiali este omogend. In acest caz solutiile sunt de forma

y(@) =Y Cj-y;(x)
J=1

Conditiile initiale formeaza un sistem algebric liniar

y(xo0) = bo
y'(z0) = b1
"(z0) = b2 (2.5)

Yy (wg) = b,y

cu necunoscute Cy, Cy, ..., C,, € R i care are determinantul diferit de zero (nu demonstram), deci are solutie unici,
ceea ce inseamna ca existd un unic sistem de constante C1, Cy, ..., C), € R cu proprietatea ca solutia corespunzatoare

y(z) = Z Cj - y;(x)

verificd conditiile initiale.
Cazul ii) dacd f(z) # 0, adicd ecuatia diferentiald nu este omogend. In acest caz solutiile sunt de forma

n

o) = ([ Cyladds + Ky) - i)
j=1
Conditiile initiale formeaza un sistem algebric liniar
bo
Y (z0) = by
Yy (wo) = by
Yy (20) = by

cu necunoscute cele n constante (de integrare) Ki, K, ..., K, gi care are determinantul diferit de zero (nu demon-
stram), deci are solutie unicd, ceea ce inseamnd ci existd un unic sistem de constante Ki, Ks,...,K, € R cu
proprietatea ca solutia corespunzitoare

y(x) =3 / Ch(w)da + ;) - ()
j=1
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verificd conditiile initiale.
[

Algoritm de rezolvare a problemei Cauchy.

Se rezolvd mai intai ecuatia diferentiald si apoi se determind constantele de integrare K; , j = 1,n rezolvand
sistemul liniar obtinut din conditiile initiale

y(fﬂo) =bg
y'(x0) = b1
Y (w0) = ba

Yy (z0) = by

Este necesard calcularea derivatelor de ordin 1,2, ...,(n — 1) pentru
o) = Y ( [ Cllado + K5) - yy(a)
j=1

ceea ce necesitd un efort deosebit.le

In principiu se utilizeaza diferite programe de calcul dedicate sau algoritmi de rezolvare numerica aproximativa
a solutiilor.

Comentariu. Pot exista situatii reale in care "conditiile initiale" sa arate complet diferit. Nu mai sunt neaparat
"initiale" ci de exemplu

y(r1) = by
y(w2) = by
y(zz) =ba  (2.6)

adicd se cunosc (se misoara) valorile functiei y = y(z) in n puncte diferite x1, zo, ..., x, . Pentru a obtine o unica
solutie care verificd acest tip de conditii, este necesar ca sistemul algebric liniar format (2.6) s& aibe solutie unici,
ceea ce se intAmpld numai dacd are determinantul diferit de zero.

Faptul c& cele n solutii y1, Y2, ..., Yy sunt liniar independente, asigurd ci doar sistemul (2.5) (corespunzdtor unor
conditii initiale "standard") are determinantul diferit de zero.

Pentru sistemul liniar (2.6) nu mai existd o asemenea "garantie", deci nu mai existd neapérat solutie unica.

Pentru alte tipuri de conditii "initiale" este posibil

(a) sd nu existe solutie pentru problema Cauchy

(b) s& existe mai multe solutii

(c) si existe solutie unica.

Exemplu.
1. Si se determine solutia problemei Cauchy (ecuatie liniard omogena)

V@) + @ 0 e { PO
Solutie.

Rezolvam mai intai ecuatia diferentiald. Multimea solutiilor este un spatiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuatia caracteristica este

MN43A+2=0 = M =-1, \g=-2

Se asociaza 2 solutii liniar independente

Orice solutie se scrie

y(z) = Cry1(z) + Coya(x) = Cre™ + Coe™** | 1,02 € R
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care trebuie si verifice si conditiile initiale

Calculdm derivata,
Y (z) = [Cre™™ + Coe™ 2] = C1(—1)e™® + Cy(—2)e ™"

Deci sistemul algebric liniar corespunzator este

y(O) = 0160 + 0260 =1 N Ci+0Cy=1
y'(0) = C1(=1)e® + Ca(—2)e’ = —1 —C1—2C,=-1

adunam cele doud ecuatii gi obtinem Co =0 = C;=1.
Deci solutia problemei Cauchy este
y(z) =e
|

2. S& se determine solutia problemei Cauchy (ecuatie liniard neomogend)

Y (@) — 59/ (z) + 6y(x) = & (), cu { y(0)

Solutie.
Pasul I. Rezolvam mai intai ecuatia diferentiald omogena.

y"(x) — 5y'(x) + 6y(x) =0

Multimea solutiilor este un spatiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuatia caracteristica este
MN-BA+6=0 = M =2, \a=3

Se asociaza 2 solutii liniar independente
yi(z) =€, () =€
Orice solutie a ecuatiei omogene se scrie
y(x) = Ciy1(z) + Caya(x) = C1e® + Coe® , C1,C5 €R
Pasul II. Folosind metoda variatiei constantelor determindm solutiile ecuatiei neomogene (*)
y" () = 5y'(x) + by(z) = e”

cautandu-le de forma
y(z) = Ci(2)e*” + Ca(x)e™

Derivatele functiilor necunoscute Cy(z) si Ca(z) verificd sistemul liniar (6)

Cl(z)e** + Ch(x)e?* =0 - Cl(z)e*® + Ch(z)e3* =0
Cl(z)(e**) + Ch(z)(e3*) = e” 201 (x)e** + 30, (z)e3® = e®

Rezolvam acest sistem liniar. De exemplu inmultim prima ecuatie cu —2 gi adunam la a doua ecuatie, obtinem

=201 (x)e?* — 2C%(z)e3® =0
20" (z)e** + 3ChH(x)e3” = e”

Ch(x)e?* =e* = Chlz)=e 2"

inlocuind in prima ecuatie rezulta

O (2)e*™ = —e 27 = Of(z) = —e "
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Integrand obtinem
Ci(x) = / —e %dr ="+ K;
Cy(z) = /e*QIdx =17+ K,

Solutiile ecuatiei diferentiale (neomogene) sunt deci de forma

y(z) = C1(x)e* + Cy(x)e®® = [e7® + K1)e** + [—56_2"L + Ksle3®

y(m):e“—l—Kleh—ie*—i—ng?’“‘ , Ki,Ks eR

1
y(z) = §e$ + K1€** + Kye®® | Ki,K,€eR

In fine, ca si fie solutie a problemei Cauchy, mai trebuie si verifice si conditiile initiale

{ y(0) =1
y'(0) = -1

Calculam derivata

1 1 -
y'(z) = [gex + K% + K63 = 56” + 2K1€* 4 3K,e3®
inlocuind in conditiile initiale obtinem sistemul algebric liniar
1=y(0)=1+K + K, Ki+Ky=1
—1=9/(0) =  + 2K, + 3K> 2K + 3K, = —3
care se rezolva si rezulta
5
Ko=— = K;=3
2
In final solutia problemei Cauchy este
1 T 2x 3z 1 T 2x 9 3x
y(x) = ¢ + Kpe*” + Kqe™® = ¢ +3e** — ¢
1 5 3.
y(z) = 56” + 3¢ — 563”‘
|
3. Sa se determine solutia problemei Cauchy
y(1) = =7
iv 1" " ’ y'(1)=0
y*(z) = 5y" (x) +12y"(z) — 3y’ (z) + y(z) = =7 , cu y"(1) = 0
Y1) =0

Solutie.
Ordinul este 4, relativ mare. Ecuatia carateristica

A o5X 4+ 1202 304+ 1=0

nu are solutii numere rationale i nici nu pare posibil de rezolvat relativ usor.
Se poate incerca "ghicirea" solutiei, dacd e posibil (si are form& simpli).
Dac4 reugim, atunci conform unei teoreme anterioare aceasta este solutia problemei Cauchy (solutia este unici).
Faptul c& in conditiile initiale derivatele sunt zero in = 1 , poate "sugera" ideea ci solutia este eventual o
functie constantd (sau un polinom de grad mic).

Faptul cd toate derivatele sunt zero doar in punctul z = 1 nu inseamna ca aceste derivate sunt zero si in orice
alt punct.
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Totusi putem incerca si vedem daci ecuatia admite ca solutie o functie constants

y:y(x):K = y/:y//:y///:yivzo
deci inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

Y™ (x) — 5y (x) + 12" (x) = 3y'(z) +y(x) = -7 & 0-0+0—-0+K =7

deci functia constantd y(x) = —7 verificd ecuatia diferentiald si in mod evident verificd si conditiile initiale
y(1) = =7
y'(1) =0
y'(1) =0
Y1) =0

Prin urmare aceasta este solutia problemei Cauchy enuntate.
[ |

Scopul acestui ultim exemplu, este de a remarca unicitatea solutiei unei probleme Cauchy.
3.6 Ecuatii diferentiale liniare de tip Euler

In cele ce urmeaza prezentam un tip special de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti neconstanti.
Definitie. Ecuatiile diferentiale liniare de ordin n de forma

1

an®™ -y ™+ a, 2"y b faga? oy darz-y +ag-y= f(z) (6)

se numesc ecuatii de tip Euler. Aici a, #0 si a1,a2,....,a, € R .

Leonhard Paul Euler (1707 — 1783) matematician gi fizician elevetian si-a petrecut viata in Germania si Rusia.
Cu contributii majore, este considerat unul din marii matematicieni din istorie. Introduce teminologia moderna in
matematicd, in special in analizd matematicd. De exemplu notiunea de "functie", notatia actuald pentru functiile
trigonometrice, simbolurile Z , ™, 4 (numere complexe) e (numdrul lui Euler) Este renumit pentru lucrdri in
mecanicd, dinamica fluidelor, optica, astronomie.

Pentru z > 0, facem schimbarea de variabili = = e’ si de functie 2(t) = y(e') si obtinem o ecuatie diferentiald
liniar& cu coeficienti constanti, care se rezolva conform algoritmului corespunzator.
Pentru x < 0 se procedeaz# analog punand 2z = —e’. Nu determinim solutii definite pe intervale ce contin

punctul 0 .S& facem primele calcule, derivand succesiv (ca functii compuse) obtinem

Z(t)

et

Z(t) = [y(e")) =y (e’ , deci 3y =y/(") =

"1 not it _
e =20 e vene =TI ey = T 57

et

si aga mai departe obtinem derivatele de ordin superior.
Rezolvidm ecuatia diferentiald liniard cu coeficienti constanti cu solutiile z = z(¢) . Apoi revenim la schimbarea
de variabild ¢ = Inx si de functie pentru a obtinem solutia ecuatiei de tip Euler de forma

y = y(z) = =(Inz)

Exemple.

E 1. S4 se rezolve ecuatia diferentiald
2y () — 2y (z) + y(z) = 0

Solutie.
Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogena de tip Euler.
Pentru z > 0 , facem schimbarea de variabild z = €' si de functie z(t) = y(e') si obtinem
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Z(t) = [y(e")) =y (e’ , deci 3y =y/(e") =

W= 2] e e = FOCZEON oy

Inlocuind in ecuatia diferentiald de tip Euler, obtinem o ecuatie diferentiali liniars de ordin 2

@O0 20

& ') =) W) +=2)=0 & 2"(t)—-2({)+=2()=0

+z(t)=0 <

Rezolvam acestd ecuatie diferentiald conform algoritmului descris mai inainte.
Pasul 1.1 Asociem ecuatia caracteristicd

M-22+1=0 XM=X=1
Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzitoare
2(t) =e' si z(t) =te

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniard a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generala" a ecuatiei liniare este

Z(t) = Clzl(t) + CQZg(t) = Clet + Cztet , C,CeR

Solutia ecuatiei de tip Euler se obtine revenind la schimbarea de variabild t =Inz , = =¢!

y(x) =z(lnz) = C1z 4+ Cezlnx ,2>0 , C;,C2€R
[ |

E 2. Sa se rezolve ecuatia diferentiald

a?y’ () = 22y (z) + 2y(2) = o°

Solutie.

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard neomogena de tip Euler.

Pentru z > 0 , facem schimbarea de variabild z = e! si de functie z(t) = y(e?) . Derivatele sunt exact cele deja
calculate la exemplul 1.

Inlocuind in ecuatia diferentiald de tip Euler, obtinem o ecuatie diferential® liniars (neomogend) de ordin 2

(et)QZ"(t)e; zl(t) — 9¢t Z/;tt) + QZ(t) — (et)S o

s 2t) = 2(t) =22 (t) +22(t) =3 & 2(t) =32 (t) +2z2(t) = ¥

Rezolvam acesta ecuatie diferentiald liniara conform algoritmului descris mai inainte.
Pasul I. rezolvam mai intai ecuatia liniard omogena

2"(t) — 32'(t) +22(t) =0
Pasul 1.1 Asociem ecuatia caracteristica

M—3X4+2=0 MN=1, X=2
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Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzitoare

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generala" a ecuatiei liniare omogene este

Z(t) = Clzl(t) + CQZQ(t) = Clet + 02€2t s Cl, CyeR
Pasul II. Folosind metoda variatiei constantelor determinam solutiile ecuatiei neomogene
2" (t) — 32/ (t) + 22(t) = &3

ciutandu-le de forma

2(t) = C1(t)e’ + Co(t)e*
Derivatele acestor functii necunoscute Cy(z) si Ca(x) verificd sistemul liniar (6)
Ci(t)et + Ch(t)e** =0 N Ci(t)et + Ch(t)e*t =0
ChD(el) + Ch(E) () = ¥ Cilt)e! +203(t)e =
Rezolvam acest sistem liniar. De exemplu inmultind prima ecuatie cu —1 , adunénd la a doua ecuatie obtinem

—Ci(t)et — Ch(t)e? =0
C)(t)e! + 204 (t)e?t = e3t

Cht)e? = e = Ch(t) = ¢

inlocuind in prima ecuatie rezultd
Ci(t)et = —ele? = —e*

Integram si obtinem

etdt = et + Ko

Ci(t) = / —efdt = FLe? + K,
Co(t) =/

Solutiile sunt deci de forma

-1
2(t) = C1(t)e' + Ca(t)e* = [76275 + Kilet + [ef + Kale

-1
z(t) = 76& + Kiel + ¥ + Koe?t | Ki,Ky eR

1
2(t) = Kiet + 5e3t + Kqe?* | KK, €R

Solutia ecuatiei de tip Euler se obtine revenind la schimbarea de variabild ¢t =Inz , z = e
A= g3 2= g?
1
y(x) = z(lnzx) = K1z + 5.%'3 + Kyx? , K, Ky€R
[

E 3. S4d se determine solutia problemei Cauchy
2,1 _ — 3 =
27y (x) — 2zy(z) + 2y(z) =2 , cu { y'(1)=0

Solutie.
Rezolvim mai intai ecuatia diferentiald (de tip Euler)

a?y (x) = 2ay() + 2y(z) = 2
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Conform calculelor din exemplul anterior solutiile sunt de forma
1
y(I):Z(lDI):K1$+§I’3+KQI2 , Ki,K;eR
Apoi mai trebui sa verifice gi conditiile initiale. Calculam derivata

3
y'(m):K1+§x2+K2-2x

Determinam solutia problemei Cachy rezolvand sistemul liniar al conditiilor initiale

2:y(1):K1+§+K2 K1+K2—%
0=y ()=Ki+3+Ky 2 Ky +2K, = -3
9
= Ky=-3 = Kl—5

Deci solutia problemei Cachy este

|
3.7 Exemple Rezolvate
E 3.7.1 Si se determine y = y(x) solutia problemei Cauchy
y® (@) +yW (@) + 7" (2) — y(z) = 0
cu conditiile initiale
y2) =0, y@=0 , y@=0 . y¥P@=0, yW@)=0

Solutie.
Ecuatia diferentiala

y (@) +y W (@) + 7y (2) —y(z) =0

este o ecuatie diferentiald liniard de ordin 5 cu coeficienti constanti.

Daca incercam sa aplicim algoritmul corespunzator, obtinem un polinom caracteristic de grad 5,
iar determinarea radéacinilor acestuia poate fi dificila.

Problema Cauchy are solutie unica.

Prin urmare, daci reugim s gisim o solutie - o functie (indiferent prin ce mijloace)

care verificd atat ecuatia diferentiald cat si conditiile initiale, atunci aceea este solutia cautata.

Solutia problemei Cauchy , din conditiile initiale are toate derivatele nule in punctul x = 2.
Aceasta nu inseamna cé solutia este neapérat o functie constanta.

Totugi meritd incercat dacd o functie constantd y(z) = C' pentru orice x , poate fi solutie.
In mod evident, pentru o functie constants, toate derivatele de orice ordin sunt nule,

deci inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

Yy (@) +y D (@) + (@) —yl@) =0 & —C=0
—— N—=— ~——
0 0 0 c
Prin urmare functia constantd y = y(z) = 0 pentru orice = verificd ecuatia diferentiald, si in mod evident si
conditiile initiale.
Deci este solutia problemei Cauchy.
|

E 3.7.2 S4 se determine functia z = x(t) care verificd problema Cauchy
2" (t) — 72" (t) +2'(t) — Tz(t) =0, 2(0) =0, 2"(0) =0, 2"(0) =1

Solutie.



Atagdm ecuatia carateristic
Mot A—7=0 < MM+ -70+1)=0
MN+1D)A=7)=0 = XN +1=0sau A\—7=0
obtinem radéacinile
A=7=0 = M=7, XN4+1=0 = =i, A\3=—i

Asociem 3 solutii liniar independente
zi(t) =e™

z5(t) = Re (¢") = Re(cost + isint) = cost , xa(t)=1Im (") = Im(cost +isint) = sint
Solutiile ecuatie diferentiale sunt de forma
.Cl?(t) = Cl.’ll‘l(t) + CQZCQ(t) + C3.T3(t)

z(t) = Cre™ + Cycost + Cysint

Folosim conditiile initiale.
Mai intai calculdm derivatele

d
2 (t) = T [Cle” + Cycost + Cssin t] = Cy7e" — Cysint + Cscost

2(t) = [2'(t)] = % [C17e™ — Cysint + Czcost] = C17-7e™ — Cycost — Czsint

Obtinem sistemul liniar
0=x(0) = C1e"% + Cycos0 + C3sin 0

0= .’L‘/(O) = 0176’70 — (C58in0 + Czcos0

=2"(0) = C17-7e™0 — Cycos 0 — C3sin 0
Ci+Cy=0 Cy=-C4
7C1+C3=0 = C3=-7C4 = 49C; —1=-C; =
49C; —Cy =1 Cy=49C; — 1

1 1 7
Ci=— Oy —— Oy
YUk P 50 7 *T k0

Solutia problemei Cauchy este

_ Ll 1 [
x(t) = £5¢ 50 cost 20 sint

|
E 3.7.3 Si se determine mérimile scalare x = x(t) si y = y(¢) care verific problema Cauchy
2 (t) — 42’ (t) + 3z(t) = €' , 2(0) =1, 2/(0) =0

Solutie.

Este o ecuatie liniara de ordin 2. Folosim algoritmul corespunzitor.
Pas I Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata

2 (t) — 42’ (t) + 3z(t) = 0

Ecuatia carateristica atasata este
A —4X+3=0
A=(-4)?*-4-3=4

Rad4&cinile sunt
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Asociem doud solutii liniar independente
x1(t) = et si zo(t) = €
Solutiile ecuatiei liniare omogene sunt de forma
z(t) =Cr-21(t) + Co - xa(t) = Cp -3 + Cy - €

Pas IT Folosim metoda variatiei constantelor.

Céautdm solutii pentru ecuatia neomogena " (t) — 4z’ (t) + 3z(t) = €t

de forma
x(t) = Cy(t) - €3 + Co(t) - €
Deivatele functiilor necunoscute C1(t) , C5(t) verificd sistemul liniar
e UL NN - U e R
Ci(1) - () + Cy(1) - (@) = ¢ Cl(1) 36 + O4t) ¢! =
Cy(t) = =Ci(t)- e = C1(t)-3e* + [-C{(t) -] -e' = ¢’
Ci(t)- 23 =et = Cl(t) = %efﬂ
Oy (t)dt = *2tdt:1 =1 g = e g
i 2 2 2 1 '
1 1 , 1
CQ( 7701( ) tzfie Qt' 3t—*§6t = CQ(t):*i

Calculam derivata
d 1 1 d 1 1
:E/(t) = % [(e% + Kl) et + <2t + K2> . et} = — {46t + K - edt — §t el K - et

1 1 1
7' (t) = [—4et+K1-3e3t - §~et — §t-et +K2~et}

1
1=2x(0) = <4e2'0 +Kl) PO <2 : 0+K2> -e?

0=12'(0)= [—ieO+K1-363'0—;~eO—;-O-eO—I—Kg-eO]

_Z+K1+K2:1 o KQZK%_KI
[T+ Ki-3—3+K]=1 Ki-3+3-K =1
1 1 3 3 1\ 5
2K1=—— = K=-> = K="-K="-(-2|=°
1T Ty Ty Ty (2) 4



E 3.7.4 S3i se determine solutia y = y(z) problemei Cauchy
22y (z) — xy'(z) —y(x) =0 , cu conditiile initiale y(1) =0 , y/'(1) =2

Solutie.

Avem o ecuatie de tip Euler.

Conditiile initiale sunt in punctul z = 1 , deci cautam solutii in vecindtatea lui 1 .
Putem presupune deci ca = > 0.

Facem schimbarea de variabild =z =¢' | y(z)=y(e') = 2(t)

Calculam derivatele

4
dt

[y =2(t) & Y=t = yl()=
Apoi derivim incid odats

d 1ot _
%[y(e)}—a

)= -Zt)—2t) =0 & Z'(t)—-22(#)—z2()=0

Aceasta este o ecuatie liniard de ordin 2.
Ecuatia caracteristica este
M —21-1=0

A=(-22*-4-1-(-1)=8

Radacinile sunt
—(=2 —(—2) —
AL = ( )2+\/§:1+‘/§ SPVES ( )2 \/§:1_\/§
Atagdm 2 solutii liniar independente

z1(t) = IV g 4 (t) = e(1-V2)t
Solutiile ecuatiei liniare sunt de forma

2(t) =C1- 21 (t) + Oy - 22(t) = Cre VDt 4 Che1-V2)1
Revenim la schimbarea de variabild z=¢' , t=Inz
si obtinem solutiile ecuatiei diferentiale initiale

y(:z:) _ z(ln:z:) _ Cle(1+\/§) Inz + 026(17\/5) Inz

e(17\/5) Inz __

(V2 Inw _ [elnz}(lJr\/i) [x](u\/i) [elnm](lf\/i) _ m(l,\@)

)

Deci
y(z) = C1aHtV2) 4 Cpp1-V2)

derivata este

_d

y/(x) y [Clx(1+\/§) + CQx(l—\/i) — Cl(l + \/Q)x(1+\/§)_1 + 02(1 _ \/i)cr(l—\/ﬁ)—l
X
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y'(z) = C1(1+V2)aV? + Co(1 — V2)z~ V2
Folosim conditiile initiale y(1) =0 , ¢'(1) =2

0=y(1)=Cy-10+V2 4 ¢, 10-V2)

2=y/(1)=Ci(1+v2) - 1V2 4 Cy(1 - V2) - 17V?

obtinem sistemul

Cl+02:0 o
{01(1+\/§)+02(1_\@>:2 = Cy=-0

1 1

Ci(1+V2) - Ci(1-+V2) =2 O -9V =2 S S

1(+\[) 1( \[) = 1 V2 = | 7 A 5

Solutia problemei Cauchy este
1 1
T (1—&-\/5) (1 \/5)
T) = x - —=T

4 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordin 1

Definitie. Prin sistem liniar de ecuatii diferentiale (de ordinul I) se intelege un sistem liniar (scris in
forma "vectoriald" sau "matriciald" )

X'(t) = A(t) - X(t) + B(1) (*)

unde X (t) = (z1(¢), z2(¢), ...z (t)) , X' (t) = (2} (t), 2(¢), ...}, (1)) , B(t) = (b1(¢), b2(),...b,(t)) , iar A(t) este
matrice patrata n x n ,
matricea ” coeficientilor”, coeficientii fiind elementele matricii a;;(t) , 4,7 =1,n

a11(t) a12(t) aln(t)
A= | 0 e® e
an1(t)  apa(t) ... anpn(t)

cu a;j(t) , 4,7 =1,n sib;(t) functii de clasi C', definite pe un domeniu D C R .
Putem scrie sistemul in si forma

(1) 71 (1) b (1)

7 ( e ) 0] )
7, (t)

sau in mod "explicit"

(t) = an(t) . Z‘1(t) + a,lg(t) . 332(75) + ...+ aln(t) . 33”(75) + b1(t
= )+...+a2n(t)~mn(t)+b2(t

~— —

*)

20 () = an1(t) - 21(t) + ana(t) - 22(t) + ... + ann(t) - 2o () + bp(2)

Prin urmare, derivatele de ordin 1, sunt combinatii liniare ale functiilor.

Prin solutie a sistemului se intelege un sistem de functii (marimi scalare) z1(t), z2(t),...x,(t) de clasd C*,
care verificd sistemul (*).

Problema Cauchy constd in sistemul liniar de ecuatii diferentiale (*) impreund cu conditii initiale :

X'(t) = A(t) - X(t) + B(t) (*)
z1(to) = B
xQ(tO) = ﬁ2 (CI)
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Prin solutie a Problemei Cauchy se intelege un sistem de functii (marimi scalare) x1(t), z2(t), ...z, (t) de
clasd C1, care verificd sistemul (*) si conditiile initiale (CI).

Din punct de vedere fizic, conditiile initiale reprezintd valori misurate ale marimilor scalare x1(t), x2(t), ..., (t)
in to,

la "momentul "to" daci ¢ reprezintd "timpul". ¢y poate fi efectiv un moment "initial" , sau moment "final" in
evolutia unui sistem.

Esential este faptul c& cele n marimi scalare sunt méasurate toate in acelagi moment, sau acelasi punct .

4.1 Sisteme de ecuatii liniare cu coeficienti constanti omogene si neomogene. Metoda variatiei
constantelor

In cele ce urmeaza ne vom limita la a descrie algoritmul de rezolvare a sistemelor liniare cu coeficienti constantsi.
. .. . N . o .. not
Un sistem liniar are ”coeficienti constanti”, daca functiile a;;(t) = a;; sunt constante.

Fie deci un sistem liniar cu coeficienti constant;i.
X'(t)=A - X(@)+B() (*)

Pasul I. Se rezolva sistemul liniar omogen asociat

X'(t) = A- X(¢t)

S& observam ca aceste solutii sunt de fapt de clasd C*° (adicd indefinit derivabile).
Observatie. Multimea solutiilor pentru un sistem liniar omogen, formeazi un spatiu vectorial de dimensiune

Demonstratie.
S& observam ca X () = 0 pentru orice ¢ este solutie.
Altfel spus sistemul de functii nule

verifica sistemul.

Acest fapt este total nerelevant din punct de vedere fizic, deoarece descrie situatia in care marimile scalare
x1(t), x2(t), .25 () sunt constant nule.

Dar functia nula este elementul neutru pentru un spatiu vectorial de functii.

Consideram doud solutii ale sistemului X = X(¢) siY =Y (¢) , deci

X't)=A-X(t) si Y'(@#)=A-Y()
adunand cele doud relatii obtinem
X'O+Y ) =A-Xt)+A-Y(t) & [XO+Y@) =A-[X(1t) +Y(t)

deci suma solutiilor este de asemenea o solutie a sistemului.
Inmultind cu un scalar obtinem

aX'(t) =ad-X(t) & [oX] (t) = A [aX(t)]

deci si aX (t) este de asemenea solutie a sistemului. Deci multimea solutiilor pentru un sistem liniar omogen
este un spatiu vectorial.

Nu prezentdm si demonstratia faptului ci acest spatiu vectorial are dimensiune n.
|

Prin urmare sunt suficienten solutii liniar independente pentru a descrie toate solutiile unui sistem liniar omogen.
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Forma de scriere "vectoriald" este aseméandtoare cu o ecuatie liniard
2 (t)=a-z(t), cu
ale carei solutii se obtin astfel

Z/((f))za = /Z/(%)dt:/adt & hnjz@t)=at+k o zt)=e ¢, c=+xe"

Acest fapt duce la ideea de a cauta solutii pentru sistemul liniar omogen de form& "exponentiald"
X(t)=eMv |, v vector din R

Derivand obtinem

inlocuind in sistemul liniar obtinem
X'(t)=A4-X(t) & AMv=A. (M) & Mw=eM(Av) & = (4-v)

deoarece e £ 0 .

Ultima relatie obtinutd A - v = Av reprezinta in algebra liniara, faptul ca
- v este vector propriu pentru matricea A (dacd v #0)

- A este valoare proprie pentru matricea A

Rescriem acesta relatie in forma

(A—=X)v=0 , I este matricea unitate

Reprezinta un sistem liniar algebric, matricea sistemului este A — AI . Discutia unui astfel de sistem algebric
este cunoscuta.

- sistemul algebric are unica solutie v = 0 daci gi numai daci det (A — AI) #0

- sistemul algebric are solutii nenule v # 0 daca si numai dacd det (A — AI) =0

Prin urmare functii de forma X (¢) = e*v sunt solutii pentru sistemul liniar omogen de ecuatii diferentiale (**)
dacd si numai daca

- A este solutie pentru ecuatia det (A —AI) =0

- v este solutie a sistemului liniar algebric (A — A)v =0

In continuare descriem cum se obtin n solutii liniar independente. ( metoda vectorilor si valorilor proprii ).

Tata principalele etape.

1. Se determina valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0,

det(A — AI) este un polinom de grad n , deci are n rddécini (reale sau complexe).

Polinomul are coeficienti reali, deci rddacinile complexe sunt conjugate doua céate doua.

Fie A1, Ag,...A,, aceste valori proprii (rdd&cini reale sau complexe).

2. Pentru fiecare valoare proprie reald de ordin 1 (simpli) A € R

- se determind o solutie a sistemului algebric (A — A )v =0

adicd un vector propriu v € R™
- se asociaza solutia

X(t) =eMv

3. Pentru fiecare valoare proprie complexi ordin 1 (simpld) A = a + i3 , (8 # 0) si conjugata ei A = o — i3
- se determind o solutie a sistemului algebric (A — A )v =0

adicé un vector propriu complex w € C"
- se asociaza doud solutii

X1(t) = Re(eMw) ,  Xo(t) = Im(eMw)

4. Pentru fiecare valoare proprie reald A\ € R multipld de ordin k , se calculeazd rangul matricii rang(A — A\I)
i) dacd n—rang(A—Al)=k , atunci
- se determind k solutii liniar independente ale sistemului algebric det (A — AI) =0
k vectori proprii liniar independenti vy, va, ...vx € R™ si
- se asociaza k solutii liniar independente corespunzitoare

Xi(t) = My, Xo(t) = eMvy , o, Xp(t) = Moy
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ii) dacd n—rang(A—A) <k , atunci se cautd solutie de forma
X(t) = eMP(t)

unde P(t) este polinom de grad k — 1 cu coeficienti in R™ .
Faptul c& solutia X (t) = eMP(t) verificd sistemul X’(t) = A - X (¢) inseamn#

AMP(t) +MP(t)=eMP(t) & AP+ P(t)=Pt) & (A=1)P@{t)+P'(t)=0

Apoi se identificd coeficientii necunoscuti si se obtine un sistem liniar algebric cu k- n necunoscute reale.
Rangul sistemului este k(n — 1) , deci fie ¢1, ¢a,...,c,  necunoscutele secundare.

Se rezolvd sistemul algebric exprimand necunoscutele principale in functie de cele secundare si

se rescrie solutia X (¢) in forma

X(t) = eMP(t) ch

Functiile X;(¢) obtinute sunt cele k solutii liniar 1ndependente cautate. B
5. Pentru fiecare valoare proprie complexid A = a+if3, (8 # 0) (si conjugata ei A = a—i3) , multiple de ordin k

se calculeazd rangul rang(A — A\I) , apoi
i) dacd n —rang(A — AI) = dim(ker(A — AI) =k , atunci se pot determina k vectori liniari independenti
wy, Wa, ...w € C™ si
se asociaza 2k solutii liniar independente corespunzitoare
X1 (t) = Re(eMwy) , Xo(t) = Re(eMws) , ..., Xp(t) = Re(e o)
Yi(t) = Im(eMwy) , Ya(t) = Im(eMwy) , ..., Yi(t) = Im(eMwy)
ii) dacd dim(ker(A — AI)) <k , atunci se procedeazd exact ca pentru riddcini reale multiple,

adica se cautd solutii de forma
Y (t) = eMP(t)

unde insd P(t) este polinom de grad k — 1 cu coeficieni in C" ,
se identificd coeficientii, se rezolva sistemul liniar algebric rezultat, obtinand & necunoscute secundare complexe,
se rescrie solutia in functie de necunoscutele secundare

k
Y (t) = eMP(t) Z

si in final se obtin 2k solutii liniar independente Re(Y;(t)) , Im(Y;(t)) , i = 1,k
6. In final solutia ”generalda” se scrie ca o combinagie liniard a tuturor solugulor obtinute anterior

t):ch-Xj(t)

Pasul I1. Se aplicd metoda variatiei constantelor pentru a determing solutiile sistemului nemogen (**) initial,
si anume se cautd solutii de forma

care inlocuite in (**) produc sistemul liniar algebric

D) X(0) = B)

cu necunoscute cj(t) , j = 1,n , rescris in forma
by (t)
qm(xﬂ0)+qw(xuﬂ>+M+Q@<XM®): @i
b (t
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se rezolvd sistemul (ca un sistem algebric)
se integreazd functiile ¢/ (t) obtinute

solutia finald se scrie
) => ci(t)- Xt
j=1

Nu mai ramane decat sa mentionam problema Cauchy atasatd unui sistem liniar
X'(t) = A(t)- X(t) + B(t) (*)
Xi(to) = B, Xa(to) = B2, .., Xulto) = Bn  (CI)

pentru care se rezolva sistemul liniar, iar apoi din conditiile initiale (CI) se determini constantele (de integrare)
K, j=1n.
7 )

Exemple.
1. S& se determine functiile x = z(t) , y = y(t) , z = 2(t) care verifici problema Cauchy, definitd de sistemul
liniar
/() z(t) = 2y(t) — 2(t)
y' (1) = y(t) — 2(t) + =(1)
Z(t) = a(t) — 2(1)

si de conditiile initiale z(0) =1 , y(0)=-1 , 2(0)=3
Solutie.

Sistemul de ecuatii diferentiale are coeficienti constanti, aplicim algoritmul descris mai inainte.

Matricea sistemului este
1 -2 -1

Se determind valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0

1-X =2 ~1
det(A—A)=0 < det| -1 1-2X 1 =0 & —A-1D*0+1D)-2-A=1)=2(-1-X)=0
1 0 —1-2X

& —A=DA+D)+A+1=0 & A+D(=A2+22-1+1)=0

valorile proprii sunt Ay =0 , Ay =2 , A3 =-—1

Determinam 3 solutii liniar independente.

Determinam cate un vector propriu corespunzator fieciarei valori proprii,
adicd un vector v = (z,y,2) € R3 care verificd Av =X & (A—X)v=0
Pentru A = 0, determindm solutia sistemului liniar algebric (A —0I)v =0
unde v = (x,y,2) € R® | obtinem sistemul

1 -2 -1 T r—2y—2=0
Av=0 & -1 1 1 y | =0 < —x+y+2z=0
1 0 -1 z r—z=0

adunand primele doud ecuatii obtinem y = 0 , iar din ultima ecuatie =2 = «
Deci vectorii proprii sunt v = (2,y,2) = (a,0,a) = «(1,0,1) , a €R
in particular, pentru « = 1 obtinem un vector propriu v; = (1,0, 1)
se asociazd solutia ( In acest caz o functie care este constantd )
Xy(t) = Moy = e%(1,0,1) = (1,0,1)

Pentru A = 2 , determindm solutia sistemului liniar algebric (A —2Iv =0 |
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unde v = (x,7,2) € R® | obtinem sistemul

-1 -2 -1 x —x—2y—2=0
(A-21)=0 < -1 -1 1 y | =0 & —z—y+2=0
1 0 -3 z z—32=0
adunand primele doud ecuatii obtinem —2z — 3y =0= y = f%z, iar din ultima ecuatie = = 3z = 3«

Deci vectorii propri sunt v = (z,y, z) = (3o, =2, @) = (3,-2,1) , a €R
in particular pentru & =1 obtinem un al doilea vector propriu vy = (3, —2,1) si
se asociaza solutia

Xo(t) = eMuy = e?(3,-2,1)

Pentru A = —1 | determin&m solutia sistemului liniar algebric (A — (—-1))v =0 & (A+1)v=0
unde v = (x,y,2) € R® | obtinem sistemul

2 -2 -1 T 20 —2y—2z=0
A+1)=0 < -1 2 1 y | =0 < —z+2y+2=0
1 0 0 z x=0
din ultima ecuatie x = 0 , iar din prima ecuatie obtinem z = -2y , y =«

Deci vectorii propri sunt v = (z,y, 2) = (0,0, —2a) = @(0,1,-2) , « € R
in particular pentru & = 1 obtinem un al treilea vector propriu vz = (0,1, —2) si
se asociaza solutia

X3(t) = eMvz = e74(0,1,-2)

In final solutia ”generald” se scrie ca o combinatie liniard a tuturor solutiilor obtinute anterior

3
X(t) = ch ‘X)) & X)) =c-(1,0,1) +ea-€*(3,-2,1) +c3-e70,1,-2)
j=1

sau scriind vectorii "pe coloand"

x(t) 1 3e?t 0
Xt)=1| y@t) |=ca| 0 | +c| —2¢* | +c3 et
2(t) 1 e?t —2¢t

Deci solutiile sistemului de ecuatii diferentiale sunt
z(t) = ¢; + 3c2e®® +¢3-0 = ¢ + 3cpe?
y(t) = c1- 0+ ca(—2e*) 4 cze™" = co(—2e") + cze™!
2(t) = c1 + cae® + c3(—2e7")
Acum tinand seama de conditiile initiale obtinem sistemul liniar algebric
1 =2(0) = ¢; + 3cpe?®®
—1 =y(0) = ca(—2e*") + cze°
3=2(0) =c1 + c2e*” + c3(—2e7?)

c] + 362 =1
—202 —+ C3 — —].
c1+c—2c3=3
Din prima ecuatie 2c¢; =1 — 3¢y , din a doua ecuatie c3 = —1 4+ 2¢o
inlocuim in ultima eciatie 1—3co+co —2(—142¢2) =3
obtinemca =0 , cg=1 , c3=—1

Solutia problemei Cauchy este



2. S4 se determine functiile © = x(t) , y = y(¢) , care verificd sistemul liniar de ecuatii diferentiale

Solutie.
Pasul I Rezolvam mai intai sistemul liniar omogen asociat

Matricea sistemului este

Se determing valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0

-1

det(A—A)=0 & det(llA !

_ 2 _ _
)\>_O ) 1+1=0

Deci valorile proprii sunt Ay =0, A\a =0 , sau A\ =0 este radacind dublad
In acest caz rang(A —0I)) =rangA=1<2 , unde 2 este ordinul radéacinii.
Deci se cauté solutie de forma

X(t) = " P(t) = (a,b)t + (c,d) = (at,bt) + (c,d) = (at + ¢, bt + d)
unde P(t) este polinom de grad = 2 — 1 cu coeficienti in R? .

Inlocuind in sistem obtinem

X'(1) = AX() < P'(l)= AP() < (a,b)=<} _1)(%;)
< (a,0) =(at+c—bt —d,at +c— bt —d)

Rezulta sistemul liniar algebric

at+c—bt—d=a - (a=bt+c—d=a
at+c—bt—d=5b (a=bt+c—d=0

Identificim coeficientii si obtinem alt sistem liniar algebric

a—b=0
c—d=a
a—b=0
c—d=05b

Rezultdi a=b=a, c—d=a, decisolutilesunt a=b=a,c=06,d=0—-«a,
iar solutiile pentru sistemul de ecuatii diferentiale

X(t) = P(t) = (a,b)t + (¢,d) = (a, )t + (8,8 —a) =« [(1, 1)t + (0, —1)] +5 [(1, 1)}

——

Deci asociem doua solutii
X1(6) =1, Dt+(0,-1)=(t,t=1) , Xa(t)=(1,1)
Solutia generala a sistemului omogen se scrie ca o combinatie liniard

X@t)=a1 X (t)+ X)) =1 [(L, D)t + (0, —1)] + e2(1,1)
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Pasul IT Folosim metoda variatiei constantelor, ciutadm solutii de forma
X(t) = c1(t) - Xa(t) + e2(t) - Xa(2)
care inlocuite in sistemul neomogen produc sistemul liniar algebric

ci(t) - Xa(t) + cy(t) - Xa(t) = B(t) = (t°,1)

Integram gi obtinem

2
co(t) = /(2t2 —t3)dt = §t3 — —t*+ K,
Solutiile sistemului liniar de ecuatii diferentiale sunt

1, 1 2., 1
X(t) = [35’ -5t Kl} X (t) + [3t3 -t K2:| - X (t)

(3 ) =se e em] (5 )+ o= ere (1)

separand z(t) si y(t) obtinem

sau

L1 25 1,4
z(t) = L’)t 2t +K1t]+[3t 4t + Ko

1 1 2 1
H=0-1|=t3-2*+K s R LR ¢
WO =-1) |38 - Je s E |+ 20 T R
]

3. Sa se determine solutia problemei Cauchy

cu conditiile initiale x(0) =3 , y(0) = —4

Solutie.
Matricea sistemului este

1 -1
=2 5)
Se determing valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — A) =0

1—A -1

det(A— M) =0 < det( 9 1

):0 & Mo142=0< AM+1=0

Radécinile sunt complexe Ay =i, Ao = —1
Se determind un vector propriu complex w € C? |, w=u+iv, u,v € R? | w = (a+ ib,c + id)

B 1—i -1 atib\
(A-Aw=0 & ( 2 —1—i><c+z’d>_0
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Obtinem un sistem liniar algebric

{ (1—1d)(a+ib) — (c+id) =0 { a+b—c+i(-a+b—d)=0
2(a+1b) + (=1 —1)(c+1id) =0 20 —c+d+i(2b—c—d) =

a+b—c=0
—a+b—d=0
2a —c+d=0
2b—c—d=0

Rangul sistemului este 2 , folosim doar ultimele doud ecuatii
c—d=2a
c+d=2b
le adundm gi obtinem c=a+b , d=b—a,deci w=(a+ib,a+b+i(b—a))=(a,a+b)+i(bb—a)
Pentrua=1 gib=1 obtinem w = (1,2)+i(1,0) = u + v
si se asociaza doua solutii
X1(t) = Re(eMw) = Re (" (u + iv)) = Re[(cost + isint)(u + iv)] = cost - u —sint - v

X5(t) = Im(eMw) = Im (e (u + iv)) = Im [(cost + isint)(u + iv)] = cost - v +sint - u

. 1 ) 1 cost —sint
Xl(t)—cost.u—smt.v—cost(2)—smt<0)—( 2 cost )

. 1 . 1 cost + sint
Xg(t)—cost-v—i—smt-u—cost(0>+s1nt<2)—( 9 sin t )

Solutia generala a sistemului de ecuatii diferentiale este o combinatie liniara

X(t) = Cle(t) —+ CQXQ(t)

z(t) . cost —sint Lo cost + sint
yt) )~ 7 2cost 2 2sint

separand z(t) si y(¢) obtinem

sau

x(t) = ¢1 (cost — sint) + co(cost + sint)
y(t) = c12cost + ca2sint

Folosind conditiile initiale obtinem sistemul liniar algebric

3 =2(0) = ¢; (cos 0 — sin 0) + c2(cos 0 4 sin 0)
—4 =9y(0) = ¢12c080 + c22sin0

{CI+62:3 = c¢1=—-2 = c=95H

261 =—4

Iar solutia problemei Cauchy este

x(t) = =2 (cost — sint) + 5(cost + sint) = 3cost + 7Tsint

y(t) = —2-2cost+5-2sint = —4cost + 10sint
[
exemplu
Sa se determine solutia problemei Cauchy
z'(t) =2z(t) + y(t
it it B URERURE
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Solutie.
Scriem matricea sistemului liniar

N —
N——

calculam valorile proprii

@uA—Anzda(QIA 21A>:42—M2—1:V—4A+3:0

radédcinile sunt reale A =1 si A =3 si de ordinul 1.
Determinam vectorii proprii corespunzatori

Pentru A =1
2—1 1 a 0
(A-1-Ihv=0 < ( 1 21)(1)):(0)

a+b=0 N
atb=0 - ¢

obtinem sistemul liniar

deci vectorii proprii sunt de forma v = (a,—a) , alegem vectorul v; = (1,-1)
Procedam analog si pentru A = 3

(A-3-Nv=0 ¢ (213 2i3><2>::<8>

{a+b—0 = b—ua
(

obtinem sistemul liniar

a—b=

deci vectorii proprii sunt de forma v = (a,a) , alegem vectorul vy = (1,—1)
se asociazd solutiile (liniar independente) scrise vectorial

X1(t) = €t’l}1 y Xg(t) = €3t1}2
solutia sistemul este o combinatie liniara

X(t) = Cle(t) + CQXQ(t) = Cletvl + CQGBt’Ug

(3 )=ew (4 ) re (1)

x(t) = Cret + Cpe®
y(t) = —Cret + Cye?!

sau scris explicit

sSau

constantele C1,Cy se determind din conditiile initiale 2(0) = 2, y(0) = 2

1=2(0) = C1e’ + Cre®? = C) + Oy
2= y(O) = —0160 + 0263'0 =-C1+Cs

deci
Ci1+Cy=1
—C1+Cy=2
care duce la Cy =3/2 g¢i C; =-1/2
deci solutia problemei Cauchy este
1 3
= et 2 Gt
z(?) 2 et 22
1
y(t) = §et + §€3f
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4.2 Metoda reducerii la o ecuatie liniara de ordin superior

Observatie.
Orice sistem de ecuatii diferentiale liniare (de ordin 1) cu coeficienti constanti,
se poate "reduce" la o ecuatie liniard de ordin superior cu coeficienti constanti.

Exemplu. Sa rezolvim problema Cauchy anterioara

Din prima ecuatie y(t) = x(¢ ) 2'(t) , inlocuind in a doua ecuatie obtinem
[e(t) — ' (8)] = 22(t) — [(t) — 2/ (1)]
() —2"(t) =z(t)+2'(t) & 2"(t)+z(t)=0

Care se poate rezolva conform algoritmului corespunzitor.
Polinomul caracteristic este A2 +1 =0, ridscinile sunt A\ =14, Ay = —i ,
deci se asociaza doud solutii liniar independente

z1(t) = Re(e) = cost , wo(t) = Im(e) = sint

iar solutia generald este x(t) = kj cost + ko sint

rezultd si solutia pentru y(t) = x(t)—a'(t) = ky cost+ke sint—(—ky sint+ks cost) = (k1 —ka) cost+ (k1 +k2) sint

Acum folosim conditiile initiale

3=2(0) = k1 cos0+ kogsin0
—4 =y(0) = (k1 — k2) cos0 + (k1 + k2)sin0

k1:3, —4=3—-ky = k=7

Deci solutia problemei Cauchy este

x(t) = k1 cost+ kosint = 3cost + Tsint
y(t) = (k1 — k2) cost + (k1 + ko) sint = —4 cost + 10sint

Am obtinut deci exact aceeasi solutie ca in exemplul 3.
|

4.3 Exemple Rezolvate

3. S& se determine mérimile scalare x = x(t) si y = y(¢) care verificd problema Cauchy

2! (t) = 3x(t) + 2y(t) B -
{ y(t) =x(t) +2y(t) z(0)=1,y(0)=1
Solutie.
Pas 1
Se determing valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0

3 2 3—-A 2
A:(l 2) , det(A-A)=0 < det< 1 2)\>:0

B-XN2-)N)—-2=0 & MN-B5A+6-2=0 < MN-51+4=0
A=(-5%-4-4=9

Valorile proprii sunt

Alzf(f5)+\/§:5+3:4 7 Alz—(—5)—\/§:5f3:1




Determindm 3 solutii liniar independente.

Determinam cate un vector propriu corespunzator fiecirei valori proprii,

adicd un vector v = (z,y) € R? care verificd Av =X < (A—X)v=0

Pentru A = 4, determin&m solutia sistemului liniar algebric (A —4I)v =0 , obtinem sistemul

. 3—-4 2 T\ —x+2y=0 _
(A-4lv=0 & ( 1 24)<y)—0<:> { v 2 =0 = =2

Deci vectorii proprii sunt de forma v = (z,y) = (2y,y)
in particular, pentru y = 1 obtinem un vector propriu v; = (2,1)
se asociaza solutia corespunzitoare

X1 (t) = eMU1 = 64t(2, 1)

Pentru A = 1, determindm solutia sistemului liniar algebric (A —1-I)v =0 , obtinem sistemul

- 3—-1 2 T\ 2r+2y=0 _
(A-1-THv=0 & < 1 2—1)(3/)0@{ T4y =0 = T=-y

Deci vectorii proprii sunt de forma v = (z,y) = (—-y,y)
in particular, pentru y = 1 obtinem un vector propriu vy = (—1,1)
se asociaza solutia corespunzitoare

Xo(t) = eMuy = et (—1,1)

In final solutia ”generald” se scrie ca o combinatie liniard a tuturor solutiilor obtinute anterior

Xt =) Ci-X;(t) & X(t)=Cr-e*(2,1)+Cy-e'(-1,1)

j=1
sau scriind vectorii "pe coloand"
x(t 2et —et
X(t) = ( ygt; ) :Cl( et >+Cz( et )

Deci solutiile sistemului de ecuatii diferentiale sunt

Acum tinand seama de conditiile initiale z(0) =1, y(0) =1
obtinem sistemul liniar algebric

1=2(0)=Cy-2e*" —Cy - €°

1 :y(O) :Cl '64'04-02'60
201 —Cy =1 1
{ Cll+022:1 = (Cy=-C; = 201-0Cy=2C1+C1 =1 = 01:§ , Cy=
Solutia problemei Cauchy este
2 1
x(t) = §e4t + get
1 1
y(t) = §e4t §et
|
5. Si se determine mirimile scalare = z(t) si y = y(¢) care verificd problema Cauchy
2/ (t) = 3a(t) + 2y(t) + €
{ Y (t) = z(t) + 2y(t) + et z(0) » y(0)
Solutie.
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Este un sistem liniar neomogen.
Matricial se scrie

Pas I
Se rezolva sistemul liniar omogen asociat.

{ ' (t) = 3x(t) + 2y(t)
y'(t) = =(t) + 2y(t)

Obsevam ca este exact sistemul rezolvat deja la problema 3.
Preluam solutiile deja obtinute.

x(t) = Cy - 2e* — Cy - €
y(t) = Cl . €4t + CQ . et

Pas II
Folosim metoda variatiei constantelor.
Cautam solutii ale sistemului liniar neomogen de forma

z(t) = Cy(t) - 2e* — Co(t) - €'
y(t) = Ci(t) - ' + Co(t) - €

Care inlocuite in sistemul neomogen duc la sistemul algebric,
cu Ci(t) , Cy(t) ca necunoscute

stz )-(4)

Ci(t) - 2e¥ — Ch(t) - et =€t
Ci(t) - et + Ch(t) - el = et

<+

adunand cele doud ecuatii obtinem

Ci(t)-3e" =e +e' = Cit)=2 (e +1)

1
3

Cht) el =e" —Ci(t)- e = Cit)=e"—Ci(t)- ¥ =¥ — = (e +1) - ¢&*

3
2
Cé(t) = §€3t -

W =

Calculdm antiderivatele (integrim)

1 1 1
Cy(t) = /C;(t)dt = /5 (e +1)dt = —§e_3t +3t+ K

2., 1 2., 1
Cg(t)_/cg(t)dt_/(ge“g) dtzge"tgerQ

Solutia sistemului neomogen este

1 1 2 1
x(t) = (—96_3t + §t + K1> - 2ett — <9€3t — §t + K2> et

1 1 2 1
y(t) = (—96_3t + §t + Kl) et (geSt - §t + K2> e

Folosim conditiile initiale 2(0) =1, y(0) = 2
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obtinem sistemul liniar algebric

1 1 2 1
1=2(0) = (—6_3'0 + = ~0+K1> - 2e*0 — <e3'0 — ~0—|—K2> - el

9 3 9 3
1 1 2 1
2=y(0) = <963'0+ 3 ~0+K1) ety <963'0 -3 .0+K2> -ef
2 2
—— 42K — - —-Ky=1
9+ 179 2
1 2
—— 4+ K1 +-+Ky=2
9+ 1+9+ 2
adunand cele doua ecuatii obtinem
3 10 1 10 2 7
——4+3K1=3 = K=— = ——+H+—+4+-+4Ky=2 = Ky=-—
g M T g9 Tt 2T

Solutia problemei Cauchy ( sistemul liniar neomogen cu conditiile initiale) este

1 1 10 2 1 7
LU(t) = <—9€_3t + gt + 9> . 2€4t - (9€3t - gt-f- 9) . et

1 —3t 1 10 4t 2 3t 1 7 t
t)=-= St =) - St — - )
y(t) < 3¢ +3 + 9> e + o€ 3 + )€
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