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PREFATA

Materialul de fatd se doreste a fi o introducere in studiul
ecuatiilor diferentiale si al aplicatiilor lor. Lucrarea se adreseaza in
primul rand studentilor facultatilor tehnice, precum si tuturor celor ce
doresc sa foloseascd notiuni fundamentale privind teoria ecuatiilor
diferentiale in aplicatii practice.

Scopul lucrérii este prezentarea clard si precisd a notiunilor
si rezultatelor de bazd privind rezolvarea analitici a unor tipuri
importante de ecuatii diferentiale ordinare, descrierea si
exemplificarea principalelor metode de rezolvare a problemelor,
precum si folosirea acestora pentru modelarea matematica a unor
probleme practice.

Lucrarea are un pronuntat caracter metodic. Materialul
prezentat este organizat in 7 capitole care acopera cunostintele
aferente temei ,,Ecuatii diferentiale ordinare”, tema predatd si
seminarizatda la disciplina fundamentalda Matematici Speciale,
prevazutd la unele facultiti tehnice in noul plan de invatamant, in
semestrul II, anul I. Din aceasta perspectiva lucrarea este un eficient
suport pentru pregatirea seminariilor, temelor de casa si examenelor.

Consideratii generale asupra ecuatiilor diferentiale ordinare
sunt prezentate in Capitolul 1. Principalele tipuri de ecuatii
diferentiale de ordinul I sunt analizate in Capitolul 2, iar rezolvarea
ecuatiilor de ordin superior reprezintd subiectul Capitolului 4.
Legatura dintre acestea si sistemele de ecuatii de ordinul I este
analizatd in Capitolul 5, unde sunt prezentate si metodele de
rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare de ordinul I cu coeficienti
constanti.Capitolul 6 aratd in ce masura calculul operational poate fi
folosit pentru rezolvarea (analiticd) mai simpld a unor categorii
speciale de ecuatii diferentiale, cum sunt ecuatiile si sistemele de
ecuatii liniare cu coeficienti constanti, ce stau la baza studiului
sistemelor dinamice.

O atentie deosebitd este acordatd interpretdrii notiunilor
introduse §i prezentdrii unor situatii in care ele sunt folosite.



Capitolul 3 si Capitolul 7 sunt dedicate exclusiv prezentarii unor
aplicatii importante ale ecuatiilor diferentiale ordinare, care
reprezintd un element extrem de important in Intelegerea unor
fenomene foarte variate (ce apar in fizicd, mecanicd, inginerie
electricd, ecologie, etc.). Descrierea suprafetei de echilibru a unui
lichid in rotatie, variatia presiunii atmosferice in raport cu
altitudinea, studiul ecuatiilor de miscare a corpurilor, a unor
fenomene legate de circuitele electrice (descarcarea unui condensator
intr-o rezistentd, incarcarea unui condensator printr-o rezistentd in
prezenta unei surse de curent continuu, calculul perioadei unui
circuit oscilant), descrierea propagarii caldurii intr-o bara, sunt doar
cteva dintre aplicatiile analizate. Aceste aplicatii au fost alese din
perspectiva pregatirii studentilor cdrora materialul li se adreseaza cu
precadere.

Materialul este conceput intr-o maniera accesibild si
sistematica, 1n asa fel incat sd poata Insoti primii pasi In descoperirea
fascinantei lumi a ecuatiilor diferentiale. Demosntratiile teoremelor
sunt reduse la strictul necesar unei prezentari riguroase, fara incarce
discursul matematic.

Speram ca folosirea acestui material sd fie doar inceputul
studiului in domeniul inepuizabil al ecuatiilor diferentiale si sa
trezeasca interesul pentru matematicile aplicate, imbinare de
rigurozitate, ingeniozitate §i pragmatism.

Multumim tuturor celor care, prin sugestii si completari, au
contribuit la realizarea acestei lucrari, in special referentilor pentru
observatiile si aprecierile ficute cu ocazia analizei manuscrisului.



CAPITOLUL 1

Consideratii generale

1.1 Introducere

Studiul ecuatiilor diferentiale formeaza obiectul unui capitol
foarte important al matematicii, atat datoritd rezultatelor teoretice
deosebit de interesante cat i pentru ca ele au nenumarate aplicatii in
cele mai diverse domenii.

Ceea ce deosebeste o ecuatie diferentiala de o ecuatie algebrica
este faptul ca necunoscuta nu este un numar ci o functie care satisface
o anumia egalitate i care trebuie determinata.

Multe fenomene sunt descrise cu ajutorul ecuatiilor
diferentiale obtinute prin metoda cunoscutd sub numele de “metoda
diferentialelor”. Aceasta consta in Tnlocuirea unor relatii ce apar Intre
cresterile infinit de mici ale unor cantitati care variaza in timp prin
relatii Intre diferentialele (derivatele) lor.

Spre exemplu viteza instantanee v(to) de deplasare a unui

mobil care la momentul ¢ a parcurs distanta s(t) este

s(6)-s(t) _

v(to) =lim—————==gs (to). La randul sau acceleratia corpului la
=1y t— tO
momentul 7, este a(t,)= 1imM =v'(1y)=5"(t,) . In relatiile

t—t, t— tO

ce descriu miscarea viteza se va considera v(t)zs’(t) si

a(t) = v'(t) = s"(t) .

Exemplu : Miscarea unui corp sub actiunea greutatii sale si
intimpinind o rezistentd a aerului proportionald cu viteza sa
(acest caz corespunde vitezelor mici) poate fi descrisa cu ajutorul
unei ecuatii diferentiale.
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Se noteaza v(t) viteza instantanee a corpului la momentul de
timp ¢>0. Rezistenta aerului va fi R(t) = kv(t) . Legea fundamentala
a mecanicii (F =ma ) conduce la relatia mg — kv(t) = mv’(t)
care reprezintd o ecuatie diferentiala cu necunoscuta v = v(t) . Pentru a

determina viteza instantanee a corpului trebuie rezolvata aceasta
ecuatie.

Probleme fundamentale in teoria ecuatiilor (in general) sunt
determinarea solutiilor lor sau aproximarea acestor solutii daca
determinarea analiticd nu este posibila.

Teoria ecuatiilor diferentiale are mai multe ramuri:

- teoria cantitativa se ocupa de rezolvarea analitica a ecuatiilor. Sunt
precizate tipurile de ecuatii ale caror solutii se pot obtine analitic si
tehnicile de rezolvare a lor.

- teoria calitativa ncearca sa deduca proprietatile solutiilor, chiar
daca expresia lor analitica nu poate fi cunoscuta

- aplicarea metodelelor numerice pentru aproximarea solutiilor

Scopul acestui capitol este prezentarea celor mai importante
elemente ale teoriei cantitative a ecuatiilor diferentiale.

1.2 Notiuni fundamentale

Definitia 1. Se numeste ecuatie diferentiald cu variabila
independenta x, si functia necunoscutd y = y(x) o egalitate de forma

F(x,y(x),y'(x),...,y(")(x)):0 (1)
unde F:Dc R"™ — R este o functie datd, continud pe domeniul siu
(n)

Daca ecuatia (1) este scrisa sub forma

yi) = f(x,y(x), y'(x),...,y("’l)(x)) (17)

se spune cd are forma explicita.

de definitie, iar y', y", '’ sunt derivatele lui y.
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Ecuatia diferentiald are ordinul “n” dacd derivata de ordin

(n)

maxim care apare in ecuatie este y' .
Exemple:
1) x>+ yz(x)=0 nu este ecuatie diferentiald, pentru ca derivatele

[T3%1)

functiei necunoscute “y” nu apar in ecuatie, dar x” + ( y”(x))2 =0 este

G,

o ecuatie diferentiald de ordinul 2 cu functia necunoscutd “y” si
variabila independenta “x .
2)ymv'(t)+ kv(t)—mg =0 este o ecuatie diferentiald de ordinul I cu

[{3R L)

necunoscuta “v” si variabila independentad “#’. Ea descrie miscarea
unui corp sub actiunea greutdtii sale si intampindnd o rezistentd a
aerului proportionala cu viteza sa (functia necunoscutd, v, este viteza
corpului).

3) q'(t)z—q—t) este o ecuatie diferentiald de ordinul I cu
C-R ’ i

e 9

necunoscuta “g” si variabila independenta “#’. Ea descrie procesul de
descarcare al unui condensator de capacitate C 1intr-o rezistenta R

I P

(functia necunoscuta “q” reprezinta sarcina electrica).

"e_

4) x-Inx—y+3y"=Txy +5x>y"'=0 reprezintd o ecuatie diferentiald
de ordinul 3 cu necunoscuta “y” si variabila independenta ‘x”.

5) (x +y+ l)dx + (x - y2 + 3) dy=0 reprezintd o ecuatie diferentiald
de ordinul I pentru ca apar notatiile « dx » §i « dy » asociate formal cu
derivatele de ordinul I. Necunoscuta problemei trebuie precizata : daca
folosim notatia y'=dv/dx atunci ecuatia se scrie sub forma
(x+y+D+ (x i+ 3)y'= 0 si necunoscuta ecuatiei este y, dar daca
vom considera cd@  x'=dx/dy ecuatia se scrie sub forma

(x+y+ 1)x‘+(x -yi+ 3)= 0 sinecunoscuta ecuatiei este « x ».

Definitia 2 Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale (1) pe
intervalul / c R orice functie ¢:/ — R, derivabila de »n ori pe /7,
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care verificd ecuatia, adicd pentru orice xe/are loc egalitatea
F(%.6(x).0'(x),.-.6" (x)) =0.

Exista trei tipuri de solutii:

Solutia generala a ecuatiei (1) este solutia care depinde de x
si de n constante arbitrare C,,C,,...,C, (exact atatea cat este
ordinul ecuatiei), adicd este de forma y=¢(x, Cl,Cz,...,Cn).

Aceasta este forma explicitd a solutiei pentru ca se precizeaza
modul 1n care functia necunoscutd ydepinde de variabila

independentd x

Uneori solutia generald este prezentatd in formad implicita
(integrala generald a ecuatiei), adicd Q(x,y,C,,....C,)=0.

JERERTA S

Solutia generala se poate obtine si sub formad parametrica :
x= f(t,Cl,...,Cn), y= g(t,Cl,...,Cn)

Orice solutie care se obtine din solutia generald pentru anumite
valori particulare ale constantelor se numeste solutie
particulara.

Solutiile ecuatiei care nu se pot obtine prin acest procedeu din
solutia generald se numesc solutii singulare.

In probleme practice, alaturi de ecuatia diferentiald trebuie

considerate si conditii initiale

J’(xo):J’O»y'(xo)=y1v-~-vy(nil)(x0)=yn—1 2

Ecuatia (1) impreund cu conditiile initiale (2) formeazda o

problema Cauchy.

Solutia unei probleme Cauchy (1)+(2) se obtine impunand

conditiile initiale (2) solutiei generale a ecuatiei (1).

Exemple

1. y'=3x" este o ecuatie diferentiald de ordinul I. cu necunoscuta y.
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Solutia sa generald este y:R— R, y(x)zx3 +C deoarece
verifica ecuatia. Ea depinde de o singurd constanta. y(x):x3 +1,
y(x)=x —/2 sunt solutii particulare ale ecuatiei pentru cd au fost

obtinute din solutia generald pentru C =1, respectiv C = —J2 . Existd
o infinitate de solutii particulare ale ecuatiei.

2. y'=41-y* este o ecuatie diferentiala de ordinul I. cu necunoscuta
v si variabila independenta x.

Functia y: [C —%, C+ %} — R, y(x)=sin(x—C)reprezintd solutia
generala a ecuatiei.
T
"2
(obtinuta din solutia generald pentru C =0).

Functia y: { } — R, y(x)=sinx este solutic particulara

Functia y: [0,71'] —>R, y(x) = sin(x —%j =—cosx este solutie

. o . ~ g . ~ T
particulara (obtinuta din solutia generald pentru C = E).

Alte solutii particulare se pot obtine in acelasi mod, pentru fiecare
domeniul de definitie fiind altul.

Ecuatia admite solutiile singulare y,:R—R, y, (x) =1 s

y,:R>R, y,(x)=-1.
3 y(5) _ 2y(4) " y(3) _ 2y(2)
Solutia sa generala este

y:R—>R, y(x)=C +Cx+Cye** +C,cosx+Cssinx.

=0 este o ecuatie diferentiald de ordinul 5.

y(x) =X, y(x) =3—sinx sunt exemple de solutii particulare.
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v —4y" +5y"—4y'+4=0
y(0)=5, y’(0)=2, y"(0)=3, y"'(0)=24

are solutia y(x)=2xe”* +5cosx. Aceastd solutie se obtine din soluia

4. Problema Cauchy {

enerald a ecuatiei diferentiale, anume
g ! !
y(x)=Ce** + Cyxe™ + Cycosx+C, sinx determinand constantele din

y(0)=C +Cy=5
y'(0)=2C,+C,+C, =2
y"(0)=4C, +4C,-C, =3
y"(0)=8C, +12C, -C, =24

sistemul

Solutia sistemului este C, =0,C,=2,C;=5,C, =0 deci solutia

problemei Cauchy este y(x) =2xe™ +5cosx

5. Solutia generald a ecuatiei y-Iny + (x —In y)- y'=0, satisface relatia
2-x-Iny=In*y+C.

Aceasta este forma implicita a solutiei.

In adevdr, ©prin derivarea relatiei  anterioare = obtinem

2-1ny+ﬁ-y'=2'lny-l-y' , de unde rezultd
y y

y-Iny+(x—Iny)-y'=0 adica faptul ca functia y satisface ecuatia
diferentiald si deci este solutia sa generala (deoarece depinde de
o constantd). Determinarea formei sale explicite este mai dificila.
6. Solutia generald a ecuatiei (4x +3y+3y° )+ (2xy+x)y'=0
satisface relatia
xx’yr+x’y=C.

Derivand relatia anterioard obtinem
4x° +3x7y* + 2X° ' +3x%y +x7y'=0

adica x°- [(4x +3y+3)° )+ (ny + x)y'] =0ceea ce aratd ca functia y



15

satisface ecuatia (variabila independentd x trebuie sa si ia valori nenule
deci primul factor al produsului poate fi considerat nenul).

O problema importantd in teoria ecuatiilor diferentiale este
determinarea solutiei generale a unei ecuatii diferentiale date. Acest
lucru este posibil numai pentru un numar restrans de ecuatii. Unele
din aceste cazuri sunt prezentate in paragrafele ce urmeaza.

1.3 Exercitii propuse

1. Sa se precizeze daci functia y = y(x) este solutie a ecuatiei

diferentiale (sau a problemei Cauchy) in urmiitoarele cazuri.
Pentru fiecare solutie s se precizeze domeniul siu de definitie.

a). y> +xy—x"y'=0 y(x)z—x/(C+lnx)

b). y'+2xy=2xe_x2 y(x)=(x+C)e™

). y'—y=xy’ () 1/(1 x+C-e” )
y'-3y+2y=0

d). x)=e" +e**
{y(0)=2, »'(0)=3 )=

e). y'-5y'6y=28-¢" y(x)=C,-e* +C,-e™ +4x

. {(2x+1)2 3—4(2x +1)y'+8y =0 )= (2x s 1)-(2x+2)

y()=12, y'(1)=14
2. Si se arate ci solutia generali a ecuatiei
(x —yr 4 3)y'+x +y+1=0, scrisa sub forma implicita este

2 3

x Y
—+x+3-y+x-y——=C.
2 yrErTy

3. Sa se arate ca solutia problemei Cauchy x+y-y'=0, y(0)=1

satisface relatia x> + y* =1. Si se precizeze forma parametrici a
solutiei.
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4. Solutia generali a ecuatiei y'=+/1— )’ este
y:[C-7/2,C+7/2]—> R, y(x)=sin(x-C).

S4 se scrie solutia problemei Cauchy y'= \/1—72 ,
y(37/4)=1/42

Rezolvare: Din sin(37/4-C)=1/ V2 rezultd C=7/2 deci solutia
este v:[0,7] > R, y(x) = sin(x - 7T/2) =—COSX
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CAPITOLUL 2
Ecuatii diferentiale de ordinul I

Ecuatiile diferentiale de ordinul I au forma
F(x,y,y')zO.
Cel mai adesea ele sunt scrise in forma explicitd y'= f (x, y). Solutia

lor generald depinde de o singura constanta.
Nu orice ecuatie diferentiala de ordinul I poate fi rezolvata analitic.

Din punctul de vedere al rezolvarii analitice existd doud

categorii importante de ecuatii :

- ecuatii fundamentale (ecuatiile cu variabile separabile,
ecuatiile liniare, ecuatii cu diferentiale totale)

- ecuatii reductibile la ecuatii fundamentale (ecuatii omogene
si reductibile la ecuatii omogene, ecuatii care admit factor integrant,
ecuatii de tip Bernoulli, de tip Riccati, de tip Lagrange, de tip Clairaut
etc)

Este foarte importantd cunoasterea algoritmului de rezolvare a

ecuatiilor fundamentale precum si a metodelor de reducere a
celorlalte ecuatii la ecuatii fundamentale.

2.1 Ecuatii cu variabile separabile
Forma generald a ecuatiei este

y'=f(x)-g(y) 3)
unde f,g sunt functii reale date, continue pe domeniul lor de definitie.
Solutiile ecuatiei g( y) =0 sunt solutii, de obicei singulare, ale ecuatiei.
Daca g( y);tO rezolvarea constd in separarea variabilelor urmatd de

integrare.
Metoda de rezolvare:

- se rezolva ecuatia g( y) =0 cusolutiile y;,y,,..., ¥,
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- se scriu solutiile singulare ale ecuatiei

y(x)=y, y(x)=yy, oy(x) =y .
Domeniul lor de definitie este domeniul de definitie al functiei f.

- se scrie ecuatia sub forma % =f (x) (ceea ce este posibil pentru
g\
g(y);t 0) si se obtine integrala generald a ecuatiei:

J.i = J- f (x)dx + C, adica forma implicita a solutiei.
g(»)
- din integrala generald se calculeazi (daca este posibil) y si se
obtine forma explicita a solutiei.
Observatie : Solutia particulard a ecuatiei (3) care indeplineste
y

ds ¢
conditia initiald y(x,)=y, este datd de |——==| f(z)dr. Ea se
( 0) 0 y_[ g( S) ;[ ( )

poate obtine din solutia explicitd impunand conditia initiald.
O forma particulard a ecuatiei cu variabile separabile este y'= f (x)

Solutia generald a acestei ecuatii este y(x)= j £ (x)dx

Exemple : Sa se rezolve

1. y'=x* +sinx

x3

Solutia generala este y(x)= j(xz +sin x)dx = meosx+ C
x

'

x2+1

Solutia generald este y(x)= J‘ dx = %ln(x2 + 1) +C

x2+1
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In acest caz f'(x) _1 si g(y)=y, deci ecuatia g(y)=0are solutia
X

y=0 si functia y, :R—{0} >R, y, (x) =0este solutie singulard a

ecuatiei.
. . ’ | .
Daca y#0 ecuatia devine RN si integrala ei generald este
y X
d 1
[F=]-—ax .
v x
N 1 notatie 1 1
Rezultd In|y|=In|—|+C, = In|-|{+InC=InC|—|, unde C>0este o
x x X

PR « C . y
constanta arbitrara. Rezulta y=+—, C > 0. In acest caz solutia generala
X

se scrie sub forma y:R—{O}—)R,y(x)zg, C#0.
x

Inlocuind C=0 1in solutia generald se obtine solutia singulard y..

Aceasta nu este insd o solutie particulard deoarece valoarea C =0 nu
este acceptabila in cadrul solutiei generale.

2.2 Ecuatii liniare
Forma generald a ecuatiei liniare este

y'=P(x)-y+0(x) (4
unde P,Q:[ — R sunt functii date, continue pe domeniul de definitie.
Aceasta ecuatie se rezolva prin metoda variatiei constantei.

Metoda de rezolvare (metoda variatiei constantei)
- se rezolvd ecuatia omogena y'=P(x)-y care este o ecuatie cu

variabile separabile si se obtine solutia ~ nenula

X
J. P poratie

y=C-e* = C-f(x)
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- se considerd constanta C ca fiind functie de x, adicd se scrie
y(¥)=C(x)- /(%)

- se calculeazd y'(x)=C'(x)f(x)+C(x)f'(x) si se introduce in
ecuatia (4) ; termenii care contin pe C (x) se reduc §i se obtine o
ecuatie mai simpla de forma C'(x) = g(x).

- se rezolvd ecuatia C'(x)=g(x) si se obtine solutia
C(x)zjg(x)dx+K

- se introduce expresia lui C(x) in y(x)zC(x)f(x) si se obtine
forma explicita a solutiei ecuatiei (4).

Observatie : Forma explicitd a solutiei ecuatiei (4) , pentru x,
fixat, este
x i_[P(t)dt IP(t)dt
y(x)= K—i—I O(s)e™ s |-e®
Xo
Aceastd expresie se obtine folosind algoritmul anterior dar e dificil de

memorat §i de aceea se recomanda folosirea algoritmului pentru
rezolvarea fiecarei ecuatii.

y'=y-ctgx+2x-sinx
y(ﬂ/2)=a

Functia ctgx nu este definita in punctele nz, n € N . Din cauza conditiei

Exemplu : S3 se rezolve problema Cauchy {

initiale se va cauta solutia generald a ecuatiei pe intervalul (0.7[) .

. . d
Ecuatia omogena y'=y-ctgx are integrala generald J—y = I C?S Y
y sinx

Rezultd In|y|=In|sinx|+C, =In(C|sinx|) care da solutia

y(x)=Csinx
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Se aplica variatia constantei, adica se considera y(x) =C (x) sinx.

Introducéand y'(x) =C '(x)sinx +C (x)cosx in ecuatia neomogena

obtinem
N . _cosx . 3 -
C'(x)sinx +C(x)cosx =C(x)sinx———+2xsinx . Termenii continand
sinx
factorul C(x)se reduc si se obtine ecuatia C'(x)=2x cu solutia
C(x) =x*+K.

Introducand aceasta expresie in forma lui y(x) obtinem solutia generala
a ecuatiei, anume y:(0,7r) — R, y(x) =(x2 +K)sinx unde K € R este

o constantd arbitrara.
2
Din conditia y(7/2)=a rezultd [% +K jsin (%) =a, adicd

2
K=a- % . Deci solutia problemei Cauchy este

2
y:(0,7) >R, y(x)z[x2 +a—%jsinx.

2.3 Ecuatii cu diferentiali totala

Forma generald a ecuatiei este
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 ®)]
unde P,Qsunt functii date, de clasd C*> pe domeniul Dc R* si

satisfac rela‘giaé—P(x, y)= a—Q(x, y) pentru orice (x,y)e D .
Oy Ox

Rezolvarea ecuatiei se bazeaza pe faptul ca existd functii de forma
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U(xr) = [ Plosro)de+ [ 0w

astfel incat dU, , = P(x,y)dx+Q(x,y)dy . Spunem in acest caz cd
ecuatia are diferentiala totald. Ea se scrie sub forma dU|, ,) =0, deci

solutia ecuatiei (5) va fi datd in forma implicita de relatia U (x, y) =C.
Metoda de rezolvare
se identificd in ecuatie P(x,y)si O(x,y) si se verifica egalitatea
%(x,y)=%(x,y)
se determina functia U
se scrie solutia ecuatiei sub forma implicitd U(x, y)=C . Daci este
posibil, din aceasta egalitate se afld y in functie de x si se obtine
forma explicita a solutiei.
Exemplu : Sa se determine solutia generala a ecuatiei

(x+y+1)dx+(x—y2 +3)dy=0.

Inacestcaz P(x,y)=x+y+1si O(x,y)=x-»"+3 s
o0

oP
5()@)})_&()6:);)_1
X ¥ X y
U(x.y)= [ P(e.0)dr + [ O(x.o)dr = (e + V)t + [ (x — 1> + 3 )t =
0 0 0 0
2 3
= x?+x+xy X

Solutia generala a ecuatiei este datd sub forma implicita de relatia
2 3
X
—+x+3y+xy—y—=C.
2 3
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Aceasta ecuatie nu poate fi rezolvatd analitic 1n raport cu necunoscuta
v, deci nu se poate preciza forma explicitd a solutiei.

2.4 Ecuatii reductibile la ecuatii fundamentale
Tehnica generala de rezolvare a acestui tip de ecuatii este urmatoarea :
- se reduce ecuatia la o ecuatie fundamentala
- se rezolva ecuatia fundamentala
- se scrie solutia ecuatiei initiale folosind solutia celei fundamentale

2.4.1 Ecuatii omogene
Forma generald a unei ecuatii omogene este y'= f ( y/ x)

r(x)

Prin schimbarea de variabila z(x)z
X

se obtine o ecuatie cu

variabile separabile.
Exemple: S& se determine solutia generald a ecuatiei

xy'=y=qxt+y

2
Pentru x#0 ecuatia se scrie y'=l+ 1+(1J . Cu schimbarea de
X X

variabild  z(x)= , adicd y(x)=x-z(x), ecuatia devine
X
z(x)+xz'(x)=z(x)+1+2*(x), care este o ecuatie cu variabile
separabile, anume z'= l\/ 1+z* . Integrala generald a ecuatiei este
x

jizjldx, adicd ln(z+\/l+zz)=ln|x|+Cl=1n(C|x|).
V1+22 X
C*x* -1
Rezultd z++1+2z> =Cx , adici z(x)=————. Solutia generali a
2C | x|
ecuatiei este
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C*x* -1

:R—{0 R, =
y:R-{0} >R, y(x)=x 2CTA]

2.4.2 Ecuatii reductibile la ecuatii omogene sau cu variabile
separabile

ax+by+c

Ecuatiile avand forma generald y'= f| ——
a'x+b'y+c'

j pot fi reduse la

ecuatii omogene sau cu variabile separabile astfel :
- daca ala'#b/b' se rezolva sistemul de

3 {ax +by+c=0
ecuati

variabile x=u+x,, y=v+y,

care are solutia (x,,y,). Prin schimbarea de
a'x+b'y+c'=0

se obtine o ecuatie omogend cu variabila independentd u si functia
necunoscutd v.

- dacaa/a'=b/b"' se foloseste substitutia z=ax+by si ecuatia se
transforma intr-o ecuatie cu variabile separabile.

Exemple: 1. (2x+3y—1)—(x—y—3)y'=0

. . 2x+3y -1
Ecuatia se scrie sub forma y'= x_yS deoarece y =x—3 nu este
X—y-—
. C 2x+3y—-1=0 ) o [x=2
solutie a ecuatiei. Sistemul are solutia unica .
x—y-1=0 y=-1

o =u+2 . . . N

Se face substitutia { si se obtine ecuatia omogena

y=v-

. ~ A~ 14 -~
(2u + 3v) + (v - u)v' =0 cu functia necunoscuta v . Notdnd z =—, adica
u

v =zu ecuatia se reduce la ecuatia cu variabile separabile
1 22 42z42

z'= 1. Integrala generald a acestei ecuatii este
u -z
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1- 1 . .
J. 2—Z dz = I—du . Calculéand cele doua integrale obtinem
z"+2z+2 u

ln(z2 +2z+ 2)

5 —2arctg(z+1)=lnu+C.

Tinand cont ¢ z =~ =2 +; se obtine solutia generala sub forma
u x-
implicita
-1
In(y+1) +2(x—2)(y+1)+2(x—2)2)—4arctg%:o.

Forma explicita a solutiei nu se poate determina.

2. (4x+6y+4)-3(6x+9y-2)y'=0
Ecuatia se scrie sub forma y'= _Axtoy+d .Deoarece
3(6x+9y—2)
izizﬁzi se va folosi substitutia 2x+3y=z.Din y= 2o
a'" 18 b' 27
rezultd y'=ﬂ.Ecua‘gia devine = —2 = 2214 adicd z'= 8z .
3 9z-6 3z-2

Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile care se poate scrie sub

~ : . 31
Integrala generald a acestei ecuatii conduce la relatia gz - Zln z=x+C.
Tinand cont de expresia lui z se obtine solutia generala a ecuatiei
initiale, solutie scrisa sub forma implicita :
3(2x+3y)~In(2x+3y)" ~8x=C.
Nici 1n acest caz nu se poate preciza forma explicita a solutiei.
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2.4.3 Ecuatii ce admit factor integrant

Au forma generala P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 cu Z—P # Z—Q dar pentru
Y Ox

care existd functia y = y(x, y) # 0, numitd factor integrant, astfel incat

SuP)= 2 (k).

Dacéd factorul integrant ,u(x, y) poate fi determinat, atunci ecuatia
u(x,y)P(x,y)dx+ u(x,y)0(x,y)=0 este o ecuatie cu diferentiala
totald, echivalenta cu cea initiala.

Nu toate ecuatiile au factor integrant, existd doar citeva cazuri
importante dintre care mentionam:

- daca oP/oy-dQ1ox depinde doar de x atunci existd factor integrant

ce depinde doar de x si  u=p(x) satisface ecuatia
. oPloy—00 ox
=y OB Y =00/ Ox 43.1)
0
w depinde doar de y atunci atunci exista factor

integrant ce depinde doar de y si p=p(y) satisface ec.
#GQ/Gx—aP/ﬁy
P

Pentru rezolvarea ecuatiilor cu factor integrant se parcurg urmatoarele
etape :

- se determina factorul integrant rezolvand ecuatiile diferentiale (4.3.1)

sau (4.3.2)

- se scrie ecuatia cu diferentiale totale corespunzatoare

- se rezolva ecuatia cu diferentiale totale (cu necunoscuta y = y(x)) si se

- daca

(43.2)

obtine astfel solutia ecuatiei initiale.
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Exemplu : (4x+3y+3y2)dx+(2xy+x)dy=0 .
In acest caz P()c,y)=4x+3y+3y2 si Q(x,y)=2xy+x .

Rezulta ca or =6y+3 si %—Q =2y+1. Ecuatia nu are diferentiala totala
X

o _29
deoarece 6_P¢@ Totusiuzg depinde numai de x, deci se
oy Ox 0 X

poate alege un factor integrant de forma u= y(x). El va satisface
ecuatia u'=u-— care este o ecuatie cu variabile separabile cu solutia
X

#(x)=x". Din inmultirea cu x* a ecuatiei initiale se obtine ecuatia cu
diferentiala totala
4x’ +3x*y* +3x°y)dx +(2x°y +x° )dy =0,

Y y y 'y
X y

- Functia U(x,y) = '[4t3dt + I(2x2t +x° )dt =x*+x7yT+xy.
0 0

Solutia ecuatiei, scrisa sub formda implicitd va fi deci

x* +x*y* +x’y = C. Ea este si solutia ecuatiei initiale.

2.4.4 Ecuatii de tip Bernoulli

Forma generald este y'=P(x)-y+Q(x)-y“, unde aecR, a=0,
a#1 si P,Q:1— R sunt functii date, continue pe /.

Pentru a >0 ecuatia are solutia singulard y:/ - R, y(x) =0.

-

Prin schimbarea de functie z=y “ se obtine o ecuatie liniard. Daca

solutia ecuatiei liniare este z, atunci solutia ecuatiei initiale este

_Za—l
y_g .
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4
Exemplu : y’=—y+x\/; .
X
1-1/2 _

In acest caz @ =1/2. Se foloseste substitutia z=y y"?. Rezulti

y=z'si y'=2-z-2".
. . ' 4 2 Y- 3 ' 4
Ecuatia devine 2-z-z'=—z" +xz, adica z| 2z'-—z—x |=0.
X X
Din solutia z =0 rezulta solutia singulara y=0.

L 2 x . 1
Ecuatia liniard z'==z+> are solutia z(x):(zlnx+Kj-x2 care
x

2
conduce la y(x) =(%lnx+Kj xt

2.4.5. Ecuatii de tip Ricatti

Forma generala este y’+P(x)‘ o+ Q(x) Y+ R(x) =0

Aceste ecuatii se pot rezolva numai dacd se cunoaste macar o solutie
particulara a lor :

- dacd se cunoaste o solutie y,(x), prin transformarea y =y, +1/zse

obtine o ecuatie liniard §i neomogena ;

- dacd se cunosc doud solutii y,si y,, prin schimbare de variabild

|
Y=>W

- daca se cunosc trei solutii y,,y,,y; atunci solutia se obtine direct din

z se obtine o ecuatie liniard i omogena ;

relatia
Y= :J/3_y1 —-C.
Y=V Vs=»
~ . ' 2 xz 2x
Exemplu : 83 se rezolve ecuatia y'+——y " ———y—-———=0
x -1 x =1 x° =1

a) stiind ci admite solutia y, = —x ;
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b) stiind cd admite solutiile y, (x) =—x"si y, (x) =—1/x ;
c) stiind cd admite trei solutii y (x)=—x*, y,(x)=-1/x si

V3 (x) =x+1.
a) Dacd se cunoaste numai solutia y, se face schimbarea de variabila

1 : 1
y=——x* adicd y'= -—z'-2x.
z z
Se obtine ecuatia
1 1LY 1
(x3 —1)[——22'— 2xj+ (——xzj —x’ (——xzj —2x=0 din care, dupa
z z z
« 3 1
efectuarea calculelor rezultd ecuatia liniard z'+ " z-— " =0 cu
X = X =
2
solutia z = k3+ Y Rezultd y= Ll .
x -1 x+k
N . .. o y+x° -
b) Daca se cunosc doud solutii se face substitutia z = adica
y+1/x
-y _ ’ (z'—3x2)x(l—z)—(z—x3)(1—z—xz')

y=—"F" §1 y =
x(1-2) ¥ (1-z)
Introducéand aceste expresii n ecuatia diferentiald obtinem (dupa calcule)

2
cC—X

Ce z . N
ecuatia liniard z'=— care are solutia z=cx. Rezultd y= .

X I—cx
Observam ca solutia obtinutd coincide cu cea de la a) dacid consideram
c=-1/k.

c) daca se cunosc y,,»,,);, solutia generald se obtine direct din

2
- - K
YN BTNk de unde rezultd y =

Y=Y2 Vi=I kx—1"

formula
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2.4.6. Ecuatii de tip Lagrange
Forma generald este y =x-A(y')+B(y'), unde A(y')#y'
Se deriveaza ecuatia §i se noteazd y'=p .

Se obtine o ecuatie liniard cu functia necunoscutd x si variabila
independenta p .

Aceasta ecuatie are solutia de forma

xzx( p) iar solutia generald a ecuatiei Lagrange se di in forma
parametrica xzx(p)
v=x(p)4(p)+B(p)

Exemplu : Si se rezolve ecuatia y =x- (y')2 -y
Prin derivarea ecuatiei se obtine y’=(y')2+2xy’ y"-y". Se
noteazi y'= psi se ajunge la ecuatia p—p’> =(2px—1)p' in care p
este functie de x. Dacd se considerd x ca functie de p (se inverseaza
aplicatia p) si se tine cont de faptul cd x'=1/p' (din formula de
derivare a  functiei  inverse) se obtine ecuatia liniard
2x 1
p-1 p(p-1)
Rezulta x=(C+ln p)/ ( p—l) si solutia ecuatiei este data
parametric prin x=(C+Inp)/(p-1), y=p*(C+lnp)/(p-1)-p.
Pentru p=0 si p=1 se obtin doud solutii singulare: y=K si
y=x+L.

Inlocuind aceste functii in ecuatia initiald se obtine K =0, respectiv
L =-1. Deci solutiile particulare vor fi y=0 si y=x—1.

x'+ =0 pentru p(p—l)iO.

2.4.7. Ecuatii de tip Clairaut
Ecuatiile de tip Clairaut au forma generald y =xy'+ B ( y') .
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Notand y'=p ecuatia devine y=xp+ B(p). Prin derivarea sa se
obtine ecuatia p"(x+ B'(p))=0.

Daci p'(x)=0 se obtine solutia (generald) y(x)= Cx+ B(C)

Din egalitatea x+ B’( p) =0 se obtine solutia singulara
{x =-B ’( p)

y=-B'(p)p+B(p)

Exemplu : y =xy'- (y')2

Solutia generald este y=Cx—C> si o solutie particulard este

scrisd sub forma parametrica.

x=2p
datd parametric de { 5"
y=xp-p
: x x* X
Solutia singulara scrisa sub forma explicita este y=x- PRVEEY

2.5 Exercitii propuse

Sa se rezolve urmitoarele ecuatii diferentiale sau probleme Cauchy:

Ly'-ylx=0 R: y=Cx+x’
2.y'-2y/x=x R:y=x'/6+C/x’
3.xp'+y—e =0, y(a)zb R: y=ex/x—(ab—e“)/x

l-x
»(0)=0

: y'— yz—l—x=0 R:y:\/ I+ x (x\/l—x2+arcsinx)

4(1-x)
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5.y'cos” x + y =tgx, y(0)=0 R
6.xy'~y =y’ R
7.(x—y)y—x2y'=0 R:
8.(1—x2)y’+xy=ax R
9.xy'=2y=x/2 R
10. y'—2xy = x° R
1l.xy'-y=Inx R:
12 R

(3).62 + 6xy2)dx + (6x2y +4y° )dy =0

13. (x+y)dx+(x+2y)dy=0 R:
14. xp'=y, y(1)=0 R:

15. xp'=y, y(1)=1 R:

: y=x/cosx, xe€[0,7/2)

1 y=Cx/A1-C?
y=1/(1n|x|+C)
:y=a+C\/ﬁ
:y=)c3/2—i-K)c2
ty=(x’-1)/2+Ce
y=—Inx—-1/2x)+Cx

X 43T+ =C

x*+2xy+2y° =C

y=0
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CAPITOLUL 3
Aplicatii ale ecuatiilor diferentiale de ordinul I

3.1 Suprafata de echilibru a unui lichid in rotatie (integrare
directa)

Problema: Un tub vertical cilindric cu raza r se roteste rapid in
jurul axei sale cu viteza unghiulara constanta . Sa se determine
ecuatia intersectiei suprafetei de rotatie a lichidului cu un plan care
contine axa tubului.

Variabila independenta, x, indicé distanta unui punct fata de axa de
rotatie (axa tubului). Functia necunoscuta, y= y(x), unde
y:[-r,r]— R reprezinta Inédltimea lichidului in punctele aflate la

distanta x de axa cilindrului si descrie intersectia suprafetei de rotatie a
lichidului cu un plan ce contine axa tubului.

A

v

Figura 1 Suprafata de echilibru a unui lichid in rotatie

Sub actiunea fortei de inertie lichidul se ridica spre peretii tubului.
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Asupra punctului de masa m situate la distanta x de axa actioneaza doua
forte: greutatea G= —mg ; si forta centrifuga Fe=ma*x-i.
Deoarece viteza de rotatie e constantd suprafata lichidului e stabila si
forta rezultanta F este perpendiculard pe planul tangent la suprafata
lichidului, adica unghiurile o si # sunt egale. Rezultd ca tga =1gf
adica

2
() @
y(x)=—x
g
Ceea ce reprezinta ecuatie diferentiala ce descrie curba de rotatie.

2 2
Prin integrare directa se obtine y(x)= ja)—xdx =9 yic.
g 2g
Deci curba de rotatie este o parabola.
Constanta C se determina folosind faptul ca volumul lichidului este
constant. Daca Tnainte de inceperea rotatiei inaltimea lichidului era 4
atunci conservarea volumului se scrie astfel

r 2.5
ﬂ-r2-h:ﬁjyz(x)dx:ﬁ(r-C2+§kr3-C+k5r ]
0

o’ sy .
unde & = 2— , ceea ce reprezintd o ecuatie cu necunoscuta C.
g

3.2. Evolutia unei populatii (variabile separabile)

a. Evolutia unei populati intr-un mediu cu resurse nelimitate
Problemi: Si se descrie evolutia unei populatii a cirei crestere in
fiecare moment este proportionald cu valoarea sa in acel moment.
Variabila independentd este timpul ¢ iar functia necunoscutd este
y:[0,40) - R Ea caracterizeaza mdrimea populatiei ( y(t) reprezintd
numadrul de indivizi, densitatea unei culturi bacteriene etc la momentu
de timp ?).

In timpul A¢ populatia se modifica cu Ay=k- y(t)- At . Variatia sa
instantanee este Ay/At deci se poate scrie
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() = 1im & _

V()= Jim === k- ()
ceea ce reprezintd ecuatia diferentiala ce descrie evolutia populatiei. Ea
este o ecuatie cu variabile separabile.
Solutia singulard y, :[0,40) >R, y, (t)= 0 care nu convine
problemei deoarece 1n aceasta situatie populatia nu exista.
Solutia generald a ecuatiei este y(t) =C-e".
Aceasta este faimoasa lege a lui Malthus care a prevaut cd populatia
Terrei va creste exponential in timp ce resursele sale cresc in progresie

geometrica, deci ele vor deveni insuficiente pentru toti oamenii si
razboaiele sunt necesare pentru reglementarea echilibrului.

Problema Dacé populatia unei tiri s-a dublat in 50 de ani, peste cat
timp se va tripla, daca viteza de crestere este proportionald cu
méirimea sa?
Tinand cont ci y(r)=Ce sicid y(50)=2y(0) rezults Ce™ =2C, deci
p-ln2

50
Triplarea populatiei inseamna y(t): 3 y(O) ceea ce conduce la ¢ =3,
adic =103 2303 44

k In2

Deci populatia se va tripla dupa 79 de ani.

Problemi: Intr-o colonie de microbi care se inmultesc cu o vitezi
proportionald cu numaérul lor se constati ci num:irul de microbi s-
a dublat in 5 ore. Ce se va intimpla dupa 10 ore?

Din legea de evolutie y(r)=C-e" si conditia y(5)=2y(0) rezulta

kzlnTZ. Atunci y(10)= Ce*™* =4C arati ci numarul de microbi a

crescut de 4 ori in 10 ore.



36

b. Evolutia unei populatii intr-un mediu cu resurse limitate
Problemi: Sa se descrie evolutia unei populatii intr-un mediu cu
resurse limitate in care populatia maximid ce poate trdi are
mirimea L, daci mirimea ei initiali este F,
Folosind notatiile din problema anterioara obtinem problema Cauchy

{VG)=kW0(L—y@»

W0)=#A,

Ecuatia diferentiald, numitd si ecuatia logisticd, arata ca o populatie va
creste (adica y'(t) > 0) doar daca ea nu a atins nivelul maxim permis de
mediu. Dacd mérimea ei este mai mare decat acest nivel ea va trebui sa
scada pana la limita acceptabila.
Ecuatia are variabile separabile.
Solutile singulare y,y,,:[0,00) >R, y (l) =0, respectiv ysz(t) =L
descriu situatia In care populatia nu existd (adicd F, =0), respective
siuatia cand populatia initiala este la nivelul maxim admis de mediu,
adica B, =L siramane la acest nivel.

»'(¢)

Scrisa sub forma ——+~——~s =k ecuatia poate fi integratd si conduce
O R0)

L-y(r)

deci y(t)=L

la ln(ﬂj =Lkt +C, adica LLt))z Ce™™ . Solutia gnerald este

Lk
Ce"™

1+ Ce™
conditia initiala.

. Determinarea constantei C se face folosind

rezultd C = il

Din y(O) =P = lL% deci solutia problemei este
+

0
(t)_ L‘})O'eth
y L_E)+])06th

Din expresia analitica a solutiei se observa ca lim y(t)zL, deci
t—0

populatia tinde sa atinga valoarea maxima admisa.
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3.3. Variatia presiunii atmosferice in raport cu altitudinea (ecuatie
cu variabile separabile)

Problemi: Si se determine presiunea atmosferici p = p(h) a unei
mase volumice de aer p la temperature 7 in raport de iniltimea /
masurati de la nivelul mérii, daca presiunea la nivelul mérii este
P(O) =Po-

Variabila independent este altitudinea 4 iar functia necunoscuta este
presiunea atmosfericd p = p(h).

Ecuatia fundamentala a hidrostaticii, scrisd pentru acest caz, este
p+pg=0.

Daca vom considera aerul la un gaz perfect obtinem relatia
p-v=n-R-T , unde n este numarul de moli de aer ce ocupd volumul

" ‘o« m_ m- M-
v, R este o constantd. Rezulti ca p=—= LY - P
v n-RT RT
masa molard a aerului. In acest caz ecuatia ce descrie presiunea aerului

devine p'+ AI;[ 7‘? p =0. Problema Cauchy atasata este

, unde M este

P+ p)=0
P(O): Po

Cazul I Daca temperatura este constantd, ecuatia se scrie p'=—kp,

unde k = M-g .

R-T
In acest caz ecuatia are variabile separabile. Solutia singulara p(h) =0
nu convine problemei si din solutia generald p(h)z C-e* deducem,
impunand conditia initiald cd solutia problemei Cauchy este
p(h)z Po-e ™. Rezultd deci ci presiunea scade exponential in raport
cu altitudinea.
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Cazul II: Daca temperatura nu este constanta dar aerul respectd legea
1y
transformadrilor adiabatice p-v' =K , cu y#1 dat, atunci v= (—]
P
, din relatia pv=n-R-T se obtine

1y Uy -1y
R-T= ﬁv = £[£J = K—p si problema Cauchy devine

n n\p n
. notatie
p'(h)=—%p”y(h) = —k-p'""(n)
p(O)= Py
Integrand ecuatia p 7 (h)- p'(h)=—k, obtinem
r
p 7 ()= (1 —lJ(— kh+C), adici p(h)= [(1 —lJ(— feoh + c)}y1 .
/4 4

Din conditia initiala rezultd C = Ll p0(7 7 deci
y—

v
- -1
P(h): |:(po(7_l)/y - 7/7 1 klhﬂy

ceea ce aratd cd presiunea scade atunci cand creste altitudinea si

_r Po(y_l)/y

altitudinea maxima la care existd atmosferd este /4, —W
7/ f—

care se obtine din relatia p(hmax ) =0.

3.4. Caderea libera (cu variabile separabile)

Problema: Si se determine viteza unui corp in miscare verticala
sub actiunea greut:tii sale si a rezistentei aerului, daca viteza de
pornire este v,.
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Variabila independenta este timpul si functia necunoscuti este viteza
v=y(r). Conditia initiala este v(0)= v, . Rezistenta aerului este R=R(%)
si acceleratia corpului este a(r)=1'(¢).
Legea fundamentald a dinamicii se scrie sub forma m - g — R(t)=mv'
Cazul I: Daca rezistenta aerului este proportionald cu viteza corpului,
adicd R(r)=kw(z), ecuatia devine mg —kv(t)=mv'(¢). Notand
k, =m/k obtinem problema Cauchy
V()= g~ k(0)

{V(O) =%
Ecuatia diferentiala, cu variabile separabile, are solutia singulard
v(t) = g/k,. Pentru determinarea solutiei generale se scrie ecuatia sub

O ()

deci ———=t+C, adica
8- klv(t) '[ 8- klv(t)

—kiln(g—klv(t))=t+C . De aici rezultd v(t)zkﬁ(l—Clefk‘[). Din
1 1

forma

conditia initiald v, =§(l - Cl) rezultd C, =1- kv )
k

1 g
In aceastd situatie viteza creste odatd cu trecerea timpului si tinde sa
atinga valoarea maxima posibild, v, =g/k; .
Cazul II Dacé rezistenta aerului este proportionald cu pétratul vitezei
(ceea ca se intdmpla cand vitezele de miscare sunt mari) atunci

R(t)=kv*(¢) si problema Cauchy devine
{v'z g(l —a’v? (t))
v(O) =,
unde a® =k/m. Ecuatia diferentiald cu variabile separabile are solutia
singulard v(t)=1/a” care este o functie constanti si corespunde

cazului cand v, =1/a”.
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. y DV ()
Solutia generald, obtinuta prin integrarea ecuatiei 227 =8, cste
I-a’v (t)
data de cgalitatea Lln L‘W(t) =gt+C. Rezulta
20 \1- av(t)

eZa<»(g-t+C) -1
v(t)z—z—. Valoarea lui C se determind din conditiile
a-(gt+C) 5
ae +1

initiale.

Din analiza expresiei lui v se poate deduce ca viteza creste pe masura
ce timpul trece si tinde sd atingda valoarea maxima admisa

Vi =1/ =Am/k .

3.5. Descircarea unui condensator intr-o resistenta (liniara)
Fenomenul este important pentru ca apare in circuitele folosite la
transmisiunile radio, de televiziune, la radare etc.
Problema : Se considera un circuit electric format dintr-un
condensator cu capacitatea C si o rezistentd R. Se cere intensitatea

curentului, i(7) si diferenta de potential v(¢) la bornele
condensatorului in functie de momentul ¢ la care se face
masurarea daca sarcina initiala este Q.

Rezolvare : Consideram functiile 7,g,v:[0,+00) — R cate indica

intensitatea, sarcina electrica si diferenta de potential la bornele
condensatorului in functie de timpul ¢.

Intre ele exista relatia q(t) = Cv(t) .
Intensitatea curentului electric la descarcare este i (t) =—q '(t) si
. . . N % .
la bornele rezistentei ea satisface relatia i = z (legea lui Ohm).

Relatiile anterioare aratd ca acest circuit este caracterizat de problema
Cauchy
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7(0)=-20

t
C-R (CR)
q(0)=0

in care g = q(t) este functia necunoscutd iar C si R sunt constante

date in problema.

Ecuatia diferentiala poate fi considerata ca o ecuatie cu variabile
separabile sau ca o ecuatie liniard si omogena de ordinul I. Solutia
problemei Cauchy este

q(t) = Qe_a .

Intensitatea curentului (la descarcare) este

_t ~t
i(1)=—'(t) =2 e = [P jar v(1)= R-i(1)= L X
CR C
Momentul incepénd de la care descércarea este practic terminata

=T

: I . o .
se considerd a fi 7 pentru care i (T) =ﬁ. Se obtine e® =m adica

7=2-C-R-In10=4,6-C-R

3.6. Incarcarea unui condensator printr-o rezistenta in prezenta
unei surse de curent continuu (liniara)

Problema : Se considera un circuit alcatuit dintr-un
condensator cu capacitatea C, o rezistentd R si o sursa de curent
continuu avénd forta electromotoare constanta £ . Se cere sa se
determine intensitatea curentului si diferenta de potential la
bornele condensatorului in functie de momentul la care se face
masurarea.
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Rezolvare : Se considera functiile i,q,v:[0,40) — R care reprezinta

intensitatea curentului, sarcina condensatorului si diferenta de potential
la bornele acestuia 1n functie de timp.
(1)

La incarcarea condensatorului i(¢)=gq'(¢) iar v(¢)= qC

E—v(t)

Legea lui Kirchoff aratd ca i(r) = , deci problema Cauchy ce

caracterizeazd circuitul este

q(1)
R-q'(t)+—=
q'(1)+=
q(0)=0
Solutia generald a ecuatiei (liniard si neomogena de ordinul I) este
t

q(t)=CE + Ke ® iar solutia problemei Cauchy este

q(t):C~E-{l—eCZRJ.

=F

o q(t) =1 .. o E -
Rezultd imediat v(t)szE l—e R |sii(t)=¢q (t):Ee CR

Momentul in care condensatorul este practic incarcat este cel la care

100
rezultd 7=C-R-In100~4,6-C-R

diferenta de potential este v(7)= 2 £ Din %E =E (1 - e_CRJ

3.7. Transformarea energiei electrice in caldura (liniara)
Problema: Si se descrie modificarea temperaturii unui corp in
raport cu mediul ambiant atunci cand pentru incalzire se foloseste
energia electrica.
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Variabila independenta este timpul ¢ (mdsurat in secunde) iar functia
necunoscuta este temperatura corpului 8 = H(t) presupusa aceeasi in
toate punctele corpului.

Se considera W puterea electrica masuratd in wati, m masa corpului
masuratd in grame, ¢ caldura masica (cantitatea de caldura necesara
pentru a ridica temperatura unui gram de material cu un grad), S
suprafata de racire, « coeficientul de imprastiere (cantitatea de cadura
impristiati de 1cm? intr-o secundi pentru ridicarea temperaturii cu un
grad)

Pentru obtinerea ecuatiei se foloseste principiul conservarii energiei,
considerand ca in durata de timp Az energia electrica este utilizata
pentru a ridica temperatura corpului (cu masa m grame) cu Aé in timp
ce o parte din calduraeste imprastiata:

Relatia WAL m-c-A@+a-S-0-At conduce la ecuatia diferentiala

4.18
a-S w )
0'+ -0 = . Se noteazi B=Z S si
m-c 4.18 -m -c m-c
D =—— si ecuatia devine
4.18-m-c

Este o ecuatie liniara de ordinul I, dar poate fi socotitd si ecuatie cu
variabile separabile. Ecuatia omogena 8'(t)+ B-6(¢)=0 are solutia

generala G(t) =C-e ¥ . Aplicand metoda variatiei constantei

consideram 6(¢)=C(t)-e™™ si ecuatia devine C'(t)=D-e” . Rezulta
D . y -
C(t)= EeB’ + K . Rezultd cd solutia generala a ecuatiei este

w ~Br

00)=D/B+K-e"——V k.o
418-a-S
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Daca temperatura initiala g, este precizata atunci
K =6 i i 1
= Uy = 7~ . In aceasta situatie temperatura corpului
4.18 -a - S P P
w

vafi 0(r) (1—e )+ e ™.

C4.18-a-S

Temperatura maximd a corpului va fi 6, =lim Q(t):—,
t=>o0 4.18-a-S

indiferent de temperatura de pornire .

Daca nu se foloseste electricitatea pentru incélzire atunci W=0 si

temperatura corpului este 8(¢)=6,e ™ . Ea descreste exponential la 0.

3.8. Formula fundamentali a curentului alternativ (liniara)

Problema : Se considera un circuit in care actioneaza o forta
electromotoare datorata unei variatii de flux si continind o
rezistentd R si o bobina cu inductanta proprie L montate in serie.
Sa se determine intensitatea curentului electric din circuit.

Rezolvare : Pentru a obtine o variatie a fluxului electric @ (t) se

considerd un cadru cu n spire de arie .S miscandu-se Intr-un camp
magnetic cu inductia B, cadru inchis printr-un circuit exterior. Acest
cadru se roteste uniform cu viteza unghulard @.

Fluxul captat ®(7) se descompune in doud parti :
- Fluxul @, (¢)=n-B-S-sinwt provenind de la polul nord al cimpului

magnetic
- Fluxul @, (¢)=L-i(¢) generat de cadrul parcurs de curentul electric

Din relatia (data in problemd) E(¢)=-®'(¢) si tinand cont de faptul ca
n-B-S-w

i(t) = EI(;) se obtine ecuatia i(t) = cos wt —%-i'(t). Ea

se scrie sub forma
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L~i'(t)+R-i(t)=—n~B-S-a)-cosa)tzEocosa)t

Din rezolvarea ecuatiei omogene se obtine i(t)zC-e_R’/ L. Aplicand

metoda variatiei constantei obtinem
Cretirt g TR grrin  Rcporin _Eo gy
L L L ’
R
. E,
deciC'(r)= Toel -COS @t .

Rezultd
C(t)= ﬂjem“ cos widt = %(R sin ot — Lorcos wt)e™ " +k .
L R +Lw
Solutia generald a ecuatiei este
E . -
i(t)=——%— (Rsinat — Locos at)+ ke ™'*
R+l w

Aceasta are o componenta periodicd dominanta (anume
R

-—t
Rcoswt + Lwsin ot ) si 0 componentd neglijabild (anume Re * )
atunci cand timpul ¢ este mare. Din acest motiv curentul obtinut se
numeste curent alternativ.

3.9. Oglinda parabolica (ecuatie omogena)

Problema: Si se determine forma unei oglinzi care reflecta o raza
luminoasi ce porneste din origine pe o directie paraleli cu Ox.
Graficul functiei necunoscute y=y(x) reprezinta oglinda in care se
reflectd lumina
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B/y = y(x)
M/ R

\N

.

C O

N\

v

Figura 2 Oglinda parabolica

Raza OM este reflectatd de oglinda pe directia MA. Considerand
tangenta MB la graficul functiei y=y(x), obtinem

BMA=CMO = MCO deoarece unghiul de incidenta este egal cu
unghiul de reflexie.

Atunci MOP =2 BMA, deci

. ; X 21g| BMA (o
)

obtine ecuatia omogena
'

2"y

=)
In mod obisnuit pentru rezolvarea acestei ecuatii se foloseste
substitutia y/x =u , dar In acest caz calculele sunt complicate si este
mai util un artificiu de calcul datorat lui Lagrange: se noteaza
2m

7 -
—m

y'=m si se deriveaza ecuatia y =x-
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2m 1+m?

P +2x (l—m2)2 -m'=m din care

Se obtine o noud ecuatie y'=

2
. mlm~ —1 . . . .
rezultd ca m'= 5 , adica o ecuatie cu variabile separabile.
X

Solutile singulare m(x)=0 si m(x)=+1 nu convin problemei pentru
ca in acest caz se anuleazd numitorul din ecuatia initiala.

2m' 1 ..
=— care, prin integrare

Separdnd variabilele obtinem ————
m(m —1) x

2 2
conduce la ln[m 5 1) =In(kx), adica i 5 L kx . Introducénd
m m
, m -1 , 2m ,
expresia x=——— In ecuatia y=x- 5 se obtine
km 1-m
2 -2 . 2
y=———=—— adicd m=——.
k-m k-y
2 2
Din x=" 21 = ( 2/(@)) 21 rezulti y? =i(l—xj ceea ce aratd
km® k(=2 /(ky)) k\ k

ca oglinda are forma unei parabole (se numeste oglindd parabolicd)
al carei focar este originea axelor de coordonate. In fapt ea reprezinta
interiorul unui paraboloid de rotatie.

3.10 Exercitii propuse

1. Se stie ca viteza de racire a unui corp este proportionala cu
diferenta de temperatura intre corp si mediul inconjurator.

a) Sa se scrie relatia care exista intre temperatura 7 si timpul ¢, daca
un corp incélzit la 7, grade este plasat intr-o camerd a carei

temperatura constantd este de a grade.
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b) In cat timp va scadea la 30 grade temperature unui corp incélzit la
100 grade dacd temperatura camerei in care e introdus este 20 grade
si in primele 20 min corpul se raceste la 60 grade?

R:a) T'(¢)=k(T(t)-a) are solutia T(¢)=(T, —a)e™

b) 7, =100,a=20; din 7(20)=60 rezultd
e ¥ =(1/2)"*; timpul necesar este 60 min
2. Franarea unui disc care se roteste uniform intr-un lichid este
proportionala cu viteza unghiulara .
a) Scrieti si rezolvati ecuatia care descrie modificdrile vitezei
unghiulare in timpul rotatiei.
b) Care este viteza dicului dupa 3 min daca viteza sa initiald a fost
de 100 turatii/min si dupa un minut viteza sa a scazut la 60 turatii
/min.

R:a) w'(t)=—kalt) , k>0, are solutia w(t)=C-e™ ; semnul

ce apare in ecuatie arata cd miscarea este Incetinita.

1333

t
b) a)(z)=1oo.@) deci @(3)=21.6 grade

3. Viteza de dezintegrare a radiului este proportionala cu cantitatea
sa. Se stie ca dupd 1600 ani nu rdmane decat o jumadtate din
cantitatea de radiu initiala (perioada de injumatatire este 1600 ani).
Sa se determine procentajul de radiu dezintegrat dupa 100 ani.

R: Se considerda Q(¢) cantitatea de radiu dezintegratd sin
cantitatea initiald C, . Ecuatia liniara
Q'(¢)=k-(C, - Q(¢)) si conditia initiala Q(0)=0 conduc la

0(t)=C,(1-¢™). Din conditia 0(0)=2-0(1600) rezulta
e—k — (1/2)1/1600 )

Procentajul cerut este
100-(0(100)/ Q(0))% = (1-1/'92 )} 100% ~ 4.23%.

4. Viteza de scurgere a apei printr-o deschidere aflata pe verticala la
distanta /# de suprafata apei este data de formula v=c4/2gh unde
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c=0.6 si g este acceleratia gravitationala. In cat timp se va goli un
rezervor cubic cu latura de Im printr-o deschidere practicata la baza
sa.

R: Se considera 4= h(t) iniltimea lichidului scurs pani la
momentul 7.

Ecuatia diferentiald 4'(t)=c/2g(1—A(¢)) si conditia initiald
h(O):O caracterizeazd fenomenul de curgere. Solutia problemei

V2
Cauchy este  h(t)=c,/2g (1 —%t} .Rezervorul se va goli

2
Cy/2g

atunci cand hl¢, )=0, adica t, = ~0.745  unititi
de timp.

5. Cantitatea de lumina absorbitd de un rezervor de apa este
proportionalda cu cantitatea de lumina incidentd si cu adancimea
rezervorului. Se stie ca intr-un rezervor cu adancimea de 3m apa
absoarbe jumatate din catitatea de lumina initiala. Care este
cantitatea de lumind care poate ajunge la o adancime de 30m?

R: Cantitatea de lumina absorbitd, Q = O() depinde de

adancimea la care se afld observatorul. Ecuatia diferentiald ce
caracterizeaza fenmenul de absorbtie este

Q’(h) =k(C,— Q(h)) si conditia initiald impusa este
0(30)=0(0)/2 .Solutia problemei Cauchy asociati este
o(h)=0,- (1 —(1/ 2)”/3). Cantitatea de lumind  absorbitd pana la

30m este 0(30)=Q,(1-(1/2)") iar cantitatea de lumini ce

patrunde la acel nivel este 9, -(1/2)"°.

6. Rezistenta aerului exercitatd asupra unui corp lansat cu o parasuta
este proportionald cu patratul vitezei de migcare. Sa se determine viteza
limita pe care o poate atinge un corp.
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R: Ecuatia diferentald este mv'=mg —kv* si are solutia

m er/k/m~(g~t+C) -1
W(t)= |~ . Valoarea lui C se determind
k eZVk/m--(g-HC) +1

din conditiile initiale. Din analiza expresiei lui v se poate deduce
ca viteza creste pe masura ce timpul trece si tinde sd atinga valoarea

maximd admisa v, =l/a=vm/k

7. Baza unui rezervor de 300 1 este acoperitd cu un amestec de sare
si substanta insolubila. Presupunénd ca viteza de dizolvarea sarii este
proportionala cu diferenta intre concentratia instantanee si
concentratia solutiei saturate (1 kg sare pentru 3 1 apd) si cantitatea
de apd pura dizolva 1/3 kg sare pe minut, sa se determine cantitatea
de sare din solutie dupa o ora.

R: se noteazd x(t) cantitatea de sare din solutie la momentul
t (sare dizolvata in apd). Ecuatia diferentialad este
x'(t)= k(% - %) . Solutia problemei Cauchy care foloseste

kt
conditia initiala x(0)=0 este x(r)=100{1—e 3 |. Dupi o ori

k
cantitatea de sare din solutie va fi x(60)=100{ 1—¢ *
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CAPITOLUL 4
Ecuatii diferentiale de ordin superior

4.1. Ecuatii liniare

O problema inportantd este rezolvarea ecuatiilor diferentiale de
ordin mai mare ca 1. Sunt putine ecuatiile pentru care se poate preciza
forma analiticd a solutiei. Cel mai frecvent utilizate sunt ecuatiile liniare.

Forma generala a ecuatiei liniare de ordin n este

y(") +q (x)y("fl) +...+a, (x)yzf(x) (6)
Ecuatia liniard omogena asociatd ecuatiei (6) este
y(") +q (x) y('H) +...+a, (x)y =0 @)

In legaturd cu ecuatiile liniare si omogene se poate demonstra urmatorul
rezultat important.
Teorema 1 a) Daca pe N si y,,),,...,y, sunt solutii ale ecuatiei (7) iar

C,,C,,...,C, € R atunci
y=Cy+GCy,+..+C,y,

este solutie a ecuatiei (7).

b) Multimea solutiilor ecuatiei (7) formeazd un spatiu vectorial de
dimensiune 7.

c¢) Daca ecuatia (7) admite solutia complexa y=u+i-v atunci functiile
reale u si v sunt solutii ale ecuatiei (7).

Observatie : pentru determinarea solutiei generale e ecuatiei omogene
trebuie determinate 7 solutii liniar independente

Teorema 2 Solutiile y,,,...,»,:{ = R ale ecuatiei (7) sunt liniar

independenta daca si numai daca existd x, € / astfel incat determinantul
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)ZJ’2(X) yzv(x) yzv(x)

vx) 2, 0) e ()
(numit wronskianul sistemului) sa fie nenul in x .

W (11, Vgpeees 1 N6

Observatii : 1) Teorema Abel-Ostrogradski-Liouville aratad ca,
daci I este un interval ce contine pex,si W(y,, vy, Nx,)# 0, atunci
W(yl,yz,...,yn )(x);t 0 pentru orice x e/

2) Daca y,,»,,...,», sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (7) si
C,,G,,...,C, € R atunci solutia generala a ecuatiei (7) este
y=Cy+Cyy+..+Cy,. ()
In cazul sistemelor cu coeficienti constanti determinarea solutiilor

liniar independente se face cu ajutorul ecuatiei caracteristice, dar
reprezintd o problemd complicatd in cazul sistemelor cu coeficienti
variabili.

Pentru sistemele neomogene sa poate arata ca :

Teorema 3 : Solutia generald a ecuatiei (6) este suma dintre solutia
generala a ecuatiei omogene atasati, (7), si o solutie particulara a
ecuatiei (6).

Metoda de rezolvare a ecuatiilor liniare are trei pasi:
- serezolva ecuatia omogena si se obtine solutia y
- se determinad o solutie y, a ecuatiei neomogene

- se scrie solutia generald a ecuatiei neomogene y = y; + Vp.

4.1.1. Ecuatii liniare cu coeficienti constanti
Pentru rezolvarea ecuatiilor cu coeficienti constanti este cunoscut
algoritmul de rezolvare a ecuatiei omogene.

Daca functia f (x) are anumite forme particulare atunci exista reguli si
pentru determinarea unei solutii particulare.
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Al) Rezolvarea ecuatiei omogene

Forma generald a unei ecuatii cu coeficienti constanti este
B 4 aly("_l) +..t+a, ,y'+a,y=0 )

Problema rezolvarii ecuatiei (9) se reduce deci la determinarea unul

sistem fundamental de solutii. In cele ce urmeaza prezentim principala

metoda de rezolvare pentru ecuatiile liniare.

. .. ~ Ax . .
O solutie a ecuatiei se cautd sub forma y(x) =e ,prin analogie cu cazul

n=1. Prin inlocuire in ecuatia (9) se obtine, dupa simplificarea cu ™,
ecuatia caracteristica

A"+a A" . va, A+a, =0 (10)

Teorema 4 : Fie A,4,,...,4, solutiile ecuatiei (10).

-daca 4,4,,...4, sunt reale si distincte ale ecuatiei (10), atunci
e em e sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (9).

- daca /4, este radacini reala cu ordinul de multiplicitate p pentru
ecuatia (10), atunci e, xe™", ..., x*'¢** sunt p solutii liniar

independenteale ecuatiei (9).
-dacd A, =a+ib este radacina complexa de ordinul p a ecuatiei (10)

atunci
e™ cos (bx) , e™ sin (bx)
xe™ cos (bx) , xe® sin (bx)
xZe™ cos(bx), xZe™ sin(bx)
x" e cos(bx), X" e™ sin(bx)

sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (9).
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Sistemul fundamental de solutii se obtine prin insumarea
solutiilor liniar independente corespunzatoare tuturor radacinilor ecuatiei
(10), iar solutia generald a ecuatiei (9) se obtine folosind formula (8) .

Exemple : Sa se determine solutia generald a urmatoarelor ecuatii :
1. y"-6y"+11y'-6y=0
Ecuatia caracteristica este 1° —61% +111—6=0 si are solutiile
A =1, 4, =2, 4, =3, Se aplicd a) din Teorema 4 si se obtine sistemul
fundamental de (trei) solutii format din y, =e*, y, =", y, =¢’".
Solutia generala este
y(x)=Ce' + G + Ce™™
2. y"+3y"+3y'+y=0
Ecuatia caracteristicd este 1° +31> +34+1=0 si are solutiile
A =4, =4, =1. Se aplica b) din Teorema pentru p =3 . Sistemul
fundamental de (trei) solutii este format din y, =e*, y, = xe*, y, = x’¢",
iar solutia generala este
y(x)=Ce" +Cyxe" + Cyx’e’
3. y"+4y+5y=0
Ecuatia caracteristici este A° +44+5=0 si are solutiile 4, =-2+i si
A, =—2—i deci se aplica c) din Teorema pentru a=-2,b=1, p=1.
Sistemul fundamental de (doud) solutii este format din solutiile
y, =e " cosx si y, =e **sinx iar solutia generala este
y(x)= Cie™* cosx+C,e " sinx
4.y —4y"r5y"—4y'+4y =0
Ecuatia caracteristicd este A* —44° +51> —41+4=0 cu solutiile
A==2, =i 4y=—i.
Solutia generala este
y(x)=Ce* +Cyxe®™ +Cy cosx +C, sinx
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A2) Determinarea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene

Forma generald a ecuatiei neomogene cu coeficienti constanti este

(n)

yoo+ aly(n_l)

+...+an71y'+any=f(x).

Nu existd metode generale de determinare a unei solutii particulare dar,
in unele cazuri simple, se pot folosi rezultatele urmatoare :

Daca f (x) =P (x) este un polinom de grad & atunci solutia particulara

este un polinom de acelasi grad, cu coeficienti necunoscuti care se vor
determina prin inlocuirea in ecuatie.

a) Daci f (x):e‘“P(x) unde P(x) este un polinom de grad k existad
doua situatii

- Daca a nu este radacind a ecuatiei caracteristice solutia
particulard se cautd sub forma y, =e“Q(x), unde O este un polinom

de grad k cu coeficienti necunoscuti
- Daca a exte radacina de ordin » a ecuatiei caracteristice atunci

solutia particulard se cautd sub forma y, =x"e" (x) ,unde Q este un

polinom de grad k£ cu coeficienti necunoscuti

b) Dacd f(x)=e™(P(x)cos(bx)+Q(x)sin(bx)) atunci existd de
asemeni doua situatii

- Dacd z=a+bi nu este solutie a ecuatiei caracteristice solutia
particulara se cautd sub forma
Y, (x) =e™ (S(x)cos(bx) + T(x)sin(bx)) , unde R(x) si S(x) sunt
polinoame cu coeficienti necunoscuti avand drept grad cel mai mare
dintre gradele lui P si Q
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- Dacd z=a+bi estesolutie de ordin » a ecuatiei caracteristice
solutia particulara se cauta sub forma

y,(x)=x"e” (S(x)cos(bx)+T(x)sin(bx)), unde 7(x) si S(x) sunt
polinoame cu coeficienti necunoscuti avand drept grad cel mai mare
dintre gradele lui P si Q.

In unele situatii, pentru determinarea solutiilor particulare, se
poate aplica principiul superpozitiei :
Daca Vpi si Vpy sunt solutii ale ecuatiilor
y(") +a (x)y(”_l) +...+a,(x)y= f(x), respectiv
y a, (x)y(”_l) +..+a,(x)y=g(x), atunci y,+yp, este solutic a
ecuatiei
W a () bk a, () = £(x)+ g (x).
Exemple: Sa se determine cidte o solutie particulara pentru

urmatoarelor ecuatii :
1. y"-2y+y=x

Functia f (x) este un polinom de gradul I, deci solutia particulara se
cautd sub forma y,(x)=ax+b. Atunci y'(x)=a si y"(x)=0.

Introducand in ecuatie obtinem 0-2a+ax+b=x si din identificarea
coeficientilor rezultd a=1 si, adicd b=2. Solutia particulard este

Vp (x) =x+2.

Solutia generald a ecuatiei este y(x) =Ce" +Cyxe’ +x+2

2. y"-2y'+ y=xe"

Deoarece  f (x) =xe" = el'xP(x) se incadreazd la b) pentru
a=1, P(x) =x §i a=1 este radacind dubld a ecuatiei caracteristice ,
solutia particulard se va cduta sub forma y, (x)=x’¢*(Ax+B).

Atunci y'(x)=e" (Ax3 + Bx? +3Ax% + Zx)
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si »"(x)=e"(Ax' + Bx’ +64x* +4Bx+64x+2B). Introducand in

ecuatie obtinem e* (6Ax+2B) =xe" . Din identificarea coeficientilor se
obtine A=1/6 si B=0.

Solutia particulara este deci y, =x’e* /6.

Solutia general a ecuatiei este y(x)=Cie* + C,xe" +x°¢" /6.

3. y"+y=xsinx

Functia f (x) = xsinx = e (0 -COS X + xsin x) se Incadreaza la c) pentru
a=0,b=1, P(x) =0 si Q(x) =x. Deoarece z=0+i este solutiec a
ecuatiei caracteristice A” +1=0, solutia particulari se va ciuta sub
forma y, = xe’ [(Ax + B) cosx + (Cx + D) sin x] Inlocuin in ecuatie si

identificand coeficientii se obtine sistemul
24+2D=0,4C=0, -2B+2C=0, —44=1
cusolutia A=1/4, B=0, C=0, D=1/4. Solutia perticulara este deci

—x*cosx/4+xsinx/4.
Solutia generala a ecuatiei este

y(x)=C cosx+C,sinx—x’cosx/4+xsinx/4

4.1.2. Ecuatii cu coeficienti variabili

Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei omogene cu
coeficienti variabili nu exista metode generale. Daca insa aceasta solutie
poate fi precizata, pentru determinarea unei solutii particlare se poate
folosi metoda variatiei constantelor.

Teorema 5: Fie C,y, +C,y, +...+ C,y, solutia generala a ecuatiei
omogene

y( )+a1(x)y( )+...+an71y’+any=0.
. )

Dacd C (x),C,(x).....C,(x) satisfac sistemul
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x)yl("fl) +C, '(x)yz("fl) +...+C, '(x)yn("fl) = f(x)

atunci y(x)=C (x)y +C,(x)y, +...+C,(x)y, este solutie a ecuatiei
(7

Exemplu : Sa se determine solutia generala a ecuatiei
xp"+y'=x, x>0

Se noteazd y'=z. Ecuatia omogena asociatd este xz'+ z =0 .Rezultd
| . .
z=C,— adicd y=C,In(x)+C, Se foloseste metoda variatiei
X

constantelor pentru y;(x)=Inx si y,(x)=1. Sistemul devine

Cl’(x)lnx+C2'=0 ) Cl(x)=x2
1 cu solutiile . Rezulta
Cl’(x)—+C2 "0=x C, (x)z—x2 Inx
x
3
(6 (x) =—+4
3
3 3

Cz(x)z—x?lner%JrB

3
. . . x
Solutia generald a ecuatiei este y(x)="—+ Alnx+B.

Observatie: Metoda variatiei constantelor poate fi folosita si pentru
determinarea solutiilor particulare ale ecuatiilor omogene cu

coeficienti constanti atunci cind functia f (x) nu se incadreaza in
situatiile prezentate anterior.
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Exemplu: Sa se determine solutia generala a ecuatiei

X

y"—2y’+y=e—, x>0.
X

Solutia generald a ecuatiei omogene este y (x) =Ce" +Cyxe". Se

X

aplica variatia constantelor pentru y, (x) =e' sy, (x) =xe".

C'e"+C,'xe" =0

Sistemul obtinut este o° cusolutiile

C'e"+C, '(ex +xex)=—
x

Cl(x)z—x+A
Cy(x)=Inx+B

Solutia generald a ecuatiei este y(x)=(—x+A4)e" +xe* (Inx+B).

4.2. Ecuatii incomplete
Ecuatiile diferentiale incomplete de ordin # sunt ecuatii (in
general neliniare) Tn expresia cdrora nu apar toate derivatele functiei
necunoscute pana la ordinul -1 . Penrtu rezolvarea lor se folosesc
substitutii care le micsoreaza ordinul.
4.2.1 Ecuatii in care functia necunoscuti apare doar prin
derivatele sale

Ecuatiile de forma F(x,y(k),y(k”),...,y(”))z 0 se reduc la o ecuatie de
ordin n-k prin substitutia z = y(k ).
Exemplu : y''=4/1+()')  se transforma intr-o ecuatie de ordinul I

folosind substitutia z =)' . Ecuatia z'=+1+z> este o ecuatie cu
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—-X

variabile separabile si are solutia generala z = %e —%e" . Rezulta

deci ci y(x)= Iz(x)dx =C, —%ex —%ex .

4.2.2. Ecuatii in care variabila independenti nu apare
explicit
Aceste ecuatii au forma F(y,y',...,y("))z 0.
Se noteazd y'= p(y). Atunci

Si ecuatia devine f (y, D, p',....p(”fl))zo. Aceeasi procedurd se poate

aplica pentru a micsora ordinul in continuare.
Sunt numeroase cazurile n care derivata apare 1n ecuatie doar la puteri

pare. In acest caz se face notatia p = (y')2 .
Exemplu: y-y'"=1+ (y’)2 .

Se noteazd p=(y'). Rezultd ci p'(x)=p'(y(x))y'(x)=2y"(x)y"(x) deci
y'=p'/2.

. . D . 1
Din ecuatia cu variabile separabile p'=2(l+ p)-— rezultd p=Cy* -1
Y

adicd y'=+,/Cy* —1.

Prin integrare directd de obtine ! ln(\/E y+4/Cy* - lj =tx+4.

JCy

leiﬁx -1
2,/C Cleiﬁx

Solutia ecuatiei este y =
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4.3. Exerecitii propuse :

Determinati solutiile generale ale urméatoarelor ecuatii :

1. y"—4y'+4y=x’ R: y(x)z(C1+C2x)e2x+%(2x2+4x+3)

2. y"_y,+y:x2+6 R:
y(x)= ez(cl cos x;@ +C, sin XIJ
+x°+2x+6

3. y"+2y+y=e R: y(x):(C1+C2x)e’“+%ezx

4 y"-8y'+7y=14 R: y(x)=Ce" +Cpe™ +2

5. y"-y'=e" R: y(x):C]ex—i-Cze_x-f-%@x

" ' — 2x
6. y'+y'=6y=xe R: y(x)=C 2x+Ce_3x+x(i—Lj€2x
10 25

7. y"+y=cosx . |
rry R:y(x)zClcosx+C2s1nx+Exsmx

8. y"+ y=sin’x y(x)=C cosx+C, sinx+%cos(2x)

9. y"-13y"+12y =0 R: y(x)=C +Ce* +Ce™
10. y"—y=0 y=Cet+

3 xfj

te [C COS—— 5 +C, sin—

1.y +4y=0 R: 7 cosx(Clex + C3e”‘)+
" +sin x(Czex + C4e‘x)
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12. yIV _2ym+yn:ex

13. " 2y'+y=2

, x>0

14.
x*y"—2xy'+ 2y =2+2x’ sin2x

15. x*y"+4xp'+ 2y=1n(1+x)

2
R: y(x)=C+ C2x+[C3 + C4x+x?Je"
R: y(x)=(C +xC,)e™" +xe*Inx
R : ec. omogena are solutia

y(x) =Cx+Cyx°.

Ec. initiala are solutia

xsin2x
y=1+Cx+C,x* - -
—x’cosx
R: ec omogena are solutia
A B
y(x)=—+—
(1)=2+ 2

2
y :g+c—§+wln(l+x)—
X X 2x

3 3

2x 4
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CAPITOLUL 5
Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul I

5.1 Consideratii generale
Forma explicitd a unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul I este

= A0 Va0 V)

yz'zfz(x’ylﬂyb'“’yn) (11)

ynvzf;z(x’ylﬁyZ"“’yn)

unde f;, f,..., f, sunt functii date, continue pe un domeniu din R"*'.
O problema Cauchy este formata dintr-un sistem de ecuatii diferentiale si

B2 (xo) =da; (xo) =y, )y (xo) =a, (12)
O solutie a sistemului (11) este formata din functiile y,,y,,...,», care
verifica sistemul.
Astfel de sisteme de ecuatii diferentiale apar in mod natural in dinamica,

acolo unde legea fundamentala (F =m-a ) se poate scrie (tinand cont ca

a=(x"(0)y"(t)2"(1))si

—

F=(£(xy,2,0,5,2) (65,25, 5, 2), fi(t.x,3,2,x', 5, 2).
Ecuatile de miscare sunt deci
x'"'= fl(t,x,y,z,x',y',z')
Y= filt,x, 2,0, 0,2
z'"'= f3(t,x,y,z,x’,y',z')
iar prin notatia x'=u, y'=v, z'=w se obtine un system de 6 ecuatii
diferentiale de ordinul I.

In legaturda cu solutile sistemelor de ecuatii diferentiale exista cateva
rezultate importante.
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Teorema 1 Orice sistem de n ecuatii diferentiale diferentiale de ordinul
I scris sub forma (11) este echivalent cu o ecuatie diferentiald de ordin »
si reciproc, orice ecuatie diferentiald de ordin n este echivalentd cu un
sistem de ecuatii diferentiale de ordinul I

Observatie: solutia sistemului (11) poate fi gasitd rezolvand ecuatia de
ordin n atasatd prin metoda substitutiei ( se deriveaza una din ecuatiile
sistemului de n—1 ori, celelalte de n—2 ori si se elimind n—1 functii
necunoscute). Aceastd metodd se mai numeste si mefoda ecuatiei
rezolvante.

':Z

Exemplu : Sa se rezolve sistemul {y' .
z'=—y
Derivand prima ecuatie obtinem y"=z'. Inlocuind aici z'=—y (din a
doua ecuatie a sistemului) ontinem ecuatia de ordinul II y"+y=0 cu
solutia y(x) =C,cosx+C,sinx. Rezulta

z(x)=y'(x)=~C, sinx+ C, cos x.

5.2 Sisteme liniare si omogene de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti
Forma generald a sistemului este
"
n=agntapy, et a,y,
L
Yy =ay tany, +..+ay,),

(13)

"
Y _an1y1+an2y2+"'+annyn
Sistemului (13) i se asociazd matricea coeficientilor, anume
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Dacd notdm Y =(y;, ¥, ¥,) st Y'=(»"'¥,"..»,") atunci sistemul

se scrie In forma matriceala

Y'=4-Y (13”)
si rezultatele prezentate la ecuatii diferentiale liniare de ordin n aratd ca
multimea solutiilor sistemului reprezintd un spatiu vestorial de
dimensiune « n ».
Solutiile fundamentale ale sistemului vor fi cautate sub forma

T . . . o e o~
Y, = (051,- Qy; ....am) e’ unde A; sunt valori proprii a matricii 4, adica

solutiile ecuatiei caracteristice a sistemului :

a, -4 a, . ay,
a,, ay—A ..a,, |=0 (14)
ay . e _ﬂ“

iar constantele a; trebuiesc determinate din sistem.

Dacd Y,Y,,...Y, sunt n solutii liniar independente atunci solutia

Y,
generala a sistemului este
Y=Y +GCY,+..+CY, (15)

Exista urmatoarele situatii importante :

- Daca ecuatia caracteristicd (14) are solutiile reale si distincte
A, Ay, A, s1 VLV, Y, sunt vectorii corespunzatori acestor valori
atunci solutia sistemului este

Y(x)= C Ve + C,e™ +..+CV e

- Daca ecuatia caracteristica (14) are solutii multiple (reale sau
complexe), fiecare solutie A cu ordinul de multiplicitate p
contribuie in suma (15) cu termenii

Y, =Ve™, Yzzeﬂx[%Vl +V2J, e

p-1 p-2
Y, = VotV bV 4V
’ (p-1!' " (p-2) 1’ r
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unde V},V,,..V, sunt vestorii proprii corespunzatori valorii proprii 4.

Problema rezolvarii sistemului (13) se reduce deci la determinarea
valorilor proprii pentru matricea A si a vectorilor proprii corespunzatori
acestor valori.

Metoda de rezolvare :

a) Se scrie matricea A a sistemului ;

b) Se determina valorile proprii ale matricii rezolvand ecuatia (14) ;

c) Pentru fiecare valoare proprie A se determind vectorii proprii (atatia

cat e ordinul de multiplicitate al lui A, si se scriu solutiile
corespunzatoare lui 4, ;

d) Se scrie sistemul fundamental de solutii al sistemului ;
e) Se scrie solutia generala.

Exemple : Sa se determine solutia generala a sistemelor urmatoare
Y'=3n =+ s

Lay'==y+5, -
V3'=y =y, +3y;

3 -1 1
a) Matricea sistemului este 4=| -1 5 -1
1 -1 3

b) Valorile proprii ale matricii 4 sunt 4, =2, 4, =3 si 4, =6, adica
solutiile ecuatiei

3-4 -1 1

-1 5-2 =0

1 -1 3-1
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c) Valoarea A, are ordinul de multiplicitate 1, deci va avea un singur

vector propriu V; = (e, a,,a;) care verifica ecuatia

-1 5 -1}l |=2"0a,
1 -1 3) (e a,

Din rezolvarea sistemului compatibil nederminat cu un grad de
3oy —a, +a; =2¢
libertate < —¢, +5a, —3a; =2a,
a, —a, +3a; =20,
a

ee obtine solutia | 0 |. Se da Iui & o valoare particulara, de exemplu

-a
1 1
a =1 siobtinem V; =| 0 |.Inmod asemanator obtinem V, =| 1| si
-1 1
1
Vi =| =2 | corespunzand valorilor A, si 4;.
1
| 2 R
d) Sistemul fundamental este ¥, =¢**| 0 |=|0 A
-1 _o R
oo
Y, =| —2¢™
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N
e) Solutia generala este | y, |=CY, +C,Y, +C.Y; ,
V3
¥ =Ce™ +Ce™ + Ce™
adica< y, = Cye’ —2C,e™

V3= Clez’C + Cze3x + C3e6x

N'=y+ s
2.9m'=y+ 0.
y'=y+
011
Matricea sistemului este A=|1 0 1 |. Ecuatia caracteristica,
110
A* =31 -2=0 are radicinile 4, =2si 4, =4, =—1. Un vector propriu
1
allui 4, este V; =|1
1
Subspatiul valorii proprii 4, = 4, are dimensiunea 2. Vectorii proprii
01 1) (e o
satisfacecuatia |1 0 1 || o, |=-1:| , |, adica sistemul cu doud
I'1 0)\oy a

o +oa,+a;=0
grade de nedeterminare <o, +a, +a; =0. Alegand o, =—1,a, =0 se

o +oa,+a;=0
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obtine a; =1 sipentru  o,*=0,a,*=1 se obtine a;*=-1. Cei doi

-1 0

vectori proprii principali vor fi V, = 0 | si V;=|1
1 -1

Valorile o, a,,0,*,a, * se aleg astfel incat

o a,

=o,a, *—a,0,*#0.
k *
a " a

Solutia generala a sistemului este

Y =CVe* +CVye ™ +Cy(xV, +V,)e™™ adica
y =Ce* —Cye™ —Cyxe™
y, =Ce™ +Ce
3 =Ce +Ce " +C(x—1)e™

5.3. Sisteme liniare neomogene cu coeficienti constanti

Forma generald este
Y'(x)zA-Y(x)+F(x) (16)

Ca si 1n cazul ecuatiilor liniare neomogene, solutia generald a sistemului
neomogen este suma dintre solutia generala a sistemului omogen si o
solutie particulard a sistemului neomogen.
Pentru determinarea solutiei particulare se poate folosi metoda variatiei
constantelor.

Teorema : Dacd Y =CY, +...+C,Y, este solutia sistemului omogen
asociat lui (16) atunci o solutie particulara a acestuia este
Y, =C,(x)Y, +...+ C,(x)Y, unde functiile C,(x),...,C,(x) satisfac
ecuatia

C'(X)+G'(x) (%) +..+C, (x)Y,=F(x)  (17)
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Din ecuatia (17) se calculeaza C, '(x),...,Cn '(x) si apoi, prin integrare se
obtin C,,C,,....C,.
5 . x'=5x-3y+2e
Exemplu : Sa se rezolve sistemul
Y'=x+y+5e”’
x'=5x-3y

' are matricea coeficientilor data de
y=x+y

Sistemul omogen {

5 =3
A= .
i)
Valorile sale proprii sunt 4, =4 si A, =2, vectorii proprii

3 . 1) . .
corespunzator acestora sunt ¥ = (lj , respective V, = (J iar solutia

generald a sistemului este
41 2t
X 3Ce" +C,e
G 1 2
:C1'I/1'e4t+C2'V2'62t: 4 5
Ve Cie" +Cye”
Expresiile pentru C, si C, se determina din sistemul
3Clve4t + C2v62t — 2e3t
Clve4t +C2v62t =5e—t
Solutii ale acestui sistem sunt
C=e/2-e"', C,=—€"-5¢7"/2
0O solutie particulara a sistemului neomogen este
Xp —e ' —4e”
Vp —2e ' =2

Rezulté ca solutia generald a sistemului este
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x=3Ce" +C,e* —e' —4e”
y=Ce" +Cpe” —2¢7" —2e"

5.4 Exercitii propuse
I Sa se rezolve sistemele urmatoare :

y'+2y+4z=1+4x
L {Z'+y—2=3x2/2 R: y(x)=C1e2x+Cze_3x+x2+x,
z=-Ce” +Ce™ /4-x"/2
5 {y'+2y+z=sinx

3 1 .
y=Ce" +C,e™ —=cosx——sinx
z'-4y—-2z=cosx R: 8 8

z=sinx—-2y—)'

y':z R:
3.12'=u y(x)zCleerCze*x/zcosx 3+C3e”‘/zsin£
u'=y 2 2
2(x)=»'(x)
u(x)zz'(x)
. {x"=—x+2y R x(t)=Ce' +Cye™
y'=2x-y y(t)=Ce - Cye™
" 2
rExmy x(l‘)zClJrCzeZ’—————l
y'=x—-y+t R 8
£t 1
y(t)—_C1+C2 2t+Z—Z—§
y'=z+u y(x)=Ce* =(C, +C,)e™
6. \z'=y+u R:{z(x)=Ce* +Coe™
u'=y+z

u(x)=Ce™ +(xC; + C, = Cy)e™
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x'=4x—y+z x=[C, +C,(t+2)*
Ty=x+dy=z  Ridy=Ce? +[2, + G2 1))
Z=yrz z=Ce* +(C, + Cyt)e
8. :
Y =3y, =8y, +4y, Vi -2 0 4
yh ==y, +5y, -2y, ¥ |=C| 1 [-e*+C, 1 ¥ +Cy| =2
4 2 -5

y3 =3y, +14y, -6y,

0 x=y+tg2t—1 R: x=C100§t+Czsint+tgt
y:—x+tgt y=-C;sint+C,cost+2
10 {x’=2x—y R: x:(C1+C2t+C2—t2)€’
y'=x+2¢ . y:(Cl+C2t+2Z—t2)€t
2x
/
_ =0
1+ x? 4

II Si se rezolve problema Cauchy {z' —y +l ‘Z=X

X
y()=2, z()=1
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CAPITOLUL 6
Elemente de calcul operational
si aplicatii in teoria ecuatiilor diferentiale

Calculul operational se ocupd cu studiul transformarilor
integrale. Acestea, numite si “operatori integrali”, transforma derivarea si
integrarea n operatii algebrice. Ecuatiilor diferentiale si integrale le
corespund ecuatii algebrice. Pentru a rezolva o ecuatie diferentiald este
suficient sd se rezolve ecuatia algebricd si sd se aplice transformarea
integrald inversa solutiei obtinute. Cele mai directe aplicatii in studiul
ecuatiilor diferentiale il are transformata Laplace.

6.1. Transformata Laplace

Transformata Laplace este un operator intre doua spatii de functii,
operator care transforma derivarea si integrarea in operatii algebrice.
Notam F, ={f:R—>R}.
Definitie: Functia f € F; este un original daca satisface conditiile
urmatoare:
a) f(¢)=0 pentru orice /<0
b) f e derivabild pe portiuni
¢) existd M >0 si s >0 astfel incat | /(¢)|<M -¢" pentru orice
t>0.
Numirul pozitiv s, = min{s 1 f ()M -e”, Vi> 0} se numeste
indice de crestere (sau abscisa de convergenta).
Multimea functiilor original se noteaza O, .
Exemple: Urmatoarele functii sunt functii original:

&M t>0

a) f(t)z{o 20 (M =1, s,=k)
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1 ,t>0
b) o(r)=41/2, =0 (M=1,s,=0)
0 ,t<0

Aceasta functie se numeste “treapta lui Heaviside”.
c) Daca functia f satisface conditiile b) si ¢) din definitia precedenta

atunci ¢(t) = O'(t) . f(t) este un original.

Definitie : Aplicatia definita de
L)(p)=[1(1)edr
0

se numeste transformata Laplace.
Functia Lf :(s,,0) > R este imaginea lui / prin transformata
Laplace.

Prin calcul direct se pot obtine transformatele Laplace pentru multe
functii elementare.

Exemple : Sa se calculeze transformatele Laplace ale functiilor

D f(t)=0(t)-€".

(Lf)(p) = '[ekt . e‘l’tdt — J.e(k_p)tdt — k;e(kp)t
0 0 -p

2) f(t) = G(t)sint

Lf \p)=|e " sintdt =—e " cost ||_y —| pe ™™ costdt =
t=0
0

0

=1- p(e"” sint |/ +I pe P sin tdtj.

0
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1
p2+1.

Rezulta (Lf)(p) =

Principalele proprietatti ale transformatei Laplace sunt listate in tabelul
urmator.

Numele Formula
proprietatii
Definitie ®

omareti L(r(0)(r) =5 ) 2]

Derivarea (Lf')(p)=p-(Lf)(p)- f(0)

originalului

e W)=y 7 a

originatutu [Lj f(f)a%}@

ko e[ 2] i
p /(
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Teorema L(ePO’f(t))(p)=(Lf)(p—Po)

translatiei

Teorema L(f(t-7))(p)=€e"(L/)(p)

intarzierii

Imaginea

produsului dg Uf (1-7 df}( )=(Lf)(p)-(Le)(p)

convolutie

Folosind formulele din tabelul de mai sus (toate formulele se
demonstreaza prin calcul direct) se pot calcula transformatele Laplace
ale multor functii elementare.

Exemple : Gasiti imaginile urmatoarelor functii original :
1. f(t)=0o(t)-sin(Ar)

Se foloseste teorema de omotetie si rezulta

1 1 A
(Lf)(p)—z( 2//12+1)_p2+/12 .

2. f(t)=0o(t)sin’¢

Se foloseste derivarea originalului. Din

f'(t)=0(t)2sintcost = o (t)sin(2¢) si
(L") (p)=p(Lf)(p) -/ (0) rezulid (Lf)(p) =

p (p2 + 4)
3. g(l) =1
Se foloseste derivarea imaginii pentru f° (t) =¢e' si n=2.Rezultd

rehorri ) g

p—1

4. h(t):%
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Se foloseste integrarea imaginii :

0 o0

L(%}(p)z J.(Lf)(q)dq = j ! dq = arctg(q)| Z:: =r/2- arctg(p).

g’ +1
Imaginile celor mai importante functii elementare sunt continute in
tabelul urmator :

Originalul Imaginea
i T
p
t" ,neN n!
n+l
"M n!
(p _ ﬂ,)nﬂ
e 1
p—A
sin ot 0]
p2 + a)2
cos wt p
o ot
shlot)=4——¢ pz‘fwz
chlor)= e -
2 p—w
e sin ot @
(p- /1)2 + o’
e cos wt p—4
(p- /1)2 + o’
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tsin wt 2pw
(p>+o)
tcos wt P
2
(*+e?)
sin(¢—7) e’
p2 +1
cos(r—7) pe’”
p2 +1
Int 1 1
—|In——y | cu y=0.57722
p p

6.2. Inversa transformatei Laplace

Prin transformata Laplace L definitd pe O, se calculeaza

imaginile functiilor original f € Oy . Prin transformata Laplace inversa

L' se regaseste functia original care corespunde unei imagini date.
Principalele cazuri in care functia original poate fi determinata
analitic sunt prezentate in cele ce urmeaza.

2(r)
R(p)

descompune in fractii simple si se gaseste originalul
fiecarei fractii folosind tabelul anterior.

1. Dacd F(p)= este o fractie rationald atunci ea se

Exemple : Sa se determine originalul urmatoarelor functii
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1
p(p—l)(p2+4)
1 11 1 1 1 p 1 1

Se observa ca 5 == =
plp—1\p>+4) 4p 5p-1 20p°+4 5p°+4

Originalul lui 1 este 1 (in tabelul transformatelor Laplace pe coloana

a)F(p)z

din stanga corespunzatoare lui 1/ p este scrisa functia "1", originalul lui

eate €', originalul lui > este cos2¢ iar originalul lui —
p—1 p +4 p - +4

1 .
este —sin2f.
2

Rezulta ca originalul lui ( p) este

1 1 1 1
t)=——-1+=¢' +—cos2t——sin 2¢.
f( ) 4 5 20 10

1
b) F(p)= 2
(7 +1)
1 : . .
Se observa ca F ( p) =" este imaginea unui produs de
p +1 p~+1

convolutie, adica

F(p)z ! ! :L[j.sinz'-sin(t—r)dr}(p)z(Lf)(p).

2 )
p +1 p°+1 0

Rezultd ca
t t _ _
f(t)zz[sinr-sin(t—r)drz!COS(r 227) COStdrz%tcost—%sint.
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2. Daca F(p)= Q(pn)z este 0
(p-n)"(p-1")" i (p-p)"
fractie in care n,n,,...,n, > 2 atunci descompunerea in

fractii simple este dificila si se poate folosi direct formula
k

7(2) :Z; lim (F(p),ept (p-p)" )(n,-l)

pr (ni —1)! pop

unde exponentul (7, —1) arata ci expresia din parantezi se

deriveaza de (n; —1) oriin raportcu p.
P

(v 1)

se foloseste formula anterioara

Exemplu : Sa se determine originalul lui F ( p) =

1
(p=1) (p+1)°
pentru p, =1, p, =-1,n=n,=2.
Deci

Deoarece F(p)=

1

) . 1 o ' 1 . 1 pt |
! (f)‘<z_1>!£33{<p+1>2e ]+(2_1)!,}£‘31[(p_1>2" ]

ZEE{"'J{@LV 2 NWT“I(”{@QV 1 B
=e’(£—§j+e"[£+§) =£(et +e_t)+%(e’ +e")= t-chlr) + shlr)

2 2
3.Daci functia F(p) contine factorul ¢ se foloseste
teorema intarzierii.
. .. .. 2e?
Exemplu : Si se determine originalul functiei F(p)= e2 .
p
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Deoarece F(p)=e” 2—2' =e’ (Ltz)(p) = (L(t —1)2)(1)) , ceea ce s-a
p

obtinut aplicand teorema intrzierii pentru 7 =1 si ¢ =¢*, rezulta ca
f(t) = (t - 1)2 -O'(Z - 1) . Inmultirea cu G(t - 1) este necesara pentru ca

f sa fie o functie original.

6.3. Calcul operational

Calculul operational, numit si calcul simbolic, a fost introdus la
sfarsitul secolului XIX de fizicianul englez O. Heaviside. Acesta a pus in
evidenta (fara nici o justificare matematica) faptul ca este posibila
rezolvarea rapida a unor ecuatii folosind un operator simbolic, evitand
astfel calcule lungi ce apar in rezolvarea clasica. Aceastd metoda se
justifica partial folosinf Transformata Laplace care transforma derivarea
in Inmultire cu variabila p si integrarea in Tmpartire la aceeasi variabila.

Pentru rezolvarea anumitor tipuri de ecuatii (E) folosind
transformata Laplace se parcurg urmatoarele etape :

a) Se formeazi ecuatia operationala (EQ) prin aplicarea
transformatei Laplace celor doi membri ai ecuatiei.

Ecuatie operationala este o ecuatie algebrica de gradul I avand drept
necunoscutd imaginea (prin transformata Laplace) a necunoscutei
ecuatiei.

b) Se rezolva ecuatia operationala

Solutia (unicd) a ecuatiei este imaginea necunoscutei din ecuatia initiala
c) Se determina originalul functiei solutie de la b). Acesta reprezinta
solutia ecuatiei initiale.

Principalele aplicatii ale calcului operational sunt :
- calculul inegralelor improprii
- rezolvare ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti constanti
- rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti
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- rezolvarea unor ecuatii integrale

- rezolvarea unor ecuatii integro-diferentiale
- rezolvarea ecuatiilor cu argument intarziat
- rezolvarea unor ecuatii cu derivate partiale

6.3.1 Rezolvarea ecuatiilor liniare cu coeficienti constanti si a
problemelor Cauchy atasate

Problema Cauchy avand necunoscuta y = y(t) are forma

any(") + an_ly("fl) +..tayy= f(t)

' n—1
J’(O) =YooV (0) JERI y( ) (0) = Yon-1
Aplicand transformata Laplace ecuatiei (E) se obtine ecuatia
operationala

a,(Ly")(p)+a, (L") (p)+ ...+ ay(Ly)(p) = (LN)(p).
Se noteaza (Ly)(p)=Y(p), se foloseste teorema de derivare a

(E).

originalului si se obtine ecuatia operationala
a, (p"Y(p) + p"_ly(O) + ...y(H) (0)) +..+q (pY(p) - y(O)) +a,Y(p)=F(p)

(EO).
Se aplica apoi algoritmul de rezolvare prezentat anterior.
Metoda se poate folosi si pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei

diferentiale. In acest caz valorile y(O), y'(O). ves y('H) (0) reprezinta

cele n constante ce apar in solutia generala.

Exemple : 1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
y'-3y+2y=e".
a) Ecuatia operationala este

(* —3P+2)Y(P)—py(O)—y'(0)+3y(0)=ﬁ.

b) Solutia ecuatiei operationale este



&3

I
p-1p-2)p-3
1

+(»'(0)+ 3y(0))m

Dupa descompunerea in fractii simple rezulta

P
+
p-1\p-2)

Y(p):( )+J’(0)(

1 1 1 1 1 1
Y(p)=|-=+2 "0)|—— ———+| = "0)|—— =
() ( Ly y<o)+y<o)jp_1+6p+1+(3+sy<o)+3y<o)jp_2

=C, 1 +C, 1 +l 1 .

p—1 p—-2 6p+l1

¢) Originalul lui Y(p) este y(t)=Cie' + Coe* + %e’ . Aceasta este

solutia generald a ecuatiei liniare.

In aceasta situatie aplicarea transformatei Laplace pentru rezolvarea
ecuatiei nu usureaza calculele. Aplicarea ei este justificatd mai ales in
rezolvarea problemelor Cauchy.

y"+y=2cost
2. Sa se rezolve problema Cauchy '
{y<o>=o, y(0)=1
a) Ecuatia operationala este sz(p) - py(O) - y'(O) + Y(p) = gp T
p-+

2p 1
(p2+1)2 +p2+1'

Pentru a nu efectua operatii aritmetice inutile este recomandabil sa nu se
aduca fractiile la acelasi numitor.

¢) Originalul clui Y(p) este y(¢)=o(¢)(¢sint +sint).

b) Solutia ecuatiei operationale este Y (p)=

Solutia problemei Cauchy este y(¢)=(¢+1)sinz.
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6.3.2. Rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu
coeficienti constanti

Pentru a rezolva astfel de sisteme se obtine sistemul de ecuatii
operationale aplicand transformata Laplace tuturor ecuatiilor sistemului.
Solutiile sistemului sunt imaginile functiilor necunoscute ale
sistemului initial. Prin aplicarea transformatei Laplace inversa se obtin
solutiile cautate.
Exemplu : Sa se rezolve problema Cauchy

x"tx+y'—y'=é

x+2x—y+y=e’ .

x(O) = y(O) = y’(O) =0, x'(O) =1
Sistemul operational este
p’X(p)=1+pX(p)+pY(p)-Y(p)=
. El este un sistem de
pX(p)+2X(p)-pY(p)+Y(p)=—=

ecuatii liniare cu necunoscutele X ( p) siY ( p).
1 1 31 11

X(p)= 2 _2
(#) 8p—1+4(p+1)2 8 p+l

__ 3
Y(p) - 3(p2 _1)2

x(t) = % - sht +%te‘t

Solutia sistemului este

Solutia sistemului este
y(1)= 3¢ shi
4

Calculul operational este folosit de majoritatea soft-urilor pentru
rezolvarea problemelor Cauchy liniare cu coeficienti constanti .
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Aplicand metodele calcului operational sa se rezolve urmatoarele
probleme Cauchy :

1.

y"'+20y =0, ¥(0)=0.5, y'(0)=0

Cx+x=e’, x(0)=1

3. x'—x=1, x(O) =-1

. x'+2x =sint, x(0)=0
Lx"=1, x(O)zO, x’(0)=1

. x"+x'=1, x(0)=0, x'(0)=

x(t)

= = 72 =%

=~ B2 =2 =%

1
y(t) =Ecos(2t\/§)
x(t) =(t+1)e_t
x(t) =-1
1 .
x(t) =§(e 2 _cost+ 2Slnt)
1o
x(t)=1+ 2t
x(t)=t
x(t) =iet +%e“3t "3
x(t) =t—sint

: x(t) =lt2 —1+cost—sint

1, 1. 1
=—e¢ —t—1——sint——cost
2 2 2

1B OO0 =20
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"

x"+x"=sint

12 x(0)=~1 R:
x'(O):Z x(t)=ie_t sin2t—ie_’0052t—l
*"(0)=0 5 3 >

"

x""+x"=sint¢

R: x(t)=2t+l(e_’ +cost—sint]
13. <x(0)=x'(0) =1 2

14. NG P .
" x=cost, x(0)=—1, x'(0)=1 : x(t)—a(tsmt—cost+smt)
IS. R: x(t)=r"—4t+6-5¢" —te”!

x"+2x'+x=1", x(0)=1, x'(0)=0
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CAPITOLUL 7

Aplicatii ale ecuatilor diferentiale de ordin superior si ale
sistemelor de ecuatii diferentiale
7.1 Oscilatii armonice
7.1.a. Oscilatii neamortizate (ecuatie liniara)
Ecuatia oscilatiilor neamortizate este

x"(t)+ W, x(¢)=a-sinor.
Ea este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul II cu coeficienti
constanti. Ecuatia caracteristicd atasati este r” + a)02 =0 si are solutiile
n=@,-i,respectiv r, =—a@,-i.
Solutia generald a ecuatiei omogene este
X, (t)=C, coswyt +C, sin yt .
Pentru a gasi o solutie particulara se disting doua cazuri :
- daca Wy # W 0 solutie particulara are forma
x(¢)= Acos ot + Bsin wt
In aceasta situatie x'(t)=-Awsin ot + Bocos ot si

x"(t)=—Aw’ coswt —Bw’sinet . IntroducAnd in ecuatie obtinem

2 2 . . . . . .
(a)o -’ )A cos t + (a)o -’ )B sinwt =asinwt si, din identificarea

coeficientilor rezulti A=0 si B= - Solutia particulard este

®,” -
deci
a .
X, (t) =—5—sinot
w, —@
Solutia generala a ecuatiei va fi

. a .
x(t) =C,cosoyt + C, sin gyt + ———sinat .
w,” —®
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- dacd w@,=w solutia particulard se cauta sub forma
X, (t)= (At + B)sin et +(Ct + D)cos w,t . Din calcule similare celor

v a . . y
precedente rezultd x, (t)= —2—1 cosa,t sisolutia generald este
@y

x(t) =(C, - Lt) -cos Wyt + C, sin ¢
2w,

In acest caz amplitudinea miscdrii devine considerabild, ceea ce permite

obtinerea unor efecte enorme folosind un termen perturbator mic

(valoarea lui a este micd).

Acest efect este important (de exemplu) pentru obtinerea unor tensiuni

ridicate necesare amplificarii unor semnale radio.

7.1.b. Oscilatii amortizate
Dacid se tine cont de amortizarea oscilatiilor se obtine ecuatia

x"(t)+20-x'(¢)+ Q% - x(t)=a-sinr .
Ecuatia carateristici asociati, r>+2ar+Q”=0, are solutiile

2 2
h,=—at\Na -

- daca a’>Q° solutia generald este

)= Cle(_wm)t (cada?-a? )

K 2 2 . x —at
- daca a” =Q7 solutia generald este x, (t)z(C1t+C2)e “

+Che

- daca a’<Q? solutia generala este
x,(t)= e""(C1 cos(t\/ Qo j +C, sin[t\/ Q’-a? D :

Conditia >0 aratd cd limx, (t)=0 adica, in absenta unui termen

—>0
perturbator, miscarea este amortizata .
Deoarece ecuatia caracteristicd nu are radacini pur imaginare, solutia
particulara se cautd sub forma x, (t)= Asin wt + Bcos ot .
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Inlocuind x'(¢t)= Awcos wt — Bwsin wt s
x"(t) =—Aw’sinwt — Bw® cosot in - ecuatia initiald obtinem, prin

(Q* —w*)A-2awB =a

identificarea coeficientilor, ecuatiile din care
2004 + (Qz - a)z)B =0
rezultd
20w
Qz — 602 . = —
A=a s B a

2 2 2 2 -
(@2 -0 + 400 (Q —w )2+4a @
In acest caz solutia particulara este
Q -’ 2aw
x,(t)=a — —cos ol —a———" —
(Q —a))2+40:a) (Q —a))2+4aa)
Ca de obicei, solutia generali a ecuatiei este x(t)= X, (t)+ x, ().

sin wt

Exemplu: Si se resolve ecuatia x"+4x'+9x = 3sin 2¢.
Inacestcaz =2, Q=3, w=2.

Ecuatia caracteristicd 7° +4r+9=0 are solutiile 7, =-2+ iN5 , deci

solutia generala a ecuatiei omogene este

X, ()= e‘z’(C1 cos +/51+ C, sin \/gt)

Solutia particulard este x, (t) = ;—gsin 2t — % cos2t. Ea se mai poate

. 3 . 8 .
scrie sub forma x (f)=——=sin(2¢t—¢), unde tg¢ =— . Ea are perioada
p( ) @ ( ¢) g¢ 5 p

T 2r 2rx . y .
principala 7T=—= BN m care este considerata perioada de
@

oscilatie.
Sa observam Insd ca solutia generald

x(t)=e* (C1 cos+/5¢ +C, sin \/gl)-f- %(5 sin 27 —8cos 2¢)

Nu este o functie periodica.
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7.2.Miscarea unui pendul (ecuatie liniara)

Sa se descrie miscarea unui pendul legat de punctul O printr-un
fir de lungime |, daci acest pendul este deviat de la verticala
locului cu unghiul la centru 6, si viteza sa initiala este v, .

Figura 3. Pendulul matematic

Se considera ca variabild independenta unghiul dintre verticala locului
si firul OM (pendulul se afld in punctul M ). Functia necunoscuta
x=x(9) reprezintd arcul OM. Asupra corpului aflat in M actioneaza

greutatea G= mg dirijatd pe verticala in jos si tensiunea in fir dirijata
de-a lungul firului spre punctul O. Forta rezultantd este
F=—mgsin€-2+(T—mgcos9)-;, unde 2, Zreprezinté vectorul
tangent, respectiv normal, la traiectorie.

Proiectand legea fundamentala F=m-a de-a lungul tangentei la
traiectorie §i tindnd cont ca acceleratia este a doua derivata a spatiului,
obtinem ecuatia
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x"(&)z —gsind.
Dacd 8<10° atunci se poate face aproximatia siné =6 = x(H)/ [ si

ecuatia devine
xX'"'=—-g-x/l

Aceasta poate fi consideratd o oscilatie neamortizatd daca vom

considera @, =+/g// . Solutia sa generald (vezi paragraful 1 sect 1a.)

este x(t)=C, cos(\/% . t] +C, sin(\/% . IJ . Ea se mai poate scrie
x()=4C2+C,° [sin ¢ cos(\/% . tJ +cosg- sin(\/% . tJ] =M sin{\/% ‘t+ ¢5}

b

C
unde e(—m,m) este unghiul ce are cosg=—=2—— si
¢ ( ) g ¢ m $

sin¢=% iar M=1[C12+C22 .

VG +GC,
Aceasta este cea mai simpld migcare periodicd, numita si miscare
armonica.

Perioada miscarii este 7 =27/, =27z{ \/z] , care este independentd
g

de masa pendulului.
Constantele miscérii (C;, C, sau M,¢) se determind din conditiile

initiale x(0)=7z-1-6,/180, x'(0)=v,.

7.3. Calculul perioadei unui circuit oscilant (ecuatie liniara)

Un circuit oscilant este format dintr-o bobina (de inductantd L)
legata de un condensator de capacitate C . Codensatorul,
incarcat in prealabil, se descarca in bobina.
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Variabila independenta este timpul 7. Se noteaza
- i(¢) intensitatea curentului la momentul ¢

- ¢(t) sarcina electrici a condensatorului la momentul ¢
- v(t)=¢(r)/ C diferenta de potential la bornele condensatorului la

momentul 7.
Forta electromotoare datoratd variatiei de flux in bobina este
e=-L- i'(t) iar legea lui Kirchoff aratd ca i(t) = (v(t)+ e(t))/ R.

Inlocuind toate aceste expresii in functie de q(t) obtinem ecuatia

R 1
"(¢)+—-q'lt)+——=¢qlt)=0
q"(t)+7-q (t)+ =)
Ceea ce reprezintd un oscillator amortizat fard termen perturbator
(paragraful 1, sectiunea 1b.), considerand 05=i si szL.
2L L-C

Reluand rezultatele prezentate acolo obtinem:
/L . . . <
- daca R>2 ra (adici > > Q) atunci solutia generali este

(Va-a)  (~aa?-a)

gt)=A-e + Be

Constantele 4 si B se determina din conditiile initiale q(O)qu si
i(0)=0
A+B=q,

Din sistemul rezulta
A(\/az -7 - aj —B((\/az -7 + a]) =0

@.\/az—Qz +a si B_@\/az—Qz -a
2 Va'-o? 2 -0

Sa remarcam ca puterile ce apar la exponenti sunt amandoua negative
sideci lim q(t) =0.
t—o0

A=
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- daca R=2-\/% (adici® =Q7%) atunci solutia generald este

q(t)=(4t+B)-e™.
Coeficientii 4 si B sunt In acest caz 4A=—q, si B=¢q, si solutia se
scrie

q(t)=gq(t-1) .

- daca R< 2\/% (adici o> < Q?) atunci solutia generali este
glt)=e (M cos(\/ Q’-a? -t] + Nsin(\/ Q- tD .

Din conditiile initiale rezultd M =g, si N = [ $?

In problemele legate de circuite electrice este mai importantd
studierea functiilor i(?) si v(¢) decét cunoasterea lui ¢(?), de aceea le
explicitdm in acest ultim caz.

Se noteazi NQ'-a’/a=tgp, deci cosg=a/Q si
sing =vQ” —a’ /Q si se obtine

W(t)= q—g-%e"” -sin(\/ Q> —a® 1+ ¢)

Q' —a

() qu —a 2 2
z(t)—ﬁe ’cos(\/Q -a -t]

Ea reprezintd o miscare oscilantd amortizata, neperiodica, dar distanta

. y 2z
intre punctele de extrem este constanti, 7 =—————. Aceasta

1R
LC 41
formula a fost obtinutd de William Thomson si este cunoscutd sub

numele de “perioada a circuitului oscilant”.
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Un astfel de circuit este un generator de oscilatii amortizate.
In situatii concrete o® este mult mai mic decat Q* deci cosg~0 si
sing~1, ceea ce aratd cd ¢ ~ /2. In aceste conditii se obtin

v(t)= Do gt gin| r + 2 | =20 07 cos
C 2 2 .

i(t)= g,Qe ™ sin Qt

In aceasta situatie perioada circuitului este 7 =27+ LC .

7.4. Oscilatii ale unei coloane de lichid (ecuatie liniara)
Se considera un tub in forma de U, deschis la ambele capete, cu
sectiunea S continind un lichid. Se provoaca o denivelare a
lichidului fati de pozitia de echilibru radicind nivelul siu intr-o
arip4 a tubului cu x;. Si se descrie miscarea lichidului.

00, $ax
A;'T‘ 0’ 0

0.0 0

Figura 4. Oscilatia unei coloane de lichid

Variabila independentd este timpul ¢ iar functia necunoscutd este
x =x(¢), care misoari diferenta de nivel dintre pozitia de echilibru si
nivelul licidului masurata pe o aripa a tubului.

Se considerd cunoscute m = masa lichidului, S = sectiunea tubului, / =
lungimea tubului ocupata de lichid, p = densitatea lichidului si g =

acceleratia gravitationald.



95

Deoarece tubul poate fi asimilat cu unul cilindric se poate considera
cam=p-[-S.

Lichidul se pune in migcare pentru cd asupra lui actioneazd forta de
greutate corespunzitoare coloanei de lichid cu indltimea 2x(¢).

Mirimea acestei forte este F(r)=2-x(t)-S-p-g. Scriind legea
fundamentala a dinamicii obtinem ecuatia
m-x”(t)z 2-x(t)-S-p-g,adica

x'-(t)+27gx(t):o.

Ea reprezintd un oscillator neamortizat (paragraful 1, sectiunea la.)

L 2
daci notim @, = Tg .

. 3 [ ]2 « % A
Solutia generald este x(z)=x, sm[ Tg-t+¢J ceea ce aratd cd, in

cazul ideal (fara amortizare datorata frecarii) lichidul va avea o
miscare oscilanta in jurul pozitiei de echilibru.

Dacé se ia in considerare si frecarea se obtine o miscare oscilantd
amortizatd asemanatoare celei din paragraful anterior.

7.5 Propagarea cildurii intr-o bara (ecuatie liniara)
Se consideri o bari de lungime mare, teoretic infinitid care este
incastrati cu o extremitate intr-un mediu a caarui temperatura
este mai mare decit cea a mediului ambiant. Si se descrie
distributia temperaturii de-a lungul barei atunci cind este atins
regimul permanent, adici temperatura nu se modificd in timp.
Variabila independenta este x, distanta la punctul de fixare,
corespunzitor lui x=0. functia necunoscutd este temperatura
T=T(x).
Cantitatea de caldurd ce traverseazad sectiunea S a barei (aflata la
distanta x de punctul de fixare) intr-o secundd este Q9 =—K-S-T"(x).

Coeficientul K masoara conductivitatea termicd a materialului si
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semnul “-“ aratd cd temperatura se micsoreaza atunci cand ne
departam de punctul de fixare..
Pe distanta Ax se pierde o cantitate de caldurd

AQ=-K-S-Ax-T"(x).
Aceasta pierdere poate fi calculatd si folosind formula
AQ=-a-T(x)-p-Ax unde @ este coeficientul de dispersie a
caldurii (care depinde de calitatile suprafetei exerioare, de exemplu
porozitate, culoare) iar p este aria laterala a barei de lungime Ax .
Egaland cele doua expresii obtinem ecuatia
—K-S-Ax-T"(x)=—a-T(x)- p-Ax, adici
7" (x)- o, T(x)=0

unde a)02 =p- a/(K . S). Solutia generala a ecuatiei este

T(x)=A-e™ +B-e™".

Deoarece conditia lim 7'(x)=0 este naturala rezulti cd 4=0. Din

X—>00
7(0)=T, se deduce
T(x)=T,-e ™"
ceea ce aratd ca temperatura scade exponential n raport cu distanta.

7.6 Ecuatii de miscare (ecuatii liniare)
7.6.1. Caderea corpurilor (miscare rectilinie)
Miscarea rectilinie a unui corp de masi m asupra caruia
actioneazi o fortd de atractie proportionala cu distanta x la un
punct fix O este descrisa de ecuatia

x"(t)=-g
unde x=x(t) reprezintd distanta de la corp pana la O, masuratd la

momentul de timp ¢.
Daci notim ()=x'(r) obtinem ecuatia V'(t)=—gcu solutia

W(t)=—gt +C, sidin x'(t)=—gt + C, rezultd x(¢)= —%gt2 +Ct+C,.
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Dacéd la momentul initial #=0 corpul se afla la distanta x,fata de
origine si a fost lansat cu viteza v(0)=v, atunci legea de miscare a
corpului va fi

x(t)z —%gt2 + Vot + X,

7.6.2. Miscarea unui corp intr-un cimp de forte centrale (miscare
plana)

Si se descrie miscare unui punct material intr-un plan daci acesta
este atras de centrul O cu o forti proportionali cu distanta la O.
Miscarea incepe dintr-un punct aflat la distanta a de centrul O si
viteza initiald, perpendiculari pe raza OA, are mirimea v, .
Variabila independenta este timpul ¢ iar functiile necunoscute sunt
x=x(¢) si y=y(r) care reprezinti coordonatele punctului material la
momentul 7.

. .o _ . |mex"=—k7-x

Ecuatia fundamentala a dinamicii se scrie .
m- yvv: _kz . y

Se considera (pentru simplificarea calculelor) cd miscarea Incepe din
A(a,O).
x(0)=a  y(0)=0
¥(0)=0 y(0)=v,
Solutia generala a sistemului de ecuatii (independente una de cealalta)
este

Conditiile initiale sunt deci {

x(t)=4- cos(%t} +B- sin(%t}
y(t)=C- COS(%IJ +D- sin[%t} |

Din conditiile initiale rezultd 4=a ,B=0, C=0, D=y, Tm , deci

solutia sistemului este
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x(t)=a- cos(%zj , w(t)=v, -%-sin(%zj .

Din eliminarea lui ¢ intre cele doud ecuatii rezulta cd traiectoria
punctului are ecuatia
x? k?
_2+
a m-v,

2 _
7Y =1
ceea ce aratd ca punctul se misca pe o elipsa

7.7 Determinarea coeficientului de frecare (ec neliniara)
Un punct material de masd m se miscid cu frecare pe un cerc
vertical. La momentul initial se afli la o extremitate a
diametrului orizontal si are viteza initiald v, =0. El atinge cel
mai coborit punct de pe cerc cu o vitezi egali cu 0. Si se
determine coeficientul de frecare u dintre punct si cerec.

A
»l =

e
SN

Figura 5. Miscare cu frecare
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Variabila independentd este timpul iar functia necunoscutd este
o= ¢(t) care masoara unghiul la centru format de raza vectoare cu
raza vectoare initiala OA.

—_—

Consideram ¢. si n. vectorii tangent, respective normal la cercul
(©.

Viteza corpului este ;(t) =r-§'(t) t? iar acceleratia este
alt)=r-¢"(0)-tc+r-v*(0)-nc
Ecuatia de miscare, m- a=G+R+ ]?f , proiectatd dupd directia
normalei §i a tangentei la cerc aceasta conduce la sistemul
Geosg—F,=m-r-¢" deci m-r-¢@"'=m-g-cos¢—u-R
{R—G-sin¢=—m-r'¢'2 = {—m-r-¢'2=m'g-sin¢—R '
Eliminind R=m-g-sing+m-r-¢" intre cele doud ecuatii obtinem
ecuatia diferentiald neliniard de ordinul II incompletd (variabila
independenta nu apare explicit)

re@"vu-¢+u-gsing—g-cosg=0.

Se noteazd z=¢"si , deoarece z'=2-¢'-¢"=z'(¢5')-¢', se obtine

1 . . :
P'= Ez’ . Ecuatia de ordinal II devine

g-z'Jr,u-r-z=g-(cos¢—,u-sin¢)

care este o ecuatie liniard de ordinul L.
Ecuatia omogend atasatd, z'=-2-u-z are solutia generala
z=C.e?"7,

Aplicand metoda variatiei constantei obtinem

C'(¢)=%- g-e*H? (cos¢ — u-sin ¢) si, prin integrare directd
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rezultéC(¢) 2-g Y 3p-cosgp+(1-2- ,u %). sm¢
1+4-4°
aratd ca ecuatia hmara are solutia
z(¢) 2g3u-cosgp+(1-2- ,u 7). s1n¢ KoM
r 1+4- 47
Aceastd ecuatie nu poate fi rezolvatd analitic dar acest lucru nici nu

K, ceea ce

este necesar deoarece, din conditiile initiale v(O)zO, V(Ejzo,

adica z(0)=0, z[%j =0

2g _3H _r_o

rool+4-4° .
rezulta 5. 5 adica

Z8. - ,u +K-e " =0

rool+4-47

(1—2-/12)—3-/1-6_”'” =0
Nici aceastd ecuatie irationald cu necunoscuta g nu poate fi rezolvatd

analitic dar solutia ei, aproximata numeric cu o eroare de 0.01 este
u=0.62.

7.8. Determinarea ecuatiei unei curbe (ecuatie neliniara)

Sa se determine curbele plane care au raza de curburi constanta
R>0.

Ecuatia curbei cautate va fi y = y(x). Raza de curbura este definita

-0y)”

"

de p= , deci ecuatia problemei este

(0]
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Aceastd ecuatie neliniara incompletd se transforma intr-un sistem de

1

=u
ecuatii de ordinul I /-
R-u'= (1 + uz)3
Din ultima ecuatie a sistemului rezultd, prin integrare directd
u x—-C .. x-C . . .
—_—= adicd y=*————. Inlocuind # in prima
Vu® +1 R Rz—(x—C)2

ecuatie si integrand obtinem y = —/R* — (x - C)2 + C,, adicd
(y-C ) +(x-C)=R".

Aceastd relatie aratd ca doar cercurile de raza R (si centru arbitrar

A(C,C,)) au raza de curbura constantd, egali cu R.
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