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CAPITOLUL 1

Integrale Riemann pe dreapta reala. Integrale
improprii

Consideram cunoscute din liceu definitia si principalele proprietati ale
integralelor Riemann de pe dreapta reala, astfel ca in cele ce urmeaza vom
face doar o foarte scurta recapitulare a anumitor proprietati si definitii.
In plus, vom aminti doua tipuri de aplicatii in viata reala ale acestor
integrale si vom introduce o noua notiune — aceea de integrale improprii.

DEFINITIA 1. Fie J C R un interval si f : J — R. Spunem ca f
admaite primitiva pe J daca exista F': J — R derivabila pe J astfel incat
F' = f. In acest caz spunem ca F este primitiva functiei f.

OBSERVATIE. Daca f admite o primitiva F, atunci ea admite o in-
finitiate de primitive de forma F + ¢, unde ¢ reprezinta o constanta reala.

Reamintim din liceu urmatoarele formule.

Primitive ale unor functii elementare

—_

$a+1
. /xada:: + C, aricare ar fi v # —1.
a+1

Consecinta: /dx =z +C.

N

1
/—dx:1n|x|+C.

/6$dx: e’ +C.
lna

4. /smxdm = —cosz +C.

w

cosxdr =sinz +C.
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1
6. / dr = —ctgz + C.
sin? x

1
7./ dr =tgx +C.

cos? x

9]

: /tgxdx = —In|cosz|+C.

9./ctgxdx:ln]sina:]—|—c.
1 1 T —a
10. | ——dx = —1 )
/1‘2—(12 v 2an r+a +C

1 1
11. /md:c—aarctg< )—i—C

1
12./mdm—arcsm<a>+c
13. dw-ln’x—k\/x?—aQ‘—kC
/\/ 2 _ g2

_ 2 2
14./\/mdx 1n<x+ a:+a>—|—C

TEOREMA 1. (Formula Leibniz-Newton)
Fie f : [a,b] — R o functie integrabila care admite primitive. Atunci
oricare ar fi F' o primitiva a lui f pe [a,b], avem
b

Exemple
2 z |2 412 2 0 4 4
3 3z 3 3 3-2% 3-0
1 3% + 32%) dr = - = _ _ —
/0( —i—a:)x In3 40 In 3 1n3+4 4
8
— 4+ 12
lnBJr
4
1 4
2. 2—5d:c:1n(:c+\/a;2+5>) zln(4+\/21)—ln(—1+\/6>:
-1 VvVze+ -1
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Aplicatii ale integralelor Riemann pe dreapta reala
Fie f : [a,b] — R o functie continua pe [a,b]. Atunci:

1. aria domeniului D C R? marginit de graficul functiei f, axa Oxz,
si dreptele de ecuatii x = a si © = b, este data de formula

A(D) = / ()] d.

Exemplu: Daca f(z) = z, atunci, calculand aria subgraficu-
lui functiei f marginite de axa Ox si de dreptele de ecuatii x = 0
si x = ¢ > 0, regasim formula ariei unui triunghi dreptunghic
isoscel cu catetele de lungime c:

c 2
AA—/|x|dx—x—
0 2

2. volumul corpului D C R? obtinut prin rotirea graficului functiei
f 1n jurul axei Ox este dat de formula

b
V(D) = 7T/ f(x) dz.

Exemplu: Daca f;[0,h] — R, f(x) = r > 0, atunci, cal-
culand volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f
in jurul axei Oz, regasim formula volumului unui cilindru circular
drept de raza r si inaltime h:

c 2

0

h
= 1rh.

h
2 2
Vcilindru = 7/ redr =mrix
0 0

Revenind cu discutia la calculul integralelor Riemann, trebuie spus ca,
spre deosebire de ceea ce s-a invatat in liceu, aici vom intalni si situatii
in care intervalul de integrare este nemarginit.

DEFINITIA 2. Integralele pentru care intervalul de integrare este
nemarginit se numesc integrale improprii in raport cu intervalul (sau in-
tegrale improprii de speta a intdi).

Aceste integrale se rezolva in mod obisnuit doar ca atunci cand unul
dintre capetele intervalului este nemarginit vom calcula limita in capatul
respectiv. Daca aceasta limita nu exista sau nu este finita, functia nu este
integrabila pe intervalul respectiv.

Ne putem intalni cu unul dintre urmatoarele cazuri.
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b—o0

I /aoof(x)dx: lim /abf(x)dx.
b b

2. f(x)dr = lim f(z)dx.

3. /00 f(z)der = lim bf(:v) dx.

Exemple:
2 2
1. 5xztdr = lim x5’ = 2° — lim @® = +oo. Prin urmare
oo a——00 a a——00

functia f datd de expresia f(z) = 5z% nu este integrabild pe
intervalul (—oo,2). (Spunem ca integrala sa este divergenta pe
acest interval.)

< 1
2. /1 o dr = bli_}rglo arctg:pﬁ = blLIEO arctgb—arctg 1 = g—% =

este

T 1
= —. Prin urmare functia f data de expresia f(x) =
integrabila pe intervalul (1,00). (Spunem ca integrala sa este
convergenta pe acest interval.)

De asemenea, ne putem intalni si cu situatia in care integrandul (adica
functia ce se doreste a fi integrata) este nemarginit pe intervalul de inte-
grare.

DEFINITIA 3. Integralele pentru care integrandul este nemarginit pe
intervalul de integrare se numesc integrale improprii in raport cu functia
(sau integrale improprii de speta a doua,).

De aceasta data vom utiliza limitele laterale. Ne putem intalni cu
unul dintre urmatoarele cazuri.

t—a;t>a

b b
1. Daca f nu este definita in a, atunci/ f(z)dr = lim / f(x)dx.
a t
t

b
2. Daca f nu este definita in b, atunci / f(z)dx = lim f(z)dx.

t—b; t<b a

49 4
Exemplu: / —dr= lim In|x|
0 x

t—0;t>0 ‘
= 400. Asadar aceasta integrala este divergenta.

=lnd— lim Int=4+o0c0=
t—0;t>
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Daca se intampla ca intr-un interval sa apara mai multe puncte din
acestea in care functia nu este definita, vom ajunge la unul dintre cele
doua cazuri expuse mai sus folosind proprietatea de aditivitate a inte-

gralei:
/f M—/f M+/f
b].

Sa recapitulam acum cateva dintre tehnicile de calcul al integralelor.

unde ¢ € [a, b]

TEOREMA 2. (Formula de integrare prin parti)
Fie f, g : [a,b] — R doud functii derivabile cu derivate integrabile. Atunci

[ s [ @i
Aplicatii: Calculati:
2
1. / re® dx;
1
3
2. / Inz dx;
1

0
3. / 2% cosx dx.

-_n

6

TEOREMA 3. (Prima formula de schimbare de variabild)
Fie f : [a,b] = R o functie continud si ¢ : [a, B] — [a,b], p € Ca, B].

Atunci o8
flp dr = f(t)dt.
/ () dz / 0

Aplicatii: Calculati:

2
1./ e du;
-3

2. / zsin(x? + 1) dr;
0

3. /1 do
_1J?+3
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s .
3 S x

4:. Z—dvx-
—x COS* T — 2

Trecem acum la integrarea functiilor rationale.
DEFINITIA 4. Fie J C R un wnterval. O functie f : J — R se
numegte rationald daca gi numai daca exista P, QQ € R[X] astfel incat

P(x)

flz) = ;

Q(x)

Un rol special este jucat de functiile rationale simple, incadrate in
urmatoarele trei categorii:

oricare ar fix € J.

a) f(z) = ap+aixr+axx®*+ - +a,r", unde a; € R, oricare ar fi k,

c 22 3 !
n € N. Avem/b fz)dx = (a0x+a1?+a2§+---+ann+l
b) f(x) = ﬁ, unde n € N*, @ € R. Avem de tratat doua
situatii.
Dacan > 2, /Cf(x) dr = /C(x—a)"(x—a)'dac = (Gl
b b —n+1

c

Daca n =1, / f(z)dx =1In|z — a|
b

b
Ar + B
c) flz) = — ;
(2% + pz + q)
4g < 0. Pentru calculul integralelor din acest tip de functii se
utilizeaza forma canonica a ecuatiei de gradul II, adica faptul ca
2 +pr+q=(x+p/2)* - A/4

,unde n € N*, A, B, p, ¢ € R, iar p*> —

Celelalte functii rationale pot fi descompuse in functii rationale sim-
ple. Vom arata cum poate fi descompusa in functii rationale simple o
P(x)
Q(z)

grad(P(z)) > grad(Q(z)) se reduce la cazul anterior aplicand teorema
impartirii cu rest:

functie de forma in care grad(P(z)) < grad(Q(z)). Cazul in care

daca P(x) : Q(x) = L(x) rest R(z),
atunci

Px) = Q(x) - L(x) + R(x),

b

)

C

b
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deci
P(z)
Q(z)
cu grad(R(z)) < grad(Q(z)).

Rlz)
Qlz)’

= L(z) +

TEOREMA 4. Fie I C R un interval si f : [ — R, o functie rationald,

flz) = %, cu grad(P(z)) < grad(Q(x)). Dacd descompunerea lui Q

in factori ireductibili peste R[X] este
Q(z) = (x—a) " (x—ag)™ ... (z—ap)" (2> +pro+q)™ ... (2> +pxt+q)™,
unde n;, pj, ¢; €R, cuie{l,...,k}, 7€ {1,... 1}, atunci

k _
P(x) Al A? Al
f(z) 0(z) Z(aﬁ—az x—ai)2+'“+—(:€—ai)"i)+

=1

! 1 1 2 2 m; mj
Bix + Cj Bix + C; Bi7x+C;
+§ 5 + Lot .
2 +pir+q (224 piw+q5) (22 4 pjz + q;)™

ar coeﬁcienm’z’ care apar la numarator se determina prin metoda identi-
ficarii coeficientilor de la polinoame egale.

zt + 4 B
x(z =53 (2?2 +x+1)2
A B C D Ex+F Gr+ H

:;+x—5+(a:—5)2+(x—5)3+x2+x+1+(x2+x+1)2'

Exemplu: f(z) =

Aplicatii: Calculati:
4
4
1. —d
/1 4?44

2 /0 P aarn

Incheiem recapitularea metodelor studiate in liceu cu a doua schim-
bare de variabila.
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TEOREMA 5. (A doua schimbare de variabila)
Fie [ :[a,b] = R continua si ¢ : [, 8] — [a,b], bijectiva, derivabila si cu
derivata nenulda. Atunci
b 1 (b)
[ rara= [ g
a v~ 1(a)
Trebuie precizat ca nu exista o regula general valabila de alegere a

functiei ¢. Cu toate acestea, anumite cazuri sunt standard, si prezentam
doua astfel de cazuri.

(&
L. / R(a") dz, unde R este o functie rationala.
b

Metoda de rezolvare: Se efectueaza schimbarea de vari-
abila a” = t, de unde se obtine ca x = log, t = ¢(t).

2. / R(Wz, ®/x,..., ®/x)dx, unde R este o functie rationala.
b

Metoda de rezolvare: Se calculeaza cel mai mic multiplu

comun al ordinelor radicalilor, m = [kq,ko,...,k,], i apoi se
efectueaza schimbarea de variabila {/x = t, de unde se obtine ca
x=1t"=p(t).

Aplicatii: Calculati:

L /—1 dx ;
-3 5—6€x

16
2. / dzx.
o l++vx

B




CAPITOLUL 2

Integrale simple cu parametru

DEFINITIA 5. Fie ACR gi f: Axla,b] = R o functie cu proprietatea
ca, pentru fiecare x € A, functia t — f(x t) este integrabila pe |[a,b).
Functia F : A — R definita prin F(x f f(z,t)dt se numeste integrala
cu parametru (parametrul fiind x).

TEOREMA 6. Fie A C R un interval si f : A X [a, b] — R o functie

continud pe A X [a,b]. Atunci functia F': A — R, F(x f f(x,t)dt,
este continua pe A.

TEOREMA 7. Fie A C R un interval si f : Ax|a,b] — R. Daca f este
continud pe A X [a,b] si admite derivatd partiald in mport cu T care este

continud pe A X [a,b], atunci functia F : A — R, F(x f f(x,t)dt,
este derivabila pe A si derivata sa este data de
F'(z) = gf (x,t)dt,

aceasta derwata fiind si continud pe A.

Algoritm de calculare a integralelor cu parametru

Pentru a calcula fab f(z,t) dt parcurgem urmatoarele etape:

I notam F(x) = fab f(x,t)dt si aratam ca f este continua pe A x

[a, 0];
of . .. . N
IT calculam 3 5 aratam ca este continua pe A X [a, bl;
x
III calculam F'(x) = gf( ,t) dt;

IV determinam prlmltlvele lui F’, gasind functia F' dupa conditiile
impuse de problema.

13
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TEOREMA 8. (Teorema lui Fubini)
Fie A C R un interval si f : AX [a b] = R o functie continua pe A X [a,b].

Atunci functia F : A - R, F(x f f(z,t)dt, este integrabila pe orice
interval compact [a, B] C A si avem

/jF( dx—/ </fxtdx>dt

De fapt, Teorema lui Fubini ne spune ca

/j (/abf(x,t)dt) da::/ab (/jf(x,t)dx) dt,

adica, daca f este continua, se poate inversa ordinea in care integram.



2. INTEGRALE SIMPLE CU PARAMETRU 15

Exercitii pentru fixarea notiunilor nou introduse

1. Calculati primitivele:

) /(x21+5+cosa;) dz;
b) /(x3+ 3_1:62) dz;
c) /(\/%Jr 143:1) dz;

1
4 .
d) /(2x2—3+ Ctgx) dx;

) /ﬁdz.

2. Calculati urmatoarele integrale improprii si specificati daca sunt
convergente:

a) / (—22” + 5z — 3) da;

1

o 7
b) /_OO —4x2+2dw;

228 =32+ — 11
C)/x x°+x d:
0

T

61
d dx;
)/Sx—G .

3. Calculati
0
a) / (3x + 16) e* dx;

-1

0
b) / xsinz dz;

-3

c) / zln? z da;
1

3
d) / e cos x dx;
0
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S|
d.
6)/2 9r — 34"

™

f) /016 sin(8z) dx;

2
g)/ x2513’4d:v;

1

h) /;ﬁdx;

k) /3 dx
g x24T +2
4. Calculati
2 /id
,1(1'—1)3 ’
5 r45
b ——dx;
)/2 @+ 1)
1
T
d .
o | e
) /_1 dx _
_9 :L’Q—l-a:’
d .
6)/1 245z
3
T
dz.
f)/2 (222 4+ T7)(x — 1) v

5. Calculati

a)/ Sn\l/\_/id:r;;
0 T
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81 4
z+1
b) / Vet
16 Vo —1
9
r+1
i dx;
0o Vr+1

c)
d) /26 dl‘ .
. 14+ Ve +1
e) / dx;
1 9% +5
2 dx
/) /0 1+ e’
) /1 dx .
g 0 3 — 263;,

3 32z
h) / I3

1

6. Sa se calculeze (
; 2’3
(A4 at)(2—-1)
f@iy_mu—xw@+w'

11
f(x,t)dt, unde x € (—,—), iar

17






CAPITOLUL 3
Integrale multiple

In cele ce urmeazi ne ocupam de calculul integralelor duble, pentru

functii de doua variabile, gi de integrale triple, pentru functii de trei vari-
abile.

DEFINITIA 6. Spunem cd multimea D C RYN este conexd dacd nu
existd doud multimi deschise disjuncte M;, My, € RY astfel incat D C
MyUM,, MinD #0 si Mo D # 0. O mulfime deschisa si conexd se
numeste domeniu. Un domeniu inchis si marginit se numeste domeniu
compact.

Fie D C RY un domeniu compact. Principalele proprietati care erau
valabile in cazul integralelor simple raman valabile pentru integralele mul-
tiple.

PROPRIETATEA 1. Daca f este continua pe D, atunci | este integra-
bila pe D.
PROPRIETATEA 2. (Proprietatea de liniaritate)

Fie a, 5€R§z’f,g'DCRN—>R
) Daca N = 2 atunci

// af(x,y) + Bg(z,y)) dxdy—a//fxydxdy—i—ﬁ// (z,y)dzdy.

(ii) Daca N = 3 atunci

/// (af(z,y,2) + By(z,y, 2)) dedydz =
= a// f(z,y, z)dvdydz + 5/// g(z,y, z)dxdydz.

19
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PROPRIETATEA 3. (Proprietatea de aditivitate a domeniului)
Fz’ef-D:DluDgCRNﬁR

) Daca N = 2 atunci

// fxydmdy—//fxydxdy+/ F(z,y) dzdy.

D=D1UDo

Daca N = 3 atuncs

// f(z,y, 2) dedydz = // flz,y, 2z dxdydz—i—// flz,y, 2) dedydz.

D=D1UDs

PROPRIETATEA 4. (Proprietatea de monotonie)
Fie f, g: D C RN - R.

(i) Daca N =2 gi f(z,y) < g(z,y) oricare ar fi (x,y) € D, atunci

/ fxydxdy<// (x,y) dzdy.

(ii) Daca N =3 si f(z,y,2) < g(x,y,2) oricare ar fi (z,y,2) € D,
atunci

/D/ f(x,y, 2) dedydz < /D// g(z,y, 2) dedydz.

PROPRIETATEA 5. Fie f: D C RY — R.
(i) Daca N = 2 atunci

[ swwasis| < [[ 1) dody

(ii) Daca N = 3 atunci

/D/ f(z,y, 2) dedydz S/D/ |f(z,y, 2)| dedydz.
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De asemenea, o observatie importanta este aceea ca

/ / dxdy = aria domeniului D,

/ / / dxdydz = volumul domeniului D.
D

1ar

1. Calculul integralelor duble

Consideram D = [a, b] X [¢, d], deci D este un domeniu dreptunghiular
si f:a,b] x [¢,d] - R. Vom gandi ca la derivarea partiala, adica atunci
cand integram in raport cu z, il tratam pe y ca si cum ar fi constanta, iar
cand integram in raport cu y, il tratam pe x ca si cum ar fi constanta.

Exemplu: Fie D = [-1,1] x [0,2] si f: D = R, f(x,y) = 3zy* — 2.

Atunci
//f x,y)dxdy =

[ (32y” —2)d]dy
< / xde/xldm)d
As

22991
— 2z dy
r=—1 r=—1

y=2

:/o —4)dy = —4y

= 8.

y=0

Fie f : [a,b] X [¢,d] — R o functie continua. Dupa cum am vazut din
Teorema lui Fubini (Teorema 8), daca f este continua, atunci ordinea de
integrare nu conteaza:

J[ tamasiy= | b { / df(x,ymy] i~ | d { / bf(x,wdx] dy.

Constatam ca are loc aceasta proprietate pe exemplul anterior, in care
functia f(z,y) = 3zy* — 2 este continud pe D = [—1,1] x [0, 2]:
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//f(x,y)d:cdy _ /_11 {/02(3@2 9 dy} d

:/_1 (zy° — 2y)

1

= —8.

y=2 1
dx:/ (8x — 4) dx

y=0 1

Dat fiind ca la functii continue nu conteaza, ordinea de integrare se
alege astfel incat calculul sa fie mai ugor (numai cand avem de-a face cu
astfel de functii).

Ne referim acum la situatia in care domeniul D nu este dreptunghic.
In aceasti situatie recurgem la schimbarea de variabila. Mai exact,
facem trecerea de la (x, y) la (u, v) printr-o transformare punctuala 7" care
duce (u,v) in (z,y):

{ r= x(u,v)

y= y(u,v)

astfel incat T'(D*) = D, unde D* reprezinta noul domeniu. Prin urmare
vom avea

_ D(z,y)
J[ s@asas = [[ statuor vt on |5 auan,
D D*
D
unde M reprezinta Jacobianul acestei transformari, adica,
D(u,v)
ox ox
—(u,v) —(u,v
Dy _| 3" Bt
D(u,v) Ay Ay

%(m v) %(u, v)

Atragem atentia asupra faptului ca acest D folosit In notatia aso-
ciata Jacobianului nu are nicio legatura cu domeniul D. De asemenea, sa
retinem ca in schimbarea de variabila Jacobianul este in modul.

Constatam ca determinarea transformarii 7' este vitala. Din neferi-
cire, nu exista nici aici o alegere universal valabila pentru 7', ci va trebui
sa ne orientam dupa ecuatiile care definesc frontiera domeniului D. O
transformare uzuala este urmatoarea.
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Transformarea in coordonate polare

Dupa cum stim, de multe ori, pentru a determina pozitia exacta a unui
punct M situat in plan, fixam un reper cartezian xQy si folosim abscisa si
ordonata lui M, prin urmare avem M (z,y). O altd modalitate de a stabili
pozitia lui M in reperul cartezian zOy este folosind lungimea segmentului
OM si unghiul facut de acesta cu axa Oz (in viata reala se ajunge deseori
la 0 anumita destinatie folosind o busola gi masurand distanta parcursa).
Asadar, daca notam OM = r, si notam cu 6 unghiul facut de OM cu
axa Oz, putem face legatura intre (x,y) si (r,0) cu ajutorul functiilor
trigonometrice:

cateta opusa vy cateta alaturata =

sinl = —— ==, cosf = , = = —.
1Ipotenuza T Ipotenuza T

In consecinta, transformarea
x= x(r0)
{ y= y(r.0)
este data in mod concret de ecuatiile

{ T = rcosf

y = rsinf.

Jacobianul acestei transformari este

ox ox

Dz, ) E(n 0) @(73 0) cosf —rsinf
= = =r.
D(r,0) @(T ) @(r 0) sinf@ 7cosf
or"’ 09"’

Exemplu: Calculati [[(2® 4+ y*)dzdy, unde D reprezinta discul lim-
D

itat de cercul C(A(1,2),2). Reamintim ca ecuatia unui cerc de centru
A(xa,ya) siraza r, notat C(A(za,ya),r), este

C(A(xa,ya),r): (x — xA)Q + (y — yA)2 — 2
De aceea, in cazul domeniului nostru avem
C(A(1,2),2): (x —1)* + (y — 2)* = 22

Este clar ca pentru a calcula aceasta integrala este necesara trecerea la
coordonate polare. Insa observam ca centrul cercului nu este situat in
centrul sistemului cartezian de coordonate xOy, deci ese necesar sa facem
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o translatie, ceea ce implica trecerea la coordonate polare sub urmatoarea
forma:

xr—1= rcosf

y—2= rsind,

unde r € [0,2], § € [0,27], deci D* = [0,2] x [0, 27] (fara aceasta trans-
formare nu ne putem descurca cu D deoarece nu putem diviza integrala
dubla in doua integrale simple). Ajungem la

//(w2 +y?)dady = /02 (/027r [(rcosf +1)* + (rsin6 + 2)°] rde> dr

care se rezolva in mod obisnuit deoarece noul domeniu de integrare D*
este un domeniu dreptunghiular.

De remarcat faptul ca D poate fi un semidisc, caz in care, cand trecem
la coordonate polare, 6 € [0, 7], sau 6 € [%, %4—7@, etc. De asemenea,
putem avea domenii care reprezinta un sfert de disc, 2/3 dintr-un disc
etc.

2. Calculul integralelor triple
Integralele triple se trateaza in mod similar celor duble. Consideram
D = [a,b] X [c,d] x [«, 5], deci D este un domeniu paralelipipedic. Fie
f :]a,b] x [¢,d] x [a, B] — R o functie continua. La fel ca la integralele

duble, vom folosi faptul ca, daca f este continua, atunci nu conteaza
ordinea de integrare.

Exemplu: Fie D = [0, g] x [0,3] x [L,e]si f: D =R, f(z,y,2) =
yeost Calculati [[[ f(z,y,z)dzdydz.
D

ot
In situatia in care domeniul D nu este paralelipipedic recurgem la

schimbarea de variabila facand trecerea de la (z,y, z) la (u, v, w) printr-
o transformare punctuala T' care duce (u,v,w) in (x,y, z) prin

r= z(u,v,w)

y=y(u,v,w)
z= z(u,v,w)
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astfel incat T'(D*) = D, unde D* reprezinta noul domeniu. Vom avea

/D/ f(z,y, 2)dedydz =

///f z(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v,w)) ’ll))(f g’w; dudvdw,
unde M reprezinta Jacobianul acestei transformari, adica,
D(u,v,w)
ox ox ox
%(u,v,w) %(u,v,w) a—w(u,v,w)
D(z,y,2) | 9y y Oy
Dlw,v.w) 5y (W VW) o (wv,w) (v, w)
0z 0z 0z
%(u,v,w) %(u,v,w) a—w(u,v,w).

Din nou, nu exista nici aici o alegere universal valabila pentru T,
astfel ca ne orientam dupa ecuatiile care definesc frontiera domeniului D.
O transformare uzuala este urmatoarea.

Transformarea in coordonate cilindrice

Daca suntem in spatiu, cu un reper cartezian Oxyz fixat, un punct
M este unic determinat de coordonatele sale (x,y,z), unde © = pry, M,
y = pro,M, z = pro, M. O alta modalitate de a stabili pozitia lui M
in reperul cartezian Oxyz este folosind lungimea segmentului OM’ = r,
unde OM’ = pr,,OM, unghiul ¢ facut de OM' cu axa Ox si 2 = prg, M.
Cu ajutorul functiilor trigonometrice, transformarea

x= x(r0,z2)
y= y(r0,z)
z= 2z(r,0,2)

este data in mod concret de ecuatiile
xr = rcost
y= rsinf
z = Z.
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Jacobianul acestei transformari este

E(r,&,z) %(T,Q,z) %Oﬂ’e’z) cosf —rsinf 0
D(r,0,z) | or 20 o = | sing 0 0
D(r,@, Z) or (T’Q’Z) o0 (T’Q’Z) 0z (T, 6), Z) Sin r COS

0z 0z 0z 0 0 1

5.(1:0,2) 55(r,6.2) —=(r0,2)

Exercitii pentru fixarea notiunilor nou introduse

1. Calculati [[ f(z,y)dzdy, unde:
D

@) D=[0.6] % 0.1) 5 flar.y) = 2

x+2
b) D = {(v,y) € R*|z € [-2,1],y € [0,7]} si f(z,y) =

xcosy — y2ev;

¢)D = {(z,y) e R0 <2< 1;0 <y < 1}si floy) =
Yy

1+xy;

d) D reprezinta discul limitat de cercul C(A(2, —3),3) si f(z,y) =
3x — 8y;

e) D reprezinta un sfertul de disc din cel de-al doilea cadran al
cercului C(A(5,5),1) si f(x,y) = zy.

2. Calculati [[[ f(z,y, z)dedydz, unde:
D

a) D = [-1,4] x [-2,0] x [1,3] §i f(z,y,2) = 1. Se poate
determina valoarea acestei integrale fara a utiliza calculul
integral?

b) D = {(z,y,2) € R¥|z € [1,2], y € [0,2v2], z € [1,¢€]} si
f(z,y,2) = E= )
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¢) D reprezinta discul cilindrul circular drept care are ca baza
cercul C(A(—4,—1),3) si generatoarea de lungime 2, iar
flzy,2) =z +y*+ 2"






CAPITOLUL 4
Integrala curbilinie de primul tip (de speta intai)

DEFINITIA 7. Orice functie continud vy : [a,b] — RY, cua, b € R,
a < b se numeste drum in RY , iar v(a), v(b) reprezintd capetele drumului
v. Daca v(a) = (b), atunci spunem ca 7y este drum inchis.

Daca v = (f1, fe, ..., fn), atunci egalitatile

( filt) = x
fo(t) = 9
\ fN(t) = IN

se numesc ecuatii parametrice ale drumului ~, iar

(V) ={A®), L), -, In(@)] L € [a, 0]}

se numeste imaginea drumului v sau traiectoria drumului ~.

DEFINITIA 8. Un drum v : [a,b] — RY se numeste neted dacd v € C*
siv'(t) # 0, oricare ar fi t € [a,b].

De exemplu, drumul v : [0,27] — R?, ~(t) = (cost, sint) este un
drum neted si inchis, de ecuatii parametrice

cost= x

sint =y
care are ca traiectorie cercul trigonometric 22 +y? = 1. De asemenea, daca
vom considera drumul v : [0,27] — R? ~(t) = (rcost, rsint), atunci
acesta are ca traiectorie cercul centrat in origine de raza r: x? + y? = r2.

Dacé vrem s& gandim acest cerc in dimensiunea 3, avem 7 : [0, 27r] — R3,
v(t) = (rcost, rsint, 0), deci ecuatiile sale parametrice sunt

cost= x
sint =y
0= Z.

29
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DEFINITIA 9. Doud drumuri 7y, : [a,b] — RY si v : [a, B] — RY se
numesc echivalente daca exista h : [a,b] — |o, 8] bijectiva, continud, cu
inversa continud, astfel incat v1(t) = vo(h(t)), oricare ar fi t € [a,b].

DEFINITIA 10. Se numeste curbd in RY orice clasd de drumuri echiva-
lente din RY. Dacd drumurile dintr-o curbd sunt netede, atunci curba se
numeste curba neteda.

PROPRIETATEA 6. Toate drumurile care apartin unei curbe netede au
aceeasi lungime, 1ar aceasta se numeste lungimea curber.

In cele ce urmeaza, vom nota cu « fie un drum, fie o curba generata
de acesta.

DEFINITIA 11. Fie v : [a,b] — R? o curbd netedd de ecuatii
{ f) =«
g(t) =y
st fie F' o functie continua (deci integrabila) pe un domeniu ce confine

imaginea lui v. Atunci integrala curbilinie de primul tip (sau de speta
intdi) a lui F' de-a lungul lui v este data de formula

[ Faai= [ P00 VO GO

v

In mod similar, pentru o curbd netedd v : [a,b] — R3 datd de ecuatiile
parametrice

f)= =
g(t) =y
h(t) = =z,

definim integrala curbilinie de primul tip (sau de speta intai) a lui F' de-a
lungul lui v prin formula

/f@%dﬂz/FWMy®Mm¢W®P+W®VHWWMt

Y

De retinut ca atunci cand calculam o integrala curbilinie de primul
tip nu conteaza sensul de parcurgere al lui 7. De asemenea, daca v este
dat de o ecuatie de tipul y = f(z), putem nota z = ¢ pentru a obtine o
parametrizare a curbei 7.
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Aplicatii ale integralei curbilinii de primul tip

1. Lungimea unei curbe: curba reprezentata de drumul neted
7 : [a,b] — R" are lungimea [, = [ dl.
8!

2. Masa unui fir material: daca imaginea (y) a drumului neted
v : [a,b] — RY modeleazd un fir material, iar p : () — R este

o functie continua care asociaza fiecarui punct (x1,za,...,xy) €
(v) densitatea p(z1,xs,...,xy) a firului in acel punct, atunci
masa firului este m = [ p(x1, 22, ..., 2n)dl.
8!
Exemple:

1. Pentru~y : [0,27] — R? y(t) = (r cost, rsint) calculand lungimea
curbei reprezentate de v regasim formula de lungime a cercului
de raza r. Intr-adevar, tinand cont ca ecuatiile parametrice ale

acestul drum sunt
rcost= «x
rsint =y,

deci
f(t) = rcost, g(t) = rsint,
avem
2 t=2m
L, = / dl = / \/7"2 sin?t + r2cos? tdt = rt =277 = le(0(0,0),1)-
0 t=0
v

2. Sa se calculeze masa unui fir material cu densitatea p(z,y, z) =
ryz + 5, modelat de imaginea unei curbe v : [1,2] — R?, care
este data prin ecuatiile parametrice

T = 2t

y= —t+1
z= 1-—2t.






CAPITOLUL 5
Integrala de suprafata de primul tip (de speta intai)

DEFINITIA 12. Orice functie de clasa C*, S : D — R3, unde D C R?
este un domeniu (multime deschisa gi conexa) se numeste panzda netedd.
Daca matricea Jacobiana asociata lui S are rangul doi in orice punct al
domeniului D, atunci S se numeste panza netedda nesingulard.

S(D) reprezinta imaginea panzei S.

DEFINITIA 13. Spunem cd doud panze S; : D; — R3 si Sy : Dy — R3
sunt echiwwalente daca st numai daca exista o aplicatie T : Dy — Dy
bijectiva, de clasa C*, cu inversa de clasd C', astfel incat Jacobianul
asociat lui T sa fie strict pozitiv in fiecare punct din Dy, iar S; = SsoT.

DEFINITIA 14. O clasa de panze netede nesingulare se numeste suprafata
neteda, tar imaginea unei suprafete reprezinta imaginea unei panze din
clasa respectiva de echivalenta.

TEOREMA 9. Fie ® : V — R (V fiind un domeniu care confine imag-
inea lui S) o functie continua (deci si integrabila), unde S este o suprafata
neteda.

(i) Daca S este data de ecuatiile parametrice

z(u,v)

y(u,v)
= z(u,v),

x
Y
z

unde (u,v) € D, atunci integrala de suprafata de primul tip (sau
de speta intdi) a functiei ® pe S este data de

é/@(w,y,z)dS _

= // ®(2(u,v), y(u,v), 2(u, v))/A2(u, v) + B2(u,v) + C2(u, v)dudv,

D

33
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unde
ox O
A(u U) . D(q;’y) _ B (U,U) %(U,U)
) D(U,U) ay y ’
au(u,v) 5 (U,U)
Ox Ox
b - Dz [0
I e
ou wv 9 u,v
Cluw) = 20:2) _ 5 5, (0)
) D(U,’U) 9 .
0 (u,v) ) (u, v)

(ii) Daca S este data explicit de ecuatia
z = f(z,y), unde (z,y) € D,

atunci integrala de suprafata de primul tip (sau de speta intdi) a
functiei ® pe S este data de

é/@(w,y,z)ds _
— //@(x,y,f(a:,y))\/l + <g—£)2 + (g—g)?dxdy-

Aplicatii ale integralei curbilinii de primul tip

1. Aria unei suprafete: aria suprafatei S : D — R? este

As = [[ ds.
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2. Masa unei suprafete: daca functia de integrat ® repezinta
densitatea materialului din care este confectionata suprafata .S,
atunci integrala de suprafata de primul tip a functiei ® pe S
reprezinta masa suprafetei S.

Exemplu: Tinand cont ca o sfera centrata in origine si de raza R este
datd de ecuatia 2% +y>+2% = R?, (z,y,2) € R3, i cd ea se parametrizeaza
astfel:

xr= Rcospsinf
y= Rsinpsind
z= Rcos?,

cu ¢ € (0,27, 0 € [0, 7], putem "recupera” formula ariei sferei folosind
integrala de suprafata de primul tip a functiei ® = 1 pe sfera. Mai exact,

As = // ds = /OW (/0% VA2(p,0) + B2(p,0) + G?@,@)dgp) de,
S

unde 5 5
b x
Aoy D) _ | %7
w’ D((p’ 0) a a b)
Yi0,0) (p.0)
890 SO’ 89 907
ox ox
8_((’0’6) %(%9)
B 9)_D($,2)_ ¥
2T D) | g ..
0 0
2 (0.0) S5(0.0)
D(y, 2) ¥
C<9079) = = ,
D(p,0) 0z 0 0z 0
1ar 5 5
x . . x
%(%6) = —Rsingsind, %(go,ﬁ) = Rcospcosb,
%(%9) = Rcospsind, %(%9) = Rsingpcos?,
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0z 0z ,
%(gaﬁ) =0, %(90,9) = —Rsiné.

Prin urmare,

—Rsinpsinf Rcosycosf
Ap,0) = — —R*sinf cos ¥,
Rcospsing  Rsinpcosf

—Rsinpsinfd —Rcospcosf

B(p,0) = = R?sin psin? 0,
0 —Rsind
Rcospsin® Rsin g cosf
C(p,0) = = —R?cospsin® 0,
0 —Rsin6

de unde obtinem ca

0
p=2m
) &,
p=0
= —27 R%cos
0=0

™ 2
Ag = / (/ \/R4 sin? f cos? § + R4 sin? o sin? § + R4 cos? ¢ sin? nga) e,
0 0
s 2 s
:/ (/ RQ\SmGIdgo) d@z/ R*sinf o
0 0 0
0=m
Mentionam ca in calculele de mai sus s-a folosit formula fundamentala a
trigonometriei: sin®a + cos?a = 1 si faptul ca functia sin este pozitiva

i 27
= / (/ \/R4 sin® @ cos? f + R*sin? ngp) do,
0
= 41 R?.
pe [0, 7].
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Exercitii pentru fixarea notiunilor nou introduse

1. Sa se calculeze lungimea curbei v : [—1, 2] — R? date de ecuatjiile
parametrice
r= 3t
y= t+2

In plus, stiind ca densitatea firului de material modelat de ()
este data de functia p(z,y) = 2% — 7y + 1, calculati masa acestui
fir de material.

2. S& se calculeze [(z + 2y + 3z)dl, unde v : [0,71] — R3, y(t) =
(cost, sint, t).
3. Sa se calculeze [ zydl, unde 7 este data de ecuatia y = 222, cu
Y
x € [-3,3]. (Indiciu: notam x = t. De asemenea, reamintim

cd dacd f este functie pard, atunci [° f(t)dt =2 [ f(t)dt, iar
daca [ este functie impard, atunci ffa f(t)dt=0.)

4. Sa se calculeze [[(2z 4 3)dS unde S este datd parametric prin
s

r= 2ucosv
Yy = —2usinv
z = 3u,

unde u € [0,1], v € [0, 7).

5. Sa se calculeze aria unei suprafete S date de ecuatia z = x + 4y,
(z,y) € [1,2]x[0,2]. In plus, stiind cii densitatea materialului din
care este confectionata suprafata este p(z,y, z) = Y3+ 3xy + 222,
sa se calculeze masa acestei suprafete.



