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Cuvant inainte

Lucrarea de fata se adreseaza studentilor de la facultatile cu profil de
stiinte aplicate, dar in special studentilor din anul | de la Facultatea de Chimie,
care au in planul de Invatimant disciplina Matematica.

Ea este Tnsa utila tuturor celor care folosesc matematica in activitatea
lor pentru ca trebuie privitd in contextul predarii interdisciplinare, care
implicd stabilirea si folosirea unor conexiuni intre limbaje explicative sau
operatii, cu scopul diminuarii delimitarilor care apar intre disciplinele de
invatamant clasice.

Lucrarea este structurata pe 14 capitole, urmand structura generala de
14 saptamani a unui semestru scolar academic. Capitolele sunt grupate in
functie de ariile de baza ale matematicii cu aplicatii directe n stiinte.

Tn capitolul 1, sunt prezentate elemente generale de teoria numerelor
si a structurilor matematice fundamentale (algebrica, de ordine, topologica).

Capitolul 2 se refera la elemente de baza din algebra liniara, cu accent
pe studiul si rezolvarea sistemelor liniare.

Urmatoarele trei capitole sunt dedicate statisticii descriptive, punandu-se
accentul in abordare, pe elementele fundamentale din categoria indicatorilor
statistici, corelatia datelor, teste de concordanta statistice, impreuna cu aplicatii
n chimie. Contextul matematic este favorabil evidentierii utilitatii deosebite a
formulelor din aceastd zona matematica, in analiza si compararea mai multor
seturi de date, experimentale si calculate, indiferent din ce zona a stiintelor
aplicate provin acestea.

Capitolele 6 si 7 sunt dedicate studiului functiilor matematice
elementare si reliefeazd modul cum acestea apar in modelarea diferitelor
procese din chimie.

In capitolele 8 si 9 se realizeazi o sinteza a notiunilor fundamentale
ale calculului diferential si integral pentru functii reale de o variabila reala.

Capitolele 10 si 11 sunt dedicate studiului ecuatiilor diferentiale, al
sistemelor de ecuatii diferentiale si al aplicatiilor lor in chimie. Este astfel
abordata o zona deosebit de importanta a chimiei, care nu poate exista fara
ajutorul modelarii matematice, si anume cinetica chimica.

Tn Capitolul 12 sunt prezentate unele aplicatii ale calcului integral.

Capitolele 13 si 14, sunt dedicate studiului functiilor de doua si mai
multe variabile si al aplicatiilor lor in chimie.



Fiecare capitol contine elemente teoretice, probleme rezolvate si
probleme propuse, ambele categorii de probleme contindnd exemple
relevante din chimie. Studentii au astfel la indemana o paleta destul de larga
de exemple de modele si aplicatii. Toate elementele prezentate au referinte la
o bibliografie acoperitoare pentru ramurile matematice abordate.

Predarea — invatarea interdisciplinara este o conditie importanta n
infaptuirea unui invatdmant modern, formativ. Corelarea cunostintelor de la
diferitele obiecte de invatamant contribuie substantial la realizarea educatiei
de a aplica cunostintele in practica.

De aceea speram ca lucrarea va fi de un real folos studentilor din
domeniul chimie, dar nu numai, dat fiind modul sintetic in care sunt
prezentate cunostinte de baza din matematica, cu aplicatii numeroase in toate
domeniile. Nu consideram, desigur, cd am epuizat aria aplicatiilor
corespunzatoare diferitelor teme de matematica abordate, de aceea suntem
recunoscatoare celor care vor contribui la imbunatatirea acestei lucrari.

Noiembrie 2024,
Autoarele

10



TEMA 1. MULTIMEA NUMERELOR REALE.
STRUCTURI MATEMATICE FUNDAMENTALE
(ALGEBRICA, DE ORDINE, TOPOLOGICA).
PROBLEME NUMERICE TIPICE

1.1. Multimea numerelor reale

Reamintim notiuni de baza despre multimea N a numerelor naturale,
multimea Z a numerelor intregi, multimea Q a numerelor rationale si
multimea R a numerelor reale.

Multimea numerelor naturale este N ={0,,2,3...,n,...}.

Multimea numerelor intregi este Z = {..,-n,...—3,-2,-1,0,1,2,3...,n,...}.
. . m
Multimea numerelor rationale este Q = {F ImneQ,n=0,(mn)= 1} .

Aici m,n sunt nr intregi
Observatii: 1) (m,n)=1 aratd ca m si n nu au divizori comuni, deci

fractiile 1/2, 2/4, 3/6,...n/(2n) reprezinta acelasi numar rational.
2) Exista numere care nu pot fi scrise sub forma de fractie (adica nu sunt

numere rationale), de exemplu /2. Astfel de numere se numesc numere
irationale.

Pentru a arata ca 2 nu este numar rational se procedeaza prin

m .
reducere la absurd: presupunem ca V2 = o sl (m, n):l.

Atunci (\/E)Z =(m/ny, deci m*/n® =2, adici m*=2n’. Aceasta
aratd cd m este numadr par, adica exista K € N astfel incat m=2k .

Din relagia m? = 2n* rezultd atunci ca n* = 2k* | ceea ce aratd cd n
este numar par.

Deoarece si m si n sunt numere pare rezultd ca ele nu sunt prime intre
ele, adica (m, n) #1 Aceasta contrazice presupunerea facutd.

Rezulta ca presupunerea facuta nu este adevarata, adica V2 nueste
numar ragional.

11



Numerele rationale si irationale se deosebesc prin scrierea lor sub
forma zecimala.
- dacd numitorul fractiei m/n contine doar puteri ale lui 2 sau 5, atunci fractia
zecimala corespunzatoare are un numar finit de zecimale nenule.

3 7 9 79
S _15 L 035 —— =018, -2 ~0316
Exemple: 5 20 50 250

- dacd numitorul fractiei m/n nu contine puteri ale lui 2 sau 5, atunci fractia
zecimala corespunzatoare are un numar infinit de zecimale care se repeta
periodic (adica este o fractie zecimala periodica simpla).

Exemple: ==0,3333....=0,(3) ,

~Nl Wi

= 0,1428571428 57142857 ...=0,(142857 )

- dacd numitorul fractiei m/n contine puteri ale lui 2 sau 5 dar si puteri ale
altor numere, atunci fractia zecimala corespunzatoare are un numar infinit de
zecimale dintre care o parte se repetd periodic (adica este fractie zecimala
periodica mixta).

Exemple: % —0,16666 ... = 0,1(6) , % — 0,234343434 ... = 0.2(34)

- numerele irationale au un numar infinit de zecimale care nu se repeta periodic.
De exemplu, calculand +/2 obtinem V2 =1,4142135 ... si oricate zecimale am

calcula, ele nu se vor repeta periodic.
Oare de ce suntem siguri ca nu se vor repeta periodic zecimalele?

Pentru cd 2 nu este numdr rational, deci nu se incadreaza n nici
una din categoriile prezentate anterior.

Existd o infinitate de numere irationale: ntre orice doua numere
rationale se afla cel putin un numar irational si intre orice doud numere
irationale se afla cel putin un numar rational.

Numerele irationale pot fi aproximate oricat de bine cu ajutorul
numerelor rationale.

Exemplu: pentru V2 =1,4142135 .... avem urmitoarele aproximatii
a,=14< J2<15= A . Eroarea la aproximatie este e =0.1=A —4a, .

12



a, =141 <~/2 <142 = A, . Eroarea la aproximatie este e, =001=A -4,
a,=1414 <\2<1415=A,.  Eroarea la  aproximatie  este
e, =0.001=A, -4,

a, =1,4142135 <+/2 <1,4142136 .  Eroarea la  aproximatie  este
e, =0.0000001 = A, —a,

Multimea numerelor reale este formati din toate numerele
rationale si irationale, adica
R=Qulr,

1.1.1 Operatii cu numere reale (structura algebrici a multimii

numerelor reale)
Operatiile cu numere rationale sunt urmatoarele:

_adunarea: &4 P _24+bp
b q bq
- Inmultirea: ap_a
© b g bg

Tn raport cu aceste operatii multimea numerelor rationale, Q, are

0 structura de corp comutativ.
Mai complicate sunt operatiile cu numere irationale: daca numerele

irationale a si b au aproximatiile de ordin n a,, A, , respectiv b, B, , atunci
a+Db este numarul (unic) aflat intre a, +b, si A + B, pentruorice ne N,
a-b este numarul (unic) aflat intre a, -b, si A, -B, pentruorice neN .

In practica, pentru efectuarea operatiilor cu numere irationale se
considera aproximatii rationale ale numerelor si se aduna (inmultesc) acestea.

Exemplu pentru a calcula ~/2 ++/3 cu eroare de 0,01 se consider
aproximayiile acestora cu eroare 0,001, adica

a, =1414 <~/2 <1,415 = A, , respectiv b, =1,732 <+/3 <1733 = B,
Atunci 8, +b, =3146 <2 ++/3<3148 =b,+ B, i rezultd cd

aproximarea V2 +3~314 are doud zecimale exacte.

13



Pentru a obtine un numdar mai mare de zecimale exacte se considerad

aproximayii de ordin mai mare.

Operatiile de adunare si inmultire au proprietati importante, care ne
ajuta sa efectudm calcule numerice complicate:

D1: Adunarea este lege de compozitie interna, adica suma a doua
numere reale este un numar real: Vx,y eR, x+yeR

Al: Adunarea este asociativa, adica
(x+y)+z=x+(y+2z),¥xy,zeR

(aceastd proprietate ne permite sa grupam termenii atunci cand Ti
adunam)

N1: Adunarea are ca element neutru numarul O0: adica
X+0=0+x, VxeR

S1: Orice numar real X are ca simetric fatd de adunare numarul —X,
adicd x+(~x)=—x+x=0, VxeR.

C1: Adunarea este comutativa, adicd X+y=y+X, VX,yeR

(aceasta proprietate ne permite sa schimbam ordinea termenilor unei
adunari)

D2: Inmultirea este lege de compozitie internd, adici produsul
oricaror numere reale este un numar real: VX,ye R, X-yeR .

A2: Inmultirea este asociativa, adica
(x-y)-z=x-(y-z), ¥x,y,zeR

(aceasta proprietate ne permite sa grupam factorii unui produs)

N2: inmul'girea are ca element neutru numarul ,,1”, adica
X-1=1-x=X, VXxeR

S2: Orice numar real X=O0 are inversul 1/x, adica
1 1
X

X-—=—-Xx=1 VXx#0 (aceasta proprictate ne permite sd schimbam

X
ordinea factorilor)
(din acest motiv nici o fractie nu poate avea numitorul ,,0”)

C2: Inmultirea este comutativi, adica X-y =Y-X, VX,yeR
(aceasta proprietate ne permite sa schimbam ordinea factorilor)

D: Inmultirea este distributivi fati de adunare, adica
X(y+2)=xy+xz, Vx,y,zeR

14



(aceasta proprietate ne permite sa desfacem parantezele, asa cum
facem de obicei)

Toate aceste proprietati se demonstreaza (cu dificultate) pornind de la
definitiile operatiilor de adunare si inmultire prezentate anterior. Rezulta
urmatoarea propozitie:

Propozitia 1.1: Multimea numerelor reale, R, este corp comutativ in
raport cu operatiile de adunare si inmultire. [1]

1.1.2. Ordonarea numerelor reale (structura de ordine a multimii
numerelor reale)

Pe multimea numerelor reale se poate introduce relatia de ordine
lexicografica.

n esenta x <y daca si numai daca y — X este numar pozitiv.

Aceasta relatie de ordine are doua proprietati importante:

P1: este o relatie de ordine totala, adica orice doua numere reale pot fi
comparate: VX,yeR avem x<y sau y<x.

(aceasta proprietate ne permite sa reprezentam toate numerele reale

pe axa numerelor: daca X<Y, atunci x va fi reprezentat pe axa la

stanga lui y)

P2: relatia de ordine este compatibila cu structura algebrica, adica:
P21:daca a<b si x<y,atunci a+x<b+y
(aceasta proprietate ne permite sa adunam inegalitafi de
acelasi sens)
P22: daca a<b si 0<x, atunci ax<bx
(aceastd proprietate ne permite sa inmultim 0 inegalitate cu
un numar pozitiv fara sa schimbam sensul inegalitafii)

Propozitia 1.2. (R,+,) are o structurd de corp comutativ total ordonat

Reprezentarea geometricad a multimii numerelor reale este posibild deoarece
orice doud numere reale pot fi comparate. Numerele reale se reprezinta pe axa
numerelor reale: numarul ,,x” se reprezinta prin punctul de abscisa ,,x”.

— -2 -1 0 1 2 + 00
—0— ° o———®©
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Cu ajutorul relatiei de ordine < se pot defini intervalele:

(a,b)={x | a<x<b} (interval deschis)
[a,b]={x | a<x<b} (interval inchis).

Aceste multimi sunt utile pentru descrierea structurii geometrice (topologice)
alui R.

1.1.3. Structura topologica (geometricd) a multimii numerelor reale
Pentru orice numar real x modulul este definit astfel:

| X | = max {x, -x} = { I
-Xx<0

Exemple: |3|=3, deoarece 3>0; |-7|=-(-7)=7, deoarece -7<0.

Urmatoarele proprietati pot fi verificate pornind de la definitie:

[N1] | x| >0 pentruorice x € R; |x|=0 < x=0

[N2] [ x+y|<|x]|+]|y]|pentruoricex,y € R

[Na]|x-y|=]|x]|"|y]|pentruoricex,y € R

[N4] x| = |—x]|

Observatii: 1. |[x+y|=| x|+ ]|y | daca si numai daca X-y =0, adica
X si y au acelasi semn.
2. Cantitatea |X| reprezinta distanta Tntre punctele O(0) si A(x), adica
lungimea segmentului OA

Distanta (euclidiand) dintre doua numere reale x si y este lungimea
segmentului ce uneste punctele A(x) si B(y). Ea se calculeaza folosind
formula

dx,y) =[x-y|.

By , kYl A

Se verifica imediat, folosind [N1], [N2], [N3], urmatoarele proprietati:
[D1] d(x, y) > 0 pentru orice X,y € R; d(X,y) =0 & x=y

(proprietatea aratd cd distantaintre doud numere e un numar pozitiv)
[D2] d(x, y) = d(y, X) pentru orice X,y € R

(proprietatea arata ca distanfa este aceeasi, indiferent de la ce

extremitate a segmentului AB Tncepem mdasurdatoarea)
[Ds] d(x, z) <d(x, y) + d(y, z) pentru orice X, ¥,z € R

16



(daca yelxz], atunci d(x,z)=d(x,y)+d(y,z) iar dacd
y € (—o0,X)U(y,+o0) atunci d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) )

Structura topologica (geometricd) a multimii numerelor reale, care
foloseste notiunea de vecinatate a unui punct, este cea care sta la baza analizei
matematice [1].

Definitia 1.1: Se numeste vecinitate a punctului XeR orice
interval deschis (a,b) ce contine pe x. Se scrie (a,b)eV(x)

Se numeste vecinitate a lui +co orice interval de forma (a,+) . Se
scrie (a.+o0) eV (+ o)

Se numeste vecinatate a lui —oo orice interval de forma (—,b) . Se
scrie (—oo,b) eV(- ) .

1.2. Probleme numerice tipice

1.2.1 Marimi proportionale. Regula de trei simpla
O variabila numerica y: A— R este direct proportionala cu variabila

numericd X: A— R dacid raportul y(a)/x(a) are aceeasi valoare pentru orice

aceA. Daca %:k, Vae A, atunci k se numeste factor de
x(a

proportionalitate a variabilei y Tn raport cu variabila x.

Exemple de variabile (marimi) direct proportionale:
1) Raza si lungimea cercului sunt variabile direct proportionale.

Consideram y:(0,+90) — (0,+00), y(r)=r si
X : (0,+00) = (0,40), x(r)=2zr. Deoarece _r _1_ k rezultd ci
x(r) 2m 2z
variabilele y si x sunt proportionale si factorul de proportionalitate este
==
2r

2) 1n fizicd, masa unei cantititi variabile dintr-o substanta chimica A este
m(a)

direct proportionald cu volumul sau, adica ﬂ = p unde p este densitatea
v(ia

absoluta a substantei A.
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3) 1n cazul gazelor ideale considerdam n, masura in moli a gazului ideal A

N g Ny oap =
aflat in volumul v, . Avogadro a observat ca raportul — atat in raport cu
VA

cantitatea de gaz cat si cu natura chimica a gazului (in aceleasi conditii de
temperatura si presiune).

Daca se considera mai multe gaze ideale A, B, C..., atunci
A nB n

>

A _<
VA B VB - VC B
in conditiile in care v, =V, =V, rezultd ca n,=n;=n.. Aceasta este
binecunoscuta lege a lui Avogadro (enuntata in 1811).

Un mol de gaz ocupi aproximativ 22,4dm> in conditii standard de
temperatura si presiune. Numarul de molecule dintr-un mol de substanta este
numarul lui Avogadro, aproximativ 6,022 -10% particule/mol.

In realitate gazele nu sunt gaze ideale. Dacd nsa presiunea gazului
este relativ mica (ceea ce practic se realizeaza marind suficient de mult
volumul ) atunci gazul se comporta ca un gaz ideal si are loc relatia de

LV , 5
propor‘glonalltateﬁ=22,415. Pe aceastd relatie se bazeazd metoda

stoechiometrica de calcul a volumelor cantitatilor de substante gazoase,
atunci cand presiunea este relativ mica.

4. Dintr-un amestec omogen S continand o substanta activa A se considera o
cantitate variabila “s” contindnd o cantitate “a” de substanta activa. Atunci

a - . - - -
raportul S areo valoare constantd, care reprezintd concentratia substantei A

Tn amestecul S.

In practica intervine urmitoarea problema practica:
Problema: Stiind ca o variabila numericd y este direct proportionald
cu o alta variabild x, si cunoscand o pereche de valori y,, x care se corespund

prin relatia respectiva, se cere sa se calculeze valoarea y, care corespunde
valorii x, a variabilei x.

X
Rezolvare: Deoarece h_Ye rezulticd y, = 2_y1_
Xl X2

Aceasta este regula de trei simpla, conform schemei bine cunoscute:
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Este de mentionat faptul ca regula de trei simpla se aplica doar
marimilor direct proportionale.

Exemple de probleme ce se rezolva folosind proportionalitatea
marimilor

1. Doui corpuri cu acelasi volum au densitatea p, = 7,3kg/dm®, respectiv

p, =2,7kg/dm’. Care este masa celui de-al doilea corp, daci masa primului
corp este 4,8 kg?
Rezolvare: Notam V volumul corpurilor, si cu m, m, masele celor

doua corpuri.

. . m m m 48-2,7
Din relatia V = — =—2 rezulta m, = P, _ 482, =177
P P P 7,3

2. Se prepara 1500 g solutie H,SO, cu concentratia de 40% din amestecarea
unei solutii cu concentratia 80% cu o solutie cu concentratia 20%.

a) Presupunand ca volumul nu variaza la amestecare, sa se precizeze ce
cantitate din fiecare solutie trebuie amestecata.

b) Sa se determine volumul de hidrogen ce se poate obtine teoretic prin
reactia solutiei obtinute cu 0,52 kg zinc (volumul molar al
hidrogenului este 22,4 1).

c) Sa se determine cantitatea de zinc ce nu a reactionat
Masele atomice sunt Zn=65; H=1; O=16; S=32.

Rezolvare: Se noteaza X, respectiv Y, cantitatile de solutii cu
concentratiile 80%, respectiv 20%.

X +Y =1500
a) Di blema Ita relatiile :
) Din problemd rezulta relat 80 X 4 20 v — 40 1500
100 100 100

Rezolvand sistemul de ecuatii se obtine
X =500g, Y =1000g .
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b) Reactia stoechiometrica este Zn+ H,SO, =ZnSO, + H,
- ) . , 40
In cantitatea de solutie obtinuta (1500 g) se afla 100 -1500g = 6009

de H,SO,
Pentru determinarea volumului de hidrogen se poate folosi regula de
3 simpla

98 g H,SO, i 22,41 H,
600 g H,SO, . e xI' H,
x= S0 224 137141

c) Si aici se poate aplica regula de trei simpla:

989 H,S0, . v, 659 Zn
600 g H,SO, ..o, ygZn
_600-65 _ 397,96 g

Cantitatea de zinc ramasa este 520 g-397,96 g=122,04 g

3. Se considera 600 g solutie KOH (hidroxid de potasiu) cu concentratia
11,2%. Se cere numarul de moli de H,SO, care neutralizeaza total baza.

Rezolvare:  Masa KOH =(39+16+1)g/mol =56g/mol
Masa H,SO, =98g/mol

Ecuatia stoechiometrica a reactiei este
2KOH + H,SO, —» K,SO, +2H,0.

Calculam mai Tntai cantitatea de KOH din solutie:

100 g solutie........... 11,29 KOH

600 g solutie.............. x g KOH
‘= 600-11,2 _ 67.29
100
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Calculam masa de acid sulfuric necesara:

980 e 1mol
67,2-98
.................. zmoli
112
7= ﬂ =0,6moli
112

4. Formula fundamentala a calculului stoechiometric.

Sa consideram 0 reactie ireversibild avand ecuatia stoechiometrica
[10]

aA+ B — L +D

Fie n,, ng, n., N, masurile in moli ale unor cantitati variabile de
substanta A, B, C, D, care se corespund pe baza reactiei considerate.

Daca amplificam relatia cu numarul lui Avogadro rezulta cala @ moli
de substantd A corespund B moli de substantd B si rezulta y moli de

substanta C si o moli de substanta D.

. : n
Se obtine astfel sirul de rapoarte egale —* =-2 =
(04

Acest sir de egalitati formeaza Formula fundamentala a calculului
stoechiometric corespunzator reactiei considerate.
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1.2.2. Proprietatea fundamentala a sirurilor de rapoarte egale. Aplicatii.

. 3 X, X, X X :
Propozitia 1.3: Daci A_2_3_ = atunci
8 & & a,
X X, X Xy XX .t X,
a, a, a a, a-+ta,+..+a,
: . X, X X .
Demonstraie: Fie k=X K A atunci
ai a2 a3 an

X =ka, X, =ka,,...., X, =ka,
X 4+ X, + e+ X
a+a,+..+a,

Calculand raportul obtinem

+X, 4.+ X, ka+ka +..+k N .
X % n _ (4 1KS % _k , de unde rezulta imediat egalitatea
a+a,+..+4a, a+a,+.+a,

X _ X X X Xt Xt X
a+a,+..+a,

ai a2 aS a

n

Pe aceasta proprietate se bazeaza procedeul de descompunere al unui
numar “N” in numere X, X,,....,X, proportionale cu a,,a,....,a, .

. . . . oA < < X X
Din proportionalitatea impusa n problema rezultd +=-2=....=—"
a, a

Aplicand proprietatea fundamentala a rapoartelor egale rezulta

X\ X Xy X E X b X N
a a, a, a-+a,+..+a, a+a,+..+a,
. y N
De aici rezulta X, = a, - , ke{l2,..,n}.

a,+a,+..+a,
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Aplicatii ale proprietatii fundamentale a sirurilor de rapoarte
egale

1. Expresia analitica a legii lui Dalton. Se considera un amestec de gaze
ideale A, B, C, ..., inchis intr-un recipient. Fie p presiunea totala pe care o

exercita amestecul asupra peretilor recipientului si p,, pg, Pc... presiunile

partiale (definite ca presiunea pe care ar exercita-o gazul A asupra peretilor
daca ar ocupa singur intreg volumul recipientului). Sa se determine relatia
intre psi p,, Pg, Pore--

Rezolvare:

Notam v volumul recipientului, v,,Vv;,V.,... volumele ocupate de

componentele A, B, C, ... si n,,ng,N.,.. masurile in moli ale cantitatilor

respective de gaz.
In baza ecuatiei generale de stare a gazelor perfecte rezulta ca

(11)| p-v,=n,RT, p-vy =n,RT,p-V. =n.RT,......
R este constanta gazului ideal.

Tn baza definitiei presiunilor partiale si conform ecuatiei generale de
stare a gazelor perfecte rezulta ca

(12)| p,-v=n,RT, pg-v=ngRT, p; -v=n.RT,

Din relatiile precedente rezultd pv, = p,V, PVg = PV, PV = PcVi--os

adica
(13| Py_Pe_Pc_ _P
Vo Vg Ve v
Folosind proprietatea fundamentala a sirului de rapoarte egale rezulta
(1.4) Pa_Ps _Pc_ PatPsgtPct-.

Voo Vg Voo VeV Vet

Din relatiile (1.3) si (1.4) rezulta
P=Ps+Pg+ P+

Aceasta este expresia analitica a legii lui Dalton [6].
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2. Calculul presiunilor partiale ale componentelor A, B, C,... ale unui
amestec gazos daca se cunosc fractiile procentuale de volum ale
componentelor si presiunea totald a amestecului.

Se noteaza: v=volumul total al amestecului, v,,vg,V; ... volumele

ocupate de gazele A, B, C,... si p,, Pg, Pc,..- presiunile corespunzatoare.

. VvV, V V, - o
Valorile 2,2, -5 .. sunt cunoscute deoarece se dau Tn problema
vV V \'} P

v v
fractiile procentuale de volum, adicd v,% = VA -100,v,% = TB -100,...

Deoarece &:&:_._ZB rezultd P, = pV—A, Ps = pv

B

V, Vg v v v’
3. Rezolvarea unor probleme de amestec. Fiind date doud solutii S,,S,
continand aceeasi substanta activa A in concentratie procentuald de masa c,,
respectiv c,, cu ¢, >c,, sa se determine masele solutiilor S, S, astfel incat
solutia care se obtine prin amestecare sa aiba concentratia ¢, (Cu ¢, >C; >C,)
si masa m.

Notam m, si m, masele solutiilor S,, respectiv S,

Cele doua relatii din care se pot calcula m, si m, formeaza un sistem
cu doud ecuatii:

m,+m,=m
m -c +mC,=m-c,
Ay . m(c, —¢ m(c, — ¢
Rezolvand sistemul se obtin mFM, m, =M.
G, -G, C,—C,

Ca un caz particular se poate considera diluarea unei solutii cu un
solvent. In acest caz solutia S, este solventul si ¢, =0.

Mai multe exemple de acest gen se gasesc in lucrarea [10]
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TEMA 2. MATRICI. DETERMINANTI. SISTEME
DE ECUATII LINIARE

Scopul acestei sectiuni este de a reactualiza elementele de baza din
algebra din liceu legate de matrici, determinanti si principala lor aplicatie —
rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare.

2.1. Matrici

Prezentam pe scurt Tn aceasta subsectiune elementele de baza legate
de matrici, fara demonstratii Tntrucat notiunile se presupun cunoscute din
liceu.

Definitia 2.1. Se numeste matrice cu m linii si n coloane o functie:
f:{1,2,...,m}x{1,2, ...,n} = C definita prin tabloul

aj; ot Qqp
A=< : : )EMm,n(C)

Am1 " Qmn

Observaria 1.

a) Tn cazul m=n spunem ca matricea A este patraticad;

b) Elementele unei matrici pot fi si humere complexe, cazul complex
fiind definitia mai generala. Pentru scopul de faga vom considera nsa numai
matrici cu elemente reale.

Data o matrice A, transpusa sa se obtine Tnlocuind liniile cu coloanele,

air ot Aim
At:( : ., >6Mm,n(C)

Apy  ° Apm

adica:

Exemplu 2.1.

a) A= (; (1’) € M,(C)

b) A=(a b c) € M;3(C) matrice linie
c) A= (_11) € M, ,(C) matrice coloana cu elemente complexe
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d)A:(% (1))=>Af=((1) i);Az(a b c):>At=<Z>

c

Definitia 2.2. Doua matrici A si B se numesc egale daca elementele
lor sunt egale. Adica:

(( Q11 = by

A1 0 Qan byy -+ bip I A1n = bip
A:< P ),B:< P )AzB @4

Am1 " Amn bmi - bma Iaml = bm1

Amn = bmn

Exemplu 2.2 Rezolvati ecuatia A=B, unde

_( a b—-2 (-1 4

A_(c+1 1—d)'B_(O 1)

Rezolvare. Egaland elementele de pe pozitiile corespunzatoare,

obtinem sistemul de patru ecuatii cu patru necunoscute din care vom deduce
imediat valorile lui a, b, ¢ si d:

a=-1 a=-1
b—2=4 b=6
c+1=0:> c=-1

1-d=1 d

Definitia 2.3. Adunarea a doua matrici. Pentru A, B € M,,(C)

aii A1in b11 bln
A+B=(5 >+< )
aml cee cee

amn

2.1)

bml bmn
ay,+bi1 0 aipt by

= : ; € M,(C)
Am1 + bml vt Amp t bmn

Observatia 2.1. Asa cum se stie din liceu [3] multimea matricilor
Tmpreuna cu operatia de adunare formeaza o structura de grup comutativ:

M, n(C)grup abelian
Intr-adevar:
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1) “4” este bine definita; ea este “lege de compozitie interna” ar fi mai
corect (adica se pot aduna doar matrici de acelasi tip si suma lor are
acelasi tip cu termenii sai);

i) “+” este asociativd; adica A+(B+C)=(A+B)+C, pentru orice

A,B,C € M,(C)
0 0
iif) Matricea nula este element neutru: O, ,, = ( )
0O - 0
iv) Orice matrice are opusa: matricea opusa lui A este matricea
—Qi1 vt TQin
—Am1 0 —0mn
V) “4+” este comutativa, (adica A+B=B+A, pentru orice

3 3 (12, (-1 4
Exemplu 2.3 Sa calculam A+B, unde A = (_1 3),B = ( 0 1),
A,B € M,(C)

Adunéand elementele de pe pozitiile cu aceiasi indici, obtinem

1m0 244 _ (06

A+B:(—1+0 3+1) -1 4

Definitia 2.4. Inmultirea cu scalari a matricelor. Avem ci:
A€ My, (R)sia €ER = al € My, ,(C)

1 2 3
Exemplu 2.4. Calculati -2A, unde A = (2 4 6)
3 6 9

-2 -4 -6
Obtinem imediat —2A = -4 -8 —12
-6 —12 -18

Definitia 2.5. Inmultirea matricilor. Avem ca:
A € My, (C),B € My, (C) = A+ BeMp, ,(C)

[(2.2) ]
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aij; -t Qip by; - blp
A-B = e : | :
An1  *° Amn bnl bnp
aq1byq + -+ aipbpy 0 Ay1bip + -+ agnbyy
amlbll + -t amnbnl amlblp + -t amnbnp

Observatia 2.2. Trebuie mentionate cateva proprietati importante.

i) Tnmultirea matricilor AB are sens daci numirul de coloane din
matricea A este egal cu numarul de linii din matricea B,
(m,n)(n,p) = (m,p).

i) Pentru produsul BA avem (n, p)(m, n) adica numarul de coloane din
matricea B este diferit de numarul de linii din matricea A, de aceea,
in general, inmultirea BA nu are sens. Cele doua inmulfiri au sens
daca m=n=p, adica matricile sunt patrate.

iii) Tn general Tnmultirea matricilor nu este comutativa, adici AB#BA

Exemplu 2.5. Calculati AB, unde:

a)A=(_11 g),B=(_01 i),A,BEMZIZ(R)

1 2 3
b)A=<2 4 6>EM3_3(R),B=(5 -1 0) € M;3(R)

3 6 9
Rezolvare
( 1-(-D+2-0 1-4+2-1 \_ (-1 6
a) AB—<(_1)_(_1)+3_0 (—1)-4+3'1)_(1 —1)

b) Tnmultirea nu are sens deoarece matricea A are 3 coloane iar B are o
linie

Observatia 2.3. Ca si in cazul operatiei de adunare a matricilor, si la
Tnmultire trebuie mentionat ca aceasta induce pe multimea matricilor patratice
0 structura de monoid [3]

(M, (C),") este monoid

Intr-adevar:
1) “.” este lege de compozitie interna;
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ii) “. este asociativa;
1 - 0

iii) Matricea unitate este element neutru: I, = : =~ | € M,(C)
0 - 1

Definitia 2.6. Ridicarea la putere a unei matrice

(2.3) A" =A-A-A---A,AeM, (C),neN*,n > 2

de n ori

Exemplu 2.6. Sa se calculeze A", unde

a) A= (_01 _01) € M,(C)

Rezolvare. Observam usor ci A% = A+ A = Iy;
A3 =A%-A=1,-A=Asam.d. Atunci avem ci:

aAn — A, n = numar impar
I,,n = numar par

b) A = ( cosx sinx)
—Sinx cosx
cosx Sinx cosx  Sinx
R aa= (G ) (T )
—sinx cosx —sinx cosx

_ (coszx —sin®x  2sinxcosx ) _ ( cos2x sian)

—2sinxcosx  cos’x — sin’x —sin2x cos2x

cosnx  sinnx

. ) si demonstram prin
—sSinnx cosnx

Deducem atunci ca A™ = (
inductie matematica [3].

cosn+1)x sin(n+1)x

—sin(n+1)x cos(n+1)x
cosnx sinnx) ) ( cosx sinx) _

—sinnx cosnx —sinx cosx

Presupunem A™+1 =( ) si verificam

relatia At =an- 4=

( cosn+1)x sin(n+1)x

varat.
—sin(n+1)x cos(n+1) x) adevarat

Definitia 2.7. Urma unei matrice patratice. TrA — urma matricii
patratice A este suma elementelor de pe diagonala principala a lui A.
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(2.4)

ai;; - Qip
A=< P )eMn(C)

Ap1  ° Qpn
TrA=ayy +ay+--+ap,

3)
b)

Exemplu 2.7. Sa se calculeze TrA, unde

_(5 4 . _ _
A—(6 9)€M2(R),TrA—5+9—14

_(1+i 3 e oo
a=(iF] 0, )EMACTrA=1+i+1-2i=2—i

2.2. Determinanti

a b

2.2.1. Determinantul de ordinul doi. Data matricea A = (C d) € M,(0),
determinantul atasat matricii A este

(2.5)

b
d

detA=|Z |=ad—bcEC

numar.

Observatia 2.4. Matricea este o functie, iar determinantul este un

Exemplul 2.8. Sa calculam determinantii asociati matricilor definite

n exemplul 2.7.
a) detA=5-9—-6-4=45—-24=21
by detA=(1+i)(1-2))—-3(—-1)=1—-i—-2i2-3i4+3=6—

doi.

Data matricea A = (C

4i, unde am tinut cont de faptul ca i = —1
Teorema 2.1. (Hamilton-Cayley) pentru matrici patratice de ordinul

a b

d) € M,(C). Atunci are loc relatia :

[ (2.6)

\ A2 —A-TrA+detA I, = 0, \

sau, echivalent,

L27)

| A>—(a+d)-A+ (ad—bc) 1, = 0, |

2.2.2. Determinantul de ordin 3. Asa cum este cunoscut din liceu [3],
metodele cele mai utilizate sunt regula triunghiului si regula lui Sarrus.
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a) Regula triunghiului.

ai1 Q12 Qg3

Qz1 dzz U423

31 dzz dsz
= 011032033 T A21032093 + 412023031 — A31022043
— d32033011 — d21A12033

b) Regula lui Sarrus

(|@11 Q12 Q13
I az1 Qzz dz3
4 a3z1 Q32 dszz
L aj; A1z Qg3
az1 Qzz dz3
= Q11032033 T A21032093 + A12023031 — A31022043
— d32033011 — d210A12033

c) Calculul determinantului folosind dezvoltarea dupa o linie
a1 A1z Ag3

a1 dpz dzz
a3z; dszz d4szs

1a |a22 a23| —a |a21 a23|
Hlas, ass 12laz; ass
ta |a21 a22|
Blaz; as;

Analog se poate calcula determinantul folosind dezvoltarea dupa o
coloana [3].

Exemplu 2.9. Sa se calculeze determinantii urmatori:

1 2 3
a) |2 4 6l
3 6 9
1 0 1
b) |-2 4 0
-1 3 2
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Rezolvare.
1 2 3
2 4 6

3 6 9
3—3:4:3-6:6-1—-2-2-9=0

a) = Regula triunghiului =1-4-9+2-6-3+2-6-

1 0 1 4 0
b)[-2 4 0| = dezvoltare dupa prima linie = 1 | | —
1 9 3 2

o| % B+l e

2.2.3. Pentru calculul determinantilor de ordin superior se foloseste
dezvoltarea dupa o linie sau coloana. Determinantul matricii de ordin n este
suma produselor elementelor din prima linie cu complementii lor algebrici.

Formula are expresia de forma:
det(4) = ay1 D11 — a12D1p + ay3D43 + -+ (=1)"*' Dy
daca consideram dezvoltarea dupa prima linie.

Exemplu. Sa calculam determinantul de ordinul 4

1 0 -1 2

_{r -2 0 O
d o 1 1 -1
1 -1 0 O

Aplicam definitia datda mai sus pentru n = 4 si dezvoltdim

determinantul dupa elementele liniei Tntai.

Avem:

2 0 0 1 0 O 1 -2 0
d=1-{1 1 -1[{-0-]0 1 -1{+(C-D-j0 1 -—-1|-2
-1 0 O 1 0 O 1 -1 O

1 -2 0
‘10 1 1{=0—-0—-14+2=1
1 -1 0

unde determinantii de ordin 3 i-am calculat prin una din metodele prezentate
mai sus pentru determinantii de ordin 3.
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2.3. Rangul unei matrice. Matrice inversabila

Tn stabilirea rangului unei matrice se face o analiza a minorilor
matricii, astfel, analiza este bazata pe notiunea de determinant.

Definitia 2.8. Daca A € M, ,(C), A nenula, atunci rangul matricii A
este cel mai mare dintre ordinele minorilor nenuli ai matricii A. Daca A este
matricea nula, A=0, atunci rang A=0. Amintim ca minor = determinant de
ordin <= min(m,n)

Pentru a stabili rangul unei matrice algoritmul este urmatorul. Sa luam
ca exemplu matricea

231
[ 460 s
A= 101 € M, 3(C). Etapele sunt urmatoarele.

-236

o 2740 —rang A >=1
2 3| _

. |5 6|_0

o i (1)|=—4¢0—>rangA>=2
2 3 1

e |4 6 0|=-—6%*0—rangA=3
1 0 1

Observam ca intr-adevar rang A <=min(4,3)

Exemplu 2.10. Sa se gaseasca rangul matricii A urmatoare.

1 2 3
a)A=(2 4 6
3 6 9

Din calcul gasim detA=0. Apoi gasim ca toti minorii de ordinul doi
sunt nuli. Rezulta rang A=1.

1 x 1
b) A= (1 -1 1)
x -1 1
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detd = x* —1
X €R —{£1} - detA +# 0 sirangA = 3

x=1->detAd = 0si

N H _11|¢0 - rangA = 2

|x =1 - detA=0si |_11 :1|¢0 - rangA = 2

Definitia 2.9. Daca o matrice A este asa incat: A € M,,(C), detA # 0,
atunci inversa sa este data de relatia:

28) A= A*eM,(C)

detA

unde A" este matricea adjuncta, care se calculeaza astfel:
- se calculeaza A!, transpusa matricei A;
- fiecare element al lui A' se Tnlocuieste cu complementul sau algebric

Observatia 2.5. Matricea A € M, (Z) este inversabila in Mn(Z) daca si
numai daca detA = +1

Exemplu 2.11. Sa se gaseasca inversele urmatoarelor matrici

a) A= (; ‘;) € M,(C)

detA=2+0 >3A1

2 3 . (t - L A
t —
At = (4 7). Apoi avem ca (_ +) sunt semnele minorilor, iar Tn dreptul

fiecaruia vom scrie elementul obtinut prin bordarea (taierea) liniei si coloanei
cu indicii corespunzatori. Obtinem astfel matricea adjuncta si inversa:

7
1 - 2

_ 1 _
A= (J—rg +§) S AT =gt = E(—73 24) =1 %

2

Pentru verificare: imediat obtinemca A-A™' =A™t A =1,

2 5 3
b) A=<2 0 —1>EM3(C)

0 2 1

detA=6+0 =341
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2 2 0
At=<5 0 2)
3 -1 1
Expresia matricii adjuncte este data de A" =
+A41, —Ap +Ag
(—A21 +A4,, —A23>,undeAij sunt minorii obtinuti prin bordarea matricii

s —As +Ass : .
Atcu linia i si coloana j. Pentru primul minor avem:

A= |_01 i| = 2. Apoi obtinem succesiv: A, = —1,4;3 = =5,4,; =
2,A22 = 2,A23 = _8,A31 = 4‘,A32 = 4‘,A33 = —10. ApOi adjunCta va fi

Ar=-2 +2 —(-8) -2 2 8

+2 —(-1) +(-5) (2 1 —5)
+4 -4 +(=10)) \4 & —10

Verificare: A A1 =A"1-A=1,

2.4. Sisteme de ecuatii liniare

Definitia 2.10. Un sistem de ecuatii in care fiecare ecuatie este de
gradul | cu una sau mai multe necunoscute se numeste sistem de ecuayii
liniare.

Forma generala a unui sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute este:

(2.9) | [ a11X1 + agpx; + -+ aypxy = by
— 5 N
G21%1 T G22%; + T Aan¥n = b, , aij,b €Ci=1.n,j=1.
Am1X1 t QpaXy + o+ QX = bm
\ mmnecC
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Exemple 2.12.

) {x+2y=—5
3x —y =13

x—y+z=1
b){x+y+z=3
—-x+y+z=-3

2.4.1. Forma matriciala a sistemului
Sistemului  (2.9) 1 se asociaza urmatoarele matrici: matricea

coeficientilor A, matricea extinsa (adaugand la A vectorul termenilor liberi),
vectorul necunoscutelor X si cel al termenilor liberi, B, dupa cum urmeaza:

a a cee
all a12 .o aln 11 12 aln bl
.. _ a1 azz azn bZ
A= a1 dy; zn | A = : : ,
Am1  Am2 Amn
An1 Amz " Amp bm
X1 by
X=(xz| B=|b2
Xn b,

Folosind aceste notatii putem rescrie sistemul sub forma A-X = B,

si aceasta reprezinta forma matriciala a sistemului liniar.
Daca toti termenii liberi sunt nuli, atunci spunem ca sistemul este

omogen.

2.4.2. Metoda matriciala de rezolvare a sistemelor liniare

Daca matricea A este patrata, rezolvarea sistemului linear (2.9) scris
sub forma matriciala se face in cazul in care determinantul matricii A este
nenul. Tn acest caz ecuatia se inmulteste la stinga cu A* si sistemul admite o

singura solutie X = A~ - B

Exemplul 2.13. Sa rezolvam sistemul linear b) din Ex. 2.12 . Atasam
forma matriciala a sistemului:

(o)

36



Rezolvim ecuatia atasati A-X = B inmultind la stdnga cu A™.
Obtinem succesiv:

1/0 2 -2 x 1/0 2 -2 1 3
Al = 7 -2 2 0]~ <y> =1 -2 2 0 3 |1=11
2 0 2 z 2 0 2 -3 -1

2.4.3. Metoda lui Cramer

Se aplica unui sistem (2.9) format din m ecuatii cu n necunoscute,
cand determinantul matricei coeficientilor este nenul. Sistemul care admite o
singura solutie se numeste compatibil determinat.

Metoda lui Cramer se aplica doar pentru sisteme “patrate”, deoarece
se calculeaza determinantul si se refera la cazul cand determinantul e nenul.

Etapal. Calculam A si observam ca A#0.

Etapa 2. Calculam Ax; = 1,n prin inlocuirea coloanei i cu coloana
termenilor liberi.

. . . Ax; .
Etapa 3. Solutia sistemului este x; = % (formulele lui Cramer).

Exemplul 2.14. Sa consideram din nou exemplul de mai sus.

1 -1 1
A={1 1 1|=4=%0
-1 1 1
1 -1 1 1 1 1 1 -1 1
A=13 1 1/=124,=|1 3 1l=44=|1 1 3
—3114 -1 -3 1 -1 1 -3

Trecand la etapa 3 gasim in final (x,y,z) = (3,1,—1)

Remarca: metoda lui Cramer se bazeaza pe metoda generala din
paragraful 2.4.2 si foloseste calcule directe pentru obtinerea solutiei
sistemului.

2.4.4. Compatibilitatea sistemelor liniare

Un sistem se numeste compatibil daca are cel putin o solutie. Daca
sistemul are o singura solutie, atunci este compatibil determinat, iar daca are
mai multe solutii sistemul este compatibil nedeterminat. Un sistem care nu
are solutii se numeste sistem incompatibil.

Compatibilitatea sistemelor liniare se analizeaza pe baza a doua
proprietati importante [3]
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Proprietatea 2.1. (Kronecker-Capelli)

Sistemul liniar (2.9) este compatibil daca si numai daca rang A =
rang A

Un minor care da rangul matricii se numeste minor principal (pot
exista mai multi minori principali, dar toti au acelasi ordin). Minorii obtinuti
dintr-un minor principal prin bordare cu elementele unei linii si unei coloane
Se numesc minori caracteristici.

Proprietatea 2.2. (Rouche)
Sistemul liniar (2.9) este compatibil daca si numai daca toti minorii
caracteristici sunt nuli.

Exemplul 2.15. Sa se rezolve sistemul urmator

x—y+z =1
x+y+tz+t=2
—-x+y+z—t=3

/1 -11 0 1
Matricea extinsa a sistemului este A =[ 1 1 1 1 2.

_ o -1 1 1 -1 3
Studiem minorii:

_ 1 -1 1
1¢041 1|=2¢0;1 1 1|=4=0.
-1 1 1

Astfel avem ci rang A=rang A=3 si deci sistemul este
compatibil nedeterminat. Fixam t € R ca si parametru (deoarece coeficientii
sai nu apar in minorul principal), si rezolvam sistemul:

x+y+z=2-t

{ x—y+z=1
—x+y+z=3+t

care se numeste “sistem principal”. El este un sistem de tip Cramer, deoarece
determinantul matricii coeficientilor sai este nenul.
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1 -1 1 1 -1 1
=1 1 1|=4+#0Ax=|2—-t 1 1|=-4t—-2Ay
-1 1 1 3+t 1 1
1 -1 1
=11 2—-t 1|=-2t+2,
-1 3+t 1
1 -1
Az =1 1 2—-t[=2t+8
-1 1 3+t

Aplicand apoi formulele lui Cramer gasim solutia sistemului

(—Zt—l —-t+1t+4 t) L ER
2 ) 2 ) 2 ) )
Un exemplu de sistem incompatibil este urmatorul:

x+y+z=3
2x+y+2z=5
3x—y+2z=4
x+2y+z=5

2.5. Probleme propuse

1. Calculati A" unde A este:

1 0 0
a)A=<2 1 O)EMZ(C)

3 2 1

1 2x 5x% -2«
byA={0 1 5x € M3(R)

0 0 1

2. Calculati urma matricii A, unde A este data de:

cosx Sinx
A= EM :
9) (—sinx cosx) 2(0);

_(1-V3 2 .
b)A_( 4 1+\/§)EM2(R)’

_ 1 logs 5
c) A= (logs 3 > ) € M,(R).
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3. Calculati determinantii atasati matricilor urmatoare:

1-vV3 2
a) A= ( ) € M,(R);
) s 14y3) <M
_ 1 logz 5 ]
A= (1055 3 )€ MR
—3 4 7
)A=| 0 V2 -5
0 6 -9
1 x x?
d) [1 y y?| (determinant de tip Vandermonde)
1 z z2

4. Aflati rangul urmatoarelor matrici:

1 2 3
a) A=(2 3 —1);

1 4 6

m 1 1
b)A={1 m 1],discutie dupam € R;
1 1 1

2 1 6
c)A=| 3 01 0 .
2 —12

1 1 1
5. FiematriceaA=<1 a a2>
1 b b?
a) Calculati det A,
b) Determinati inversa matricii A pentru a=2, b=3;
c) Rezolvati sistemul liniar:

x+2y+3z=1

{x+y+z:1
x+4y+9z=1

6. Sa se rezolve sistemul de ecuatii omogene:
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x—y+2z=0
2x+2y+4z=0

1 -1 1 4
7. Fiematricile:A=(1 0 1|, B=|5
a b 1 5

X
Pentru a=0, b=1, rezolvati sistemul A- X = B, X = (y) € R3
V4

{x+y—22=0
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TEMA 3. ELEMENTE DE STATISTICA DESCRIPTIVA

3.1. Serii statistice

3.1.1. Notiuni de baza.

Primul pas important care trebuie facut dupa culegerea datelor
primare, atunci cand exista Intr-un numar suficient de mare, este gruparea
acestora. Gruparea datelor primare se face dupa anumite Insusiri,
caracteristici ale obiectelor suport care constituie indivizii statistici.

Convenim sa numim variabila de grupare (caracteristica de grupare)
acea insusire dupa care se distribuie in clase omogene, unitatile statistice
dintr-o colectivitate data sau dupa care se urmareste modificarea — fie in timp,
fie in spatiu — a unei alte variabile.

Variabilele de grupare pot fi clasificate dupa continut si dupa forma
de exprimare.

Dupa continut, deosebim:

¢ variabile atributive — sunt Tnsusiri, atribute ale unitatilor statistice
dintr-o colectivitate data, in functie de care se face gruparea acestora
in clase omogene (Ex.: sexul, varsta, profesia etc.);

¢ variabile de timp — ofera posibilitatea cunoasterii tendintelor evolutive
ale unui fenomen oarecare (Ex.: ziua, luna, trimestrul, anul);

¢ variabile de spariu — ofera posibilitatea cunoasterii variabilitatii unui
fenomen in profil teritorial, in spatiu (Ex.: intreprinderea, localitatea,
judetul, tara etc.).

Sa subliniem faptul ca variabila atributiva este utilizatd la gruparea
propriu-zisa a unitatilor dintr-o colectivitate in clase omogene, in timp ce cu
variabilele de timp si spatiu se urmareste variatia — in timp sau spatiu — a unei
caracteristici oarecare.

Dupa forma de exprimare, deosebim:

¢ variabile cantitative —au variantele exprimate numai prin numere, sunt
variabile numerice (Ex.: salariul, pretul etc.). Acestea se impart la
randul lor in:

e variabile discrete — pot lua numai anumite valori, de obicei ntregi
(Ex.: populatia, numarul de angajati, productia exprimata in bucati
etc.);

e variabile continue — pot lua orice valoare dintr-un anumit interval
(Ex.: salariul, procentul realizarii normelor etc.);
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¢ variabile calitative — au variantele exprimate numai prin cuvinte, sunt
variabile alfabetice (Ex.: sexul, profesia, culoarea ochilor etc.); o
astfel de variabila poate fi transpusa in limbajul cifric prin codificarea
variantelor sale.

Avand la dispozitie una sau mai multe variabile de grupare, putem
construi serii statistice. Seria statisticd reprezinta o paralela intre doua sau mai
multe siruri de date, dintre care cel putin unul vizeaza caracteristica de grupare.

Una dintre notiunile fundamentale ale statisticii, derivata insa din cea
de individ, populatie si caracteristica, este frecvenza.

Considerand de exemplu rezultatele unei grupe de studenti la un
examen, putem aprecia o entitate izolata — un student — prin raspunsul la
intrebarea ,,Ce nota a luat studentul X la examen?”. Dar atunci cand ne
referim la intreaga grupa, ne asteptam la intrebari de genul ,, Cdri studenyi au
promovat examenul si cayi nu?”, ,,Cati studenti au luat nota 7?” etc. Intrebarile
lansate ascund deja in ele impartirea studentilor in grupe, dupa caracteristica
de grupare ,,nota la examen” (,,promovati — nepromovayi”, , nota 7 — alte
note”). Raspunsul la intrebarile respective nu inseamna altceva decat cautarea
frecventelor caracteristicii respective sau, cu alte cuvinte, a numarului de
indivizi care populeaza fiecare clasa a caracteristicii.

Daca avem deci o caracteristica de grupare C, cu variantele Cy,
Ca,...,Ck, a celor No indivizi ai unei colectivitati si daca din acesti indivizi f1
sunt Tn clasa Cy, f2 sunt in clasa Co, ..., fk sunt Tn clasa Ck, se poate defini o
functie biunivoca

f:{C1,Cp,.Cr t > {f1, Fore T}

numita distributie de frecventa.

Putem spune deci ca seria de distributie simpla reprezinta o paralela
ntre sirul variantelor sau intervalelor de variatie ale caracteristicii atributive
si sirul frecventelor corespunzatoare fiecdrei variante sau interval. Este
cunoscuta si sub numele de distribugie unidimensionala. Exista si distributii
bidimensionale, tridimensionale, etc [5]

Frecventele specifice seriilor de distributie pot fi:
¢ frecvenge absolute — reprezintd numarul de unitati statistice
corespunzatoare fiecarei grupe sau variante; sunt numere naturale,

convenim sa le notdm cu fi si, dacad No este volumul colectivitatii
k

supuse studiului, avem f, + f, +..+ fy, => fi =Ng ;
i=1
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¢ frecvenge relative - se determind ca raport intre frecventele absolute si
numarul total de unitati; sunt numere subunitare, mai mari sau egale
cu zero, convenim sa le notam cu pj si satisfac:

k
Pr+ P+t P =20 =1,
i=1
deoarece:
e

_ fl _ f2 _
pl_zfiapZ_Zfi ’,pk_Zfl '

Tn mod obisnuit, atunci cand se utilizeazi expresia ,,frecvenze relative”
se presupune c este vorba despre frecvente relative la unitate (> p; =1).

Frecventele relative la 100 (> p; =100) se numesc ,,procente” (se
noteaza cu semnul %) si pot fi interpretate ca ponderi ale claselor in totalul
populatiei. Totodata, ele pot fi interpretate si ca probabilitati empirice, Tn
sensul ca pi reprezinta probabilitatea ca, alegand la intamplare un individ din
cei No, el sa apartina clasei |.

3.1.2. Reprezentarea geometrica a seriilor statistice

Reprezentarea datelor statistice se realizeaza cu ajutorul histogramei.
Histograma se construieste sub forma unor dreptunghiuri lipite, cu baza pe
Ox, marimea lor fiind egala la baza cu marimea intervalului de variatie
respectiv. Iniltimea dreptunghiului va fi data de frecventa corespunzatoare
fiecarui interval de variatie. Histograma arata forma de repartitie, precum si
densitatea de repartitie a frecventelor.

Sa consideram ca exemplu punctele obtinute de o grupa de studenti
care cuantifica cunostintele la examenul de matematica. Punctajele sunt
urmatoarele:

{64, 62, 76, 82, 66, 76, 72, 71, 74,72,71, 73,70, 75, 77, 84, 92, 86, 62, 58, 78,
80, 79, 84, 83, 82, 66, 68, 68, 82, 84, 78, 76, 69, 77, 58, 62, 82, 85, 58, 78, 84,
94, 88, 77, 78, 88, 91, 70, 71, 78, 58, 65, 53, 60, 49, 68, 74, 71, 66, 68, 71, 73,
70, 85, 78, 65, 54, 51, 78, 89, 66, 68, 95, 94, 99, 81, 81, 92, 88, 99, 81, 81}.

Observam ca datele din colectia de mai sus se repetd. Adica, apar

fiecare cu 0 anumita frecventi (de un anumit numar de ori). In consecinti ele
trebuie reprezentate intr-un tablou de forma tabelului 3.1 de mai jos:
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N [49 5153|534 |58|60|62]64|65]66]|68) 69
n | L1111 4713 ]1]2]4]5) 1
N|T0( 707273747576 |77 7879|8081
n| 3512212133711 4
N[ 8283843536838 (91192]94]95)99
n, |4 114213112212

Tabelul 3.1.

in care X este variabila statistica (cu variantele sale) iar ni reprezinta
frecvengele relative. In cazul seriilor date prin intervale, datele se grupeaza
ntr-un tablou de forma:

X | [tinte) | [tat3) | - | [t timntr)
n n Na e N i

in care X este variabila statistica, iar nj este numarul valorilor variabilei
statistice aflate in intervalul [t;; tj+1), adica frecvensa absoluta.

Cum alcatuim histograma aferenta unor date ca cele din tabelul 3.1?
Avem nevoie de asa numita grupare pe clase. Daca avem o selectie
X1, X3, ..., Xn de volum total n de date obtinute Tn urma masurarii unor marimi
fizice, tehnice, economice de care depinde evolutia unor procese sau
fenomene, notam m = miin xi, M= max x;. Organizam datele selectiei in

grupe sau subintervale obtinute divizand intervalul [m;M] intr-un numar r de

subintervale congruente (de aceeasi lungime). Pentru determinarea numarului

de subintervale de grupare poate fi folosita formula lui H. A. Sturges:
r=[1+3.322Ign]

Avand landemana aceasta formula, definim pasul de histograma h =
M-m . .
— Obtinem astfel r intervale de grupare, anume:

I, =[m,m+h),I, =[m+hm+2h),I, =[m+ (r—1)h,M)
Notam cu n1 numarul acelor valori x; care sunt situate Tn intervalul |1,

n2 numarul acelor valori x; care sunt situate n intervalul I, . . ., n, numarul
acelor valori xi care sunt situate Tn intervalul I.. Histograma asociata selectiei
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X1, X9, ..., X, €Ste reuniunea dreptunghiurilor D, = I,x[0,n,] (produs
cartezian), pentru 1 <k <r.

Concret: alegem un sistem ortogonal de axe xQy, cu intervalul [m;M]
plasat pe axa Ox (cu originea O eventual in punctul m). Pe intervalul |1 se
construieste dreptunghiul de inaltime n1 si baza de lungime h, pe intervalul I2
se construieste dreptunghiul de inaltime ny si baza de lungime h, etc.
Intervalul Ik pentru care nk este maxim este moda selectiei.

Pentru exemplificare, daca reluam tabelul 1 cu punctajele obtinute de
grupa de student, aplicind metoda de constructie a histogramei, se obtine
forma din figura3.1:

Fig. 3.1.

3.2. Indicatorii seriilor statistice

Indicatorii seriilor de distributie se impart in doua grupe. Din prima
grupa, indicatorii tendinzei centrale, descriem aici media si mediana, iar din
cea de-a doua, indicatorii variagiei si asimetriei, ne ocupam de amplitudinea,
abaterea variantelor caracteristicii de la media lor, abaterea medie lineara,
dispersia, abaterea medie patratica sau abaterea standard, coeficientul de
variagie. Detalii despre alti indicatori statistici pot fi gasiti Tn [5].

3.2.1. Media — notiune, tipuri, metodologie de calcul
Notiune. Media este expresia sintetica a nivelurilor individuale ale

unei variabile oarecare, concretizata intr-un singur nivel reprezentativ, care
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evidentiaza ceea ce este esential, firesc, tipic si obiectiv in dezvoltarea unui
fenomen.
Prin definitie, media anihileazd toate abaterile variantelor
caracteristicii de la nivelul sau.
Tipuri. Se deosebesc:
a) media aritmetica;
b) media geometrica;
Fiecare dintre aceste tipuri are doua variante: simpla si ponderata.
Mentionam ca mai exista Tnca doua tipuri de medie, de care nu ne ocupam
aici [5]

a) Media aritmetica

Conditii de aplicabilitate. In general, media aritmetica se foloseste
atunci cand variabilitatea unui fenomen se produce aproximativ in progresie
aritmetica, adica atunci cand nivelurile caracteristicii cresc sau descresc
aproximativ cu aceeasi valoare, inregistrand o tendinta lineara.

Media aritmeticd simpla, se foloseste atunci cand numarul variantelor
caracteristicii este egal cu numarul unitatilor statistice supuse studiului, adica
atunci cand nu se repeta nici o varianta.

Media aritmetica ponderata se foloseste atunci cand cel putin o
variantd se repeta; ea este specifica seriilor de distributie.

Metodologie de calcul
a1) Media aritmetica simpla.

Functia determinanta este de tip aditional, adica nivelul general (total)
al caracteristicii X se obtine prin Tnsumarea variantelor xi. Calculul mediei are
la baza urmatoarea proprietate: substituind, in cadrul functiei determinante,
variantele x; cu media lor, nivelul general al caracteristicii X nu trebuie sa se
schimbe. Deci:

X+ X+t Xy = DX
X+X+...+X=nX

(1) 3%

nX =2 % =X -

a2) Media aritmetica ponderata.
Pentru media aritmeticd ponderatd, se foloseste — n principiu —
aceeasi metodologie, cu deosebirea ca fiecare varianta este ponderata
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(Tnmultita) cu frecventa corespunzatoare.
Aici este vorba de frecvente absolute.

Deci:
X fr+ % fy ot %, fy = D%
Xfy + Xfy +.. 4+ Xf, =X f;
(3.2) X f,

>

Comparéand relatia mediei aritmetice ponderate cu cea a mediei
aritmetice simple, se observa ca nivelul mediei aritmetice ponderate este
dependent de frecventele corespunzatoare fiecarei variante.

Proprietatile mediei aritmetice. Se deosebesc doud grupe de
proprietati:

e de verificare a exactitatii mediei;
e de simplificare a calculului.
Prima grupa cuprinde:
¢ Media valorilor unei caracteristici este mai mare decat varianta minima
si mai mica decat varianta maxima, adica:

‘ (3-3) ‘ Xmin < X< Xmax

Orice valoare 1n afara acestui interval, semnaleaza nivel eronat al mediei.
¢ Suma abaterilor variantelor caracteristicii de la media lor, este egala
cu zero, adica:

D" (x; —X) =0(pentru media aritmeticd simpla);
> (x; —X) f; =0 (pentru media aritmetica ponderatd).

Cea de-a doua grupa cuprinde:
¢ Media calculata din variantele caracteristicii, micsorate in prealabil cu
o constanta a, este mai mica decat media reala cu constanta a, adica:

X; —a)f;
26— < X cu constanta a,
21
sau:
X; —a)f; .
X = M +a (lucru foarte simplu de demonstrat).

2.1
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¢ Media calculata din variantele caracteristicii, impartite in prealabil la
constanta k, este mai mica decat media reald de K ori, adica (in cazul in care
avem k>1):

>,
ZL‘C <xdekori,
sau:
X
Ay
Z k 1
> f

Aplicand simultan cele doua proprietati, se obtine relatia de calcul
simplificat al mediei:

X = k.

(3.4) X; —a

2"
2 i

X = k+a

La prima vedere, aceasta relatie pare destul de complicata; practic, cu
ajutorul sau calculul mediei se simplifica intr-o masura considerabild, intrucat:
> constanta a este, de regula, varianta caracteristicii cu frecventa cea
mai mare;
> constanta k este marimea intervalului de variatie;
> dupa stabilirea pozitiei lui a in cadrul seriei de distributie, pentru

X;—a . ~ .
rapoartele 'T se vor trece automat valorile: zero in dreptul lui a; -1, -2, -

3,... deasupra si 1, 2, 3,... sub zero.

Tn exemplul rezolvat 2 se poate observa cum functioneazi aceasti
tehnica.

Proprietatile de simplificare a calculului mediei se aplica la seriile de
distributie cu intervale de variatie egale.

b) Media geometrica

Conditii de aplicabilitate. Media geometrica se foloseste Tn cazurile
in care fenomenele inregistreazd modificari, aproximativ, in progresie
geometricd; este utilizatd mai frecvent in cazurile in care diferentele dintre
variantele caracteristicii sunt mai mari la inceputul seriei si din ce in ce mai
mici catre sfarsitul acesteia. Rezultd cd media geometricd este recomandata
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pentru analiza tendintelor neliniare care evidentiaza cresteri mari la Tnceput
si 0 atenuare a acestora spre sfarsitul seriei.

Este folosita si ca model matematic Tn calculul unuia dintre indicatorii
sintetici ai seriilor cronologice si anume, indicele mediu al dinamicii.

Metodologie de calcul

Tn cazul mediei geometrice, functia determinanti este de tip multiplicativ.

b1) Media geometrica simpla
XX o X = [ [ %

Xy e X

(3:5) | %0 =TT = %4 =VTT%

b2) Media geometrici ponderata

_on
g = Xg

i o fo T i
Xt X2 e Xy =]

- — > f
i -ngz -...-XJ“ =-ng !

Este vorba desigur tot despre frecvente absolute.

(3.6) )_(ngizl—lxifij)—(QZZfiHXiﬁ

Ambele variante ale mediei geometrice se calculeaza prin logaritmare;
evident, se apeleaza la acest mod de calcul atunci cdnd nu dispunem de un
calculator cu facilitati corespunzatoare calculului direct.

e pentru media geometricd simpla:

1
=21g%
lg X =%Zlg Xj = Xq =10"

e pentru media geometrica ponderata:

1
Ig )_(g :if_zfi Ig Xi :>)_(g Zlozfi
I

> filgx;

3.2.2. Mediana — notiune, metodologie de calcul, utilitate
Notiune. Mediana este acea valoare a caracteristicii care imparte
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seria in doua parti egale, cu acelasi nr de elemente.
Metodologie de calcul
Pentru seriile simple se deosebesc doud cazuri:

a) Cand seria are un numar impar de termeni — mediana este varianta
caracteristicii care ocupd locul central (x,,,) Tn cadrul seriei ordonate
2
crescator sau descrescator.
Exemplu, fie seria: 15, 27, 10, 38, 23, 31, 18.
Ordonam seria: 10, 15, 18, 23, 27, 31, 38.
Mediana este 23, ocupand locul (7 +1)/2=4.
b) Cand seria are un numar par de termeni — mediana este datd de media
aritmetica simpld a termenilor centrali din seria ordonatd crescator sau
descrescator

(B.7) | x, +x,

Exemplu, fie seria: 15, 27, 10, 38, 23, 31, 18, 40.
Ordonam seria: 10, 15, 18, 23, 27, 31, 38, 40.
Mediana este (18 + 23)2=20,5(media aritmetica a locurilor 4 si 5).

Pentru seriile de distributie alcatuite dupa intervale de variatie, se
foloseste relatia:

e L +[Z h —an K

2 fve
unde:
Li  =limita inferioara a intervalului in care se plaseaza mediana;
2 fi

> =jumatate din numarul de unitati statistice, conform definitiei medianei;

Sn =suma frecventelor intervalelor care preced intervalul Tn care se
plaseazd mediana;

k  =maérimea intervalului de variatie;

fwe =frecventa intervalului in care se plaseazd mediana.

Aceasta relatie are la baza ipoteza ca, in interiorul intervalului de
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variatie, unitatile statistice sunt uniform distribuite.
Utilitate. Mediana are, in principal, urmatoarele utilizari:

¢ poate fi folositd in locul mediei, in aprecierea nivelului mediu al unor
serii statistice;

¢ este folositd, ca bazad de calcul, in determinarea unor indicatori ai
asimetriei;

¢ este folosita, ca etalon, in aprecierea gradului de semnificatie a mediei,
prin diferenta dintre acesti indicatori; cu céat diferenta este mai mica, cu atat
semnificatia mediei este mai apropiata de cea a medianei.

3.2.3. Indicatorii variatiei

Tn cadrul analizei statistice, studiul variatiei fenomenelor social-
economice ocupa un loc foarte important; este absolut necesarda cunoasterea
domeniului de variatie a unei caracteristici oarecare pentru a aprecia si estima
corect principalele tendinte ale acesteia, raporturile dintre variabilitatea ei si
cea a altor caracteristici etc.

Este cunoscut faptul ca, gradul de semnificatie a indicatorilor medii
este strans legat de cAmpul de variatie a valorilor unui fenomen, de modul de
dispersare a acestor valori in interiorul cdmpului de variatie, de gradul de
aglomerare a cazurilor Tn jurul unor valori etc. Aspectele respective sunt
cuantificate prin intermediul unor indicatori specifici a caror metodologie de
calcul, semnificatie si utilitate vor fi prezentate in acest subcapitol.

Se deosebesc doud grupe:
a) Indicatori simpli.
b) Indicatori sintetici.

Prima grupa cuprinde:

al) Amplitudinea variatiei. Ofera posibilitatea delimitarii campului
de variatie a unui fenomen. Se deosebesc doud variante:

al.1) Amplitudinea absolutd. Se calculeazd ca diferentd intre
varianta maxima si varianta minima ale caracteristicii, folosind relatia:

‘ (39) ‘ Aa = Xmax — Xmin

al.2) Amplitudinea relativd. Se calculeazd ca raport intre
amplitudinea absoluta si media caracteristicii respective, exprimandu-se n
procente:
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&0, A, :%-100

a2) Abaterea variantelor de la media lor. Ofera posibilitatea
cunoasterii structurii variatiei la nivelul fiecarei unitati statistice. Se intalnesc
doua variante:

a2.1) Abaterea absoluta. Se calculeaza ca diferenta intre variantele
caracteristicii si media lor, folosind relatia:

(3.11) | dy =x; —x deci sirul x; —X,X, = X,....x, — X

a2.2) Abaterea relativa. Se calculeazd ca raport intre abaterea
absoluta si medie, folosindu-se relatia:

(3.12) X

i ~X 100

X

d, =92 100-
X

Cea de-a doua grupa cuprinde:

bl) Abaterea medie lineara. Se calculeaza ca o medie aritmetica
simpld sau ponderatdi a modulelor abaterilor absolute ale variantelor
caracteristicii de la media lor, folosind una dintre relatiile:

B3] ;X -

G14) | — Y| —xf
="
2. (ponderati)

Semnificatie. Sintetizeaza nivelul mediu al abaterilor absolute ale
variantelor caracteristicii de la media lor. Datoritad faptului ca abaterile
absolute se iau in calcul in valoare absoluta, se acorda aceeasi importanta atat
abaterilor negative, cat si celor pozitive.

Utilitate. Se foloseste pentru determinarea intervalului mediu de
variatie, care este urmatorul:

I=[x-d x+d]
In practica acest indicator este folosit mai rar.
b2) Dispersia. Se calculeaza ca o medie aritmetica simpld sau

ponderatd a pdatratului abaterilor variantelor caracteristicii de la media lor
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(fiind de fapt, momentul centrat de ordinul doi), folosind una dintre relatiile:

3.15 . _%)2
(3.15) O_ZZZ(XI X)

(simpla)

B16)| , Y i-%°f
o' ==F—"
2 fi (ponderata)

Nu poate fi folosita la caracterizarea variatiei distributiei (unitatile
sale de masura fiind ,,unitati patrate”), fiind folosita doar ca baza de calcul
pentru abaterea medie patratici. In literatura de specialitate mai este
cunoscuta si sub numele de varianta.

b3) Abaterea standard sau abaterea medie pitratica. Se calculeaza
ca radical din dispersie, deci ca o medie patratica — simplad sau ponderata — a
abaterilor absolute ale variantelor caracteristicii de la media lor, folosind una
dintre relatiile:

(3.17) Gz\/?: Z(Xi_)_()z

n (simpl3)
G18)| = [Ze-w,

2f (ponderati)

Fiind un indicator de gradul I, ca si media, poate fi folosit in
caracterizarea variatiei, determindndu-se cu ajutorul sau intervalul mediu de
variatie, astfel:

=[Xx—o0; X+ J]

Daca pentru aceeasi serie se calculeaza abaterea medie lineara si
abaterea standard, intotdeauna o >d .

Rezulta ca intervalul mediu de variatie, determinat cu ajutorul abaterii
standard, este mai larg decat cel stabilit cu abaterea medie lineara si, din acest
motiv, abaterea standard este preferata in analiza variatiei.

b4) Coeficientul de variatie. Se determind ca raport intre abaterea
standard si nivelul mediu al unei variabile oarecare, expriméndu-se, de obicei,
in procente. El este de fapt, expresia relativa a abaterii standard, adica ponderea
acesteia in valoarea mediei. Deci, se calculeaza dupa urmatoarea relatie:
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(3.19)

Semnificatie. Cu cat nivelul sau este mai apropiat de zero, cu atat
variatia unui fenomen este mai redusa, mai slaba. In acest caz colectivitatea
studiatd este mai omogena; indicatorii sintetici folositi Tn analiza diferitelor
caracteristici ale acestei colectivitati, au un grad din ce in ce mai ridicat de
semnificatie. Cu cat nivelul coeficientului de variatie este mai indepartata de
zero, cu atat variatia fenomenului studiat este mai pronuntata; eterogenitatea
colectivitatii statistice este din ce in ce mai accentuatd; indicatorii sintetici au
n acest caz un grad de semnificatie din ce in ce mai redus.

In practici se considera semnificative valorile lui v de pana la 30%.
Nivelurile mai mari, presupun faptul ca indicatorii sintetici, folositi mai ales
n calcule estimative, introduc erori din ce in ce mai mari. Pentru evitarea
acestor situatii, atunci cand v>30%, se recomanda impartirea colectivitatii in
grupe omogene si determinarea indicatorilor sintetici pentru fiecare grupa.

Coeficientul de variatie este folosit pe scara larga in analiza statistica,
alaturi de abaterea standard, apreciindu-se cu ajutorul siu nu numai
intensitatea variatiei unui fenomen, ci si gradul de semnificatie a unor valori
tipice, cum este — spre exemplu — media.

3.2.4. Proprietatile dispersiei
Dispersia fiind calculatd ca o medie aritmeticad, inseamna ca
proprietatile mediei aritmetice sunt aplicabile si in cazul dispersiei. Retin
atentia iTn mod deosebit proprietdtile care faciliteaza calculul dispersiei.
Prima proprietate. Dispersia calculata din abaterile variantelor x; de
la o constantd a, este mai mare decat dispersia reala cu patratul diferentei
dintre medie si constanta a. Avem:

Y -a)?f  Y(xf-2ax +a’)f;
>H 2.1 B
() - 2%+ X2+ 2% - X2 —2ax +at) i D (%7 - 2% + XO) N
B 2 f B 2 f
2% _)_(szi _ZaZXifi +aszi _
SG Tt g

=02 +2x% %% -2ax+a’ =c? + (X -a)?

+2X
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Retinem aceasta proprietate sub forma:

o2 :M_()—(_a)z.

2 fi

A doua proprietate. Dispersia calculata din abaterile variantelor de
la media lor, impdrtite la o constanti k, este mai mica de k? ori decéat dispersia

reala, adica:
X — %) xi — %\
%), () s
=~ oc’oo?=k?——~— 2

2 fi k? 2 fi

Aplicand simultan cele doua proprietati se ajunge la formula de calcul
simplificat al dispersiei:

2
X; —a
2 z( k jfi 2 o N2
o Z—Zf' ke —(x-a)

(3.20)

La prima vedere, aceasta relatie pare mult mai complicata decat relatia
obisnuitd; practic insd, calculul se simplifica intr-o masura considerabild daca
vom proceda la fel ca in cazul formulei de calcul simplificat al mediei, adica
daca vom considera pe a ca fiind varianta caracteristicii cu frecventa cea mai
mare, iar pe k ca fiind lungimea intervalului de variatie; si Tn acest caz, pentru

Xi —a n . .
rapoartele 'Tse va trece zero in dreptul lui a, -1, -2, -3,... deasupra si 1,

2, 3,... sub zero. Modul de actiune al metodei este prezentat in exemplul
rezolvat 2.

3.3. Probleme rezolvate

1. Fiind dat urmatorul sir de valori:

6,41; | 6,75; | 6,35; | 6,62; | 6,45; | 6,50; | 6,41; | 6,75; | 6,50; | 6,05;
6,62; | 6,05; | 6,80; | 6,41; | 6,50; | 6,75; | 6,35; | 6,50; | 6,75; | 6,45;
6,45; | 6,75; | 6,50; | 6,35; | 6,62; | 6,45; | 6,50; | 6,41; | 6,80; | 6,50;
6,50; | 6,45; | 6,62; | 6,50; | 6,41; | 6,05; | 6,75; | 6,45; | 6,35; | 6,62;
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Se cere.
a) sd se construiasca seria de distributie dupa variante;
b) sa se determine indicatorii seriei.

Rezolvare:

a) Seria de distributie este:
xi | 605 63 641 645 650 6,62 6,75 6,80 | X
fi 3 4 5 6 9 5 6 2 40
pi 0,075 0,1 0,125 0,15 0,225 0,125 0,15 0,05 | 1,00

b) Determindm mai intai indicatorii tendintei centrale.
Media. Fiind o serie de distributie, calculam media aritmetica ponderata:

8

2 X fi
Yo it _6,05-3+6,35-4+6,41-5+6,45-6+
Zslf 3+4+5+6+9+5+6+2
i

i=1

+6,50-9+6,62-5+6,75-6+6,80-2 — 6,50

Mediana. Fiind o serie de distributie alcatuitd dupa variante ale
caracteristicii de grupare si avand un numar par de termeni, mediana va fi
datd de media aritmetica a celor doi termeni centrali din seria ordonata
crescator sau descrescator, adica:

_ Xg9ot+ Xy  6,50+6,50
2 2

Me = 6,50

Observatie: mediana fiind egald cu media, rezulta ca ele au acelasi
grad de semnificarie.

Urmeaza sa calculam acum indicatorii variatiei.

Abaterea variantelor caracteristicii de la media lor.
- Abaterea absolutd: este data de sirul:

-0,45; -0,15; -0,09; -0,05; 0O; 0,12; 0,25; 0,30

- Abaterea relativa: este data de sirul:
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-6,92%; -2,31%; -1,38%; -0,77%; 0%, 1,85%; 3,85%; 4,62%

Analizand cele doua siruri, se observa ca variantele caracteristicii
variaza de la media lor intr-o plaja de la -0,45 la 0,30 in cifre absolute,
respectiv de la -6,92 la 4,62 in procente.

Abaterea medie lineard. Se determina cu relatia:

Moo

|605 650| 3+|635 650| 3+.. +|680 650| 2
3+4+5+6+9+5+6+2

=014

Intervalul mediu de variatie, determinat cu ajutorul abaterii medii
lineare va fi:

[x—d;x+d|< [6,36:6,64].
Amplitudinea. Este data de:

A; = Xmax — Xmin = 6,80 -6,05=0,75 (amplitudinea absoluta)
Xmax — X 0,75

A, =S _Tmin 100 = 650 -100 =11,54% (amplitudinea relativa).
X )
Dispersia.
Avem:
8 _
2 (i - X)? -
O_Z — i=1 - —
> fi
i=1
_ (6,05-6,50) -3+ (6,35—6,50)% -3+...+ (6,80 —6,50)% -2 _
3+4+5+6+9+5+6+2
= @ =0,0345
40
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Abaterea medie patratica.

o =vo? = /00345 = 01857

Intervalul mediu de variatie, determinat cu ajutorul abaterii medii
patratice va fi:

[x—ox+ 0| [6,31;6,69].

Observarie: deoarece Intotdeauna o > d , intervalul mediu de variarie

determinat cu ajutorul abaterii medii patratice va fi mai larg decdt cel
determinat cu ajutorul abaterii medii lineare. In cazul nostru:

[x—d;x+d|c [x-o;x+ | [6,36;6,64] < [6,31;6,69]

Coeficientul de variarie.

v==-100= 6 -100 = 2,86% (adica o populatic omogena).

2. Se considera urmatoarea serie de distributie:

Xi | [4,07:4,17)| [4,17;4,27) | [4,27;4,37) | [4,37;4,47) | [4,47;4,57) | [4,57;4,67) | [4,67:4,77)
il 4 | 6 | 122 | 6 | 9 | 8 | 5

Se cere sa se determine indicatorii acestei serii.

Rezolvare:

Fiind o serie de distributie alcatuita dupa intervale de variatie, pentru
determinarea indicatorilor, cu exceptia medianei si a dominantei, se pot folosi
formulele de calcul direct, considerand drept reprezentant al fiecarui interval
centrul acestuia (aceasta datoritd presupunerii ca in cadrul fiecarui interval,
unitatile statistice sunt uniform repartizate).

Vom utiliza insa, pentru determinarea mediei si a dispersiei, procedeul
de calcul simplificat. Astfel:

- pentru medie:
oy ‘ o,
X=—=——k+a

2 f
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- pentru dispersie:

S

o= 2 (x-a)?

2 f

unde:
a — varianta caracteristicii cu frecventa cea mai mare;
k — marimea intervalului de variatie;
Dupa stabilirea pozitiei lui a n cadrul seriei de distributie, pentru

X; —a

rapoartele se vor trece automat valorile 0 in dreptul pozitiei lui a, 1, 2,

3,... sub a, respectiv -1, -2, -3,... deasupra.
Tn cazul nostru a=4,32 , k =0,1.

Intocmim urmatorul tabel:

2 2
Intervalul | f; | x |22 | A2, (Xi —aj (Xi —aJ -
k k k k
[4,07:417) | 4 | 4,12 -2 -8 4 16
[417:427) | 6 | 4,22 -1 -6 1 6
[4,27;437) | 12 | 4,32 0 0 0 0
[437,447) | 6 | 4,42 1 6 1 6
[447:457) | 9 |452| 2 18 4 36
[457:467) | 8 | 4,62 3 24 9 72
[467:477) | 5 | 4,72 4 20 16 80
Total 50| * * 54 * 216
- 54
X = Y 01+4,32=0,108 + 4,32 = 4,428
, 216 ., 2
o? == 701" - (4428~ 4,32)° =0,0432-0,011664 = 0,031536

Pentru calculul medianei se utilizeaza relatia:

Me = L, +[Zf‘ —sn]- K

2 fve

unde:
L.

I
S, = suma frecventelor intervalelor care preced intervalul median;

= limita inferioard a intervalului in care se plaseaza mediana;
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fye = frecventa intervalului in care se plaseaza mediana;

Aceasta relatie are la baza ipoteza cd, in intervalul de variatie, unitatile
statistice sunt uniform distribuite. In cazul nostru:

Me = 4,37 +(25-22)

01

=442,
6

3. Variatia temperaturii de topire a apei cu presiunea, in faza ,,Gheata I”” este
data conform tabelului 1 de mai jos [10].

a) Sa se gaseasca temperatura medie de topire;

b) Sa se determine mediana si abaterea medie lineara a valorilor presiunii.

Faza solida P, atm t, °C AV, em3 /mol
Gheata | 1 -0.0 -1.62
610 -5.0 -1.83
1130 -10.0 -2.02
1590 -15.0 -2.195
1970 -20.0 -2.365

Tabelul 1.( AV este volumul de topire)
a) Un calcul imediat ne da temperatura medie ca fiind

0.0 + 5.0 + 10.0 + 15.0 + 20.0
B 5

t = = —-10°C

b) Este vorba de o serie alcatuita dupa variante ale caracteristicii de

grupare — temperatura in acest caz — cu un numar impar de variante,
deci mediana va ocupa locul central in seria de date; asadar avem:

Me = 1130 atm

Tn continuare aplicam formula (3.13) pentru abaterea medie lineara (n=>5) si
obtinem:

_ (1+10) + (610 + 10) + (1130 + 10) + (1590 + 10) + (1970 + 10)
- 5

Qi

=1070.2
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3.4. Probleme propuse

1. Fiind dat urmatorul sir de valori:

4 5
6 4
Se Cere.

56 7
7 8 4

5 8
8 6

6 57
8 4 8

4 8
6 7

75
5 7

7
4

5 4
57

5
6

a) sd se construiasca seria de distributie dupa variante;
b) sa se determine indicatorii seriei.

2. Se considera urmatoarea serie de distributie:

xi |[4,05;4,15)[4,15;4,25)|[4,25;4,35)|[4,35;4,45)|[4,45;4,55)|[4,55;4,65)|[4,65;4,75)

fi| 4

6 | 12

10

Sa se determine indicatorii seriei.

6

7 | 5

3. Variatia temperaturii de topire a apei cu presiunea, in faza ,,Gheata VI”
este data conform tabelului 3.2 de mai jos [10]:

Faza solida P, atm t, °C AV, em3 /mol

Gheati VI [ 6360 0.0 1.65
7000 5.0 1.59
7640 10.0 1.52
8310 15.0 1.435
9000 20.0 1.355
10590 30.0 1.195
12319 40.0 1.065
15000 52.5 0.915
18000 66.0 0.764
20000 73.8 0.677
22400 81.6 0.595

Tabelul 3.2.( AV este volumul de topire)

a) Sa se gaseasca temperatura medie de topire;
b) Sa se determine mediana si abaterea medie lineara a valorilor presiunii.

4. Caldura specifica a solutiilor apoase de acid azotic si acid sulfuric, la
P=1atm, sunt date Tn tabelul 3.3 de mai jos [10]
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Acid Cp
(%om)
HNOs (t=21.07°C) H,SO. (t=20°C)
J(gK) J/(gK)
1 414 4,14
5 3.93 3.98
10 3.72 3.78
15 3.52 3.60
20 3.35 3.43
25 3.26 3.26
30 3.18 3.10
35 3.10 2.95
40 3.01 2.80
45 2.93 2.665
50 2.85 2.53
55 2.76 2.40
60 2.68 2.28
65 2.59 2.16
70 2.47 2.048
75 2.39 1.937
80 2.26 1.829
85 2.18 1.723
90 2.05 1.619
95 1.93 1.517
100 1.76 1.415
Tabelul 3.3.

Sa se determine indicatorii celor doua serii de date.
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TEMA 4. CORELATIA DATELOR TN ANALIZA
LEGATURILOR DINTRE FENOMENE

4.1. Introducere

Etimologic ,,corelatia” Tsi are radacina in cuvantul latinesc correlatio
= relatie cu...; cuvantul corelatie are —in esenta — si in limba romana acelasi
inteles, expriménd relatia, legatura reciproca dintre fenomene.

Este cunoscut faptul ca variabilitatea fenomenelor social-economice
si industriale este, in majoritatea cazurilor, determinata de actiunea simultana
a mai multor factori; o parte dintre acesti factori favorizeaza evolutia unui
fenomen, altii o frineaza sau actioneaza chiar in sens invers.

Sensurile si intensitatile diferitilor factori se schimba in conditii de
timp si spatiu, astfel ca evolutia fenomenelor dependente inregistreaza si ea
tendinte diferite fata de cele anterioare.

Raporturile de cauzalitate dintre fenomenele social-economice si
industriale pot fi cuantificate si analizate cu ajutorul corelatiei. Informatiile
obtinute sunt deosebit de utile, mai ales pentru faptul ca, metodele specifice
pe care statistica le pune la dispozitia cercetatorului, ofera posibilitatea
cunoasterii, in principal, a urmatoarelor aspecte:

¢ existenta raporturilor de cauzalitate dintre fenomene;

¢ contributia fiecarui factor la variabilitatea globala a fenomenelor
efect;

¢ intensitatea legaturilor cauzale dintre fenomenele si procesele social-
economice;

¢ tendintele evolutive ale corelatiei dintre fenomene.

4.2. Corelatia — notiune, tipuri

Corelatia este expresia sintetica a intensitatii legaturilor cauzale
dintre fenomene.

Cuplul corelativ poate cuprinde doua sau mai multe variabile, din care
una este variabila efect, cunoscuta sub numele de variabild rezultativa,
simbolizatad in general cu Y, iar celelalte sunt variabile cauza, cunoscute sub
numele de variabile factoriale — fiind simbolizate cu X1, Xz, Xs,...

Se deosebesc mai multe tipuri de corelatie:
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a) Dupa numarul de variabile din cuplul corelativ, se disting:

a1) Corelatie simpli. In cadrul sdu cuplul corelativ cuprinde doua
variabile, din care una este variabila rezultativd Y si cealalta variabila
factoriala X.

a2) Corelatie multipla. Cuplul corelativ cuprinde trei sau mai multe
variabile, dintre care una este variabila rezultativd Y si celelalte sunt
variabilele factoriale X1, X2, Xs,...

Dat fiind faptul ca, in general, variabilitatea unui fenomen social-
economic este determinatd de actiunea simultand a mai multor factori,
corelatia simpla apare mai mult ca o corelatie partiala, determinata in
conditiile considerarii celorlalte influente din afara cuplului corelativ al
acestui tip de corelatie ca fiind constante.

b) Dupa sensul legaturilor factoriale, se deosebesc:
b1) Corelafie directd. In cadrul siu variabilitatea rezultativei Y se
produce Tn acelasi sens cu variabilitatea factorialei X (sau factorialelor Xy, Xo,
Xa,...).
b2) Corelafia inversd. In cadrul siu variabilitatea rezultativei Y se
produce n sens invers cu variabilitatea factorilor determinanti.

¢) Dupa forma legaturilor cauzale, se disting:

c1) Corelatie lineara. Consta in aceea ca variabila rezultativa Y
inregistreaza o tendinta lineara ca urmare a factorilor determinanti.

c2) Corelatia nelineard. In acest caz, variabilitatea rezultativei Y se
integreaza intr-0 tendinta de tip nelinear (parabolic, exponential, logaritmic etc.).

Cunoasterea formei corelatiilor prezintd un interes deosebit in
estimarea tendintelor evolutive ale fenomenelor efect in stransa legatura cu
variabilitatea factorilor determinanti. Evident, o tendinta lineara a rezultativei
Y, sugereazd faptul cd nivelurile acestei variabile cresc sau descresc
aproximativ in progresie aritmetica; tendinta nelineara, evidentiaza
modificarea acestor niveluri in progresie geometrica, exponentiald etc. Aceste
informatii sunt deosebit de utile Tn calculele de previziune precum si in
modelarea tendintelor evolutive.

4.3. Corelatia simpla

Tn cele ce urmeaza ne vom limita la metodologia corelatiei simple, si
vom aborda aplicarea functiilor statistico-matematice Tn studiul regresiei
simple, precum si metodologia cuantificarii intensitatii corelatiei simple.

In cadrul analizei corelatiei se au in vedere, in principal, doua aspecte
esentiale:
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a) Regresia — cu ajutorul careia, prin folosirea si interpretarea coeficientilor
de regresie ai diferitelor functii statistico-matematice, se determina contributiile
factorilor determinanti la variabilitatea fenomenelor efect;

b) Intensitatea corelasiei — sintetizatd cu ajutorul coeficientilor de
corelatie.

Pentru corelatia simpla, primul aspect poate fi evidentiat cu ajutorul
functiilor: lineara — pentru legaturile cauzale de tip linear; parabolica,
hiperbolica, exponentiala, logaritmicad, semilogaritmica, logisticd etc. —
pentru legaturile cauzale de tip nelinear.

Problema care se pune constd 1n determinarea unei legaturi
functionale intre variabila factoriala X si cea rezultativa Y:

Y =f(a,a,,....a, X)

care si satisfaca: Y; = f(a,ay,....8, %), i=1n

unde X, Xp,....Xn, Y1: Y2...-,Yn SUNt valorile cunoscute ale factorialei, respectiv
ale rezultativei (valori empirice), iar a;,a,,...,ax sunt parametri care trebuie
determinati.

Determinarea parametrilor se face cu ajutorul ,,metodei celor mai mici
patrate”, al carui principiu constd in minimizarea sumei patratelor
diferentelor dintre valorile empirice si cele teoretice.

Deci:

n
S =Y (yi - f(ag,8,..,8, X))? = min.
i=1

Minimul acestei expresii se obtine pentru acele valori ale parametrilor

ay,a,,...,8 , solutii ale sistemului de ecuatii normale % =0, j=1k, sistem
j

care poate fi rezolvat printr-una dintre metodele de rezolvare ale sistemelor

liniare.

Pentru a avea o imagine sugestivd asupra catorva dintre cele mai
utilizate functii propuse, prezentam unele observatii asupra comportarii
acestora, sistemele de ecuatii normale precum si reprezentarea grafica a
acestor functii in unele exemple concrete.

¢ O observatie general valabila este aceea ca, in cazurile in care apar,

termenii liberi sintetizeaza nivelul variabilei rezultative Y 1Tn absenta
influentei factorialei X;
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o functia liniara y =a+bx si cea parabolica y = a+bx +cx? sunt cel mai

des intalnite si cele mai cunoscute; prima este strict crescatoare pentru b >0
si strict descrescatoare pentru b<0; cea de-a doua, are un punct de extrem de

b A . .. - . .
coordonate (_Z ;_E) , acest punct fiind de minim daca ¢ >0 si respectiv de
maxim dacd c<O, iar graficul functiei este simetric in raport cu dreapta

b . ..
X = o ; sistemele de ecuatii normale sunt:

- pentru functia liniara:

2
PR

- pentru functia parabolica:

(4.1) na + b)Y x
{aZx + b)Y x?

(4.2) na  + bYx + cXx* = Dy
aYx + bYx* + ox® = Sy
ax? + bYx® + Oxt = Y X%y

Tn figura 4.1 de mai jos sunt prezentate graficele pentru cateva functii

liniare si respectiv parabolice.

a
C
T T T / T 1
43 2 g 1 4
] X
101
204

Figura 4.1. @) y=2+7x; b) y=3-2x; C) y=7-x+x?; d) y=4-x*

67



. 1 < . A T
¢ functia y = bx € comportd invers decat functia liniara, n sensul
+

ca este strict crescatoare daca b <0 si strict descrescatoare daca b>0; Tn acest
caz nivelul rezultativei y in afara influentei factorialei x este sintetizat de

. : . . : b ..
inversul lui a; acelasi lucru se poate spune si despre functia y = a+; , adica

este strict crescatoare pentru b<0 si strict descrescatoare pentru b>0, dar
nivelul lui y Tn afara influentei lui x este dat in acest caz de a; sistemele de
ecuatii normale sunt:

] 1
- pentru functia y = :
P Ha y a + bx

(43) na + bYx = zl
i ,y=0
aYx + bYx* = Y=
y
. b
- pentru functia y = a+; ;
(4.4) E - Bl - gy
1 Z)L( X#0
ay~ + by~ = 7
X X
7_
8_
5_
d
4_
3_
2_
1-——//13_,/
0.5 1 45 12 25 3
Figura 4.2.

a) y=6/(2+x); b) y=1/(4-x); c) y=1+3/x; d) y=1+3x/(x+1);
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Observatie 4.1:

a) In graficele de mai sus au fost considerate valori pozitive ale lui x; la
exemplul b) functia are asimptota verticala in x=4, iar la exemplul c) exista o
asimptota verticala in x=0.

b) Tn formulele (4.1)-(4.4) de mai sus, sumarea o facem implicit dupa
indicele i. Pentru simplificarea scrierii acesta a fost omis.

c) Alte tipuri de functii pentru analiza legaturii dintre variabila cauzala
si cea rezultativa, pot fi gasite in [5]

Intensitatea corelatiei simple lineare este datd de coeficientul de
corelatie lineara al lui Pearson:

(4.5) cov(X,Y)
Ixy =—————
Ox Oy

Tinand cont de relatia pentru indicele de covarianta:

covix=n ) xy- () %) (D v)

si Tnlocuind, obtinem:

(4.6) f o n> %y - (%) i)
T (% P Hny v - f

iar Tn cazul Tn care valorile sunt ponderate cu frecventele fy, fy, fxy:

Moy = Z f nyfxy _(zXfx)'Eyfy)
2t L 2y, -, P

fXy masoara in relatia de mai sus, ,, de cate ori variabila X ia valoarea x si in

acelasi timp variabila Y ia valoarea y”.
In practicd se considera ca daca:

¢ 0<|ryy|<0,2 intre cele doua variabile nu exista nici-o legatura;
¢ 02<|ryy|<05 existi o legitura slaba;

¢ 05<|ryy|<0,75 existi o legaturd de intensitate medie;
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¢
¢

0,75<|ryy| < 0,95 existi o legiturd puternica;

0,95 <|ryy | <1 existd o legatura relativ determinista.

In cazul regresiei nelineare (parabolica, hiperbolic, exponentiala,
logaritmica etc.) pentru determinarea intensitatii corelatiei se foloseste
raportul de corelatie, care are la baza metodologiei de calcul descompunerea

dispersi

ei generale in dispersii factoriale. Astfel:

4.7)

o2=2="1_2/ (dispersia generald);
n

Daca seriei de date X = {x;, x5, ..., X, } | Se asociaza seria de date

teoretice
Yy = {yxl,yxz, ...,yxn} atunci se pot calcula

@8) y, — 9
af,x = M (dispersia valorilor teoretice fata de media lor
sau dispersia variatiei explicate; am tinut cont ca Yy =Y );

(4.9 _
a)%yx =M (dispersia valorilor teoretice fata de cele
empirice, sau dispersia variatiei neexplicate, sau dispersia
reziduald).

Avem:
(4.10) | 52 = oy +oy,  (regula de adunare a dispersiilor).

Bt in 2 ; .
Impartind prin oy , obtinem:

ng O-)z’yx 2 O-i
1 = —2 + —2 , R = _2 y SaU
O o O

y y y

(4.11)

2 _ O-Wx 2 — s H i
R* =1-—=- R“=coeficientul de determinatie
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Din coeficientul de determinatie obtinem raportul de corelatie:

@12 —
R=vVR? = [1-—2* cu proprietatea: 0<R <1

O

y

4.4. Probleme rezolvate

1. Cunoscand urmatoarele date referitoare la doua serii de valori:

X |15 18 25 32 34 40 45 52 57 63
Y [130 113 90 77 74 67 63 59 56 54

Se cere.

a) sa se determine natura legaturii dintre cele doud variabile, utilizand:

- functia lineara;

- functia parabolica;

- functia hiperbolica;

b) pe baza principiului abaterii reziduale minime, sa se determine care
din cele trei functii aproximeaza cel mai bine legatura dintre variabile;

c) sa se determine intensitatea acestei legdturi.

Rezolvare:
a) Pentru cazul unei legaturi liniare Y =a+bX , sistemul de ecuatii
normale pentru estimarea parametrilor modelului este:

78,3
263,91

10-a + 381-b
381l-a + 169,01-b

obtinut prin inlocuirile:
n=10,Y % =381, y; =783, > x7 =169,01, 3 x;y; = 263,91,

Tn urma calculelor, se obtin parametrii: a=1333,b=-144, iar
ecuatia de regresie are forma:

Y =1333-144X .
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Valorile ajustate se obtin inlocuind valorile lui X cu fiecare dintre
valorile seriei initiale, astfel:

Y, =1333-144-15=1117
Y, =13,33-144-18=10,74

obtindndu-se tabelul urmator:

X | 15|18 ]25(|32[34|40[45]52|57]6,3
Y =1333-1,44X |11,17|10,74|9,73(8,72|8,43|7,57|6,85|5,84|5,12|4,26

Calculand abaterea reziduala pentru acest caz, se obtine:

8,89

=094.
10

Pentru cazul unei legaturi parabolice Y =a+bX +cX 2, sistemul de
ecuatii normale pentru estimarea parametrilor modelului este:

10-a + 381-b + 169,01-c = 783
38l-a + 169,01-b + 82788.-c = 26391
169,01-a + 827,88-b + 4321,23-c = 1077,09

obtinut prin inlocuirile:

n=10,Y % =381, y; =783, > x? =169,01, 3 x;y; = 263,91
> x®=827,88, > xi' =4321,23, > x*y; =1077,09

Tn urma calculelor, se obtin parametrii: a=1853,b=-4,66, =042,
iar ecuatia de regresie are forma:
Y =18,53-4,66X +0,42X 2
Valorile teoretice obtinute sunt prezentate in tabelul urmator:

X | 15|18 [25(32|34]40]45|52]|57]86,3
|1248|1150|949|789|751|657|601|558|552|573
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Calculand abaterea reziduala pentru acest caz, se obtine:

_ 1092 ~030.
10

e . b . .
Pentru cazul unei legaturi hiperbolice Y = a+7’ sistemul de ecuatii

normale pentru estimarea parametrilor modelului este:

10-a + 3,23-b 78,3
323-a + 130-b = 2918

obtinut prin inlocuirile:

n=10,3 2 =323,Yy, =783, Z%:l,SO,Z%:ZMS
Xi X

Tn urma calculelor, se obtin parametrii: a=2,99,b=15,00, iar ecuatia
de regresie are forma:

Y = 299+E
X

Valorile teoretice obtinute sunt prezentate in tabelul urmator:

X|15|18[25]32|34]40]|45][52]57]/63
|1299|1132|899|768|740|674|632|587|562|537

Calculand abaterea reziduala pentru acest caz, se obtine:

10
D (i
i1

) 0.0052
- / U9 0,022,
10 10

b) Pe baza principiului abaterii reziduale minime, deducem ca dintre cele
trei functii propuse, functia hiperbolica aproximeaza cel mai bine legatura
dintre cele doua variabile.

Sy =
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c) Pentru determinarea intensitatii legaturii, vom folosi raportul de
corelatie, in care, valorile teoretice sunt determinate cu ajutorul functiei
hiperbolice. Avem:

S (yi -Y; )? 0,0052
R:\/ -m= /1—m:o,99

fapt care evidentiaza o legatura relativ determinista intre cele doua variabile.

Observarie. Exemplul abordat in problema anterioara are un caracter
didactic, menit fiind spre a-1 obisnui pe cititor cu aplicarea metodelor de
determinare a formelor analitice ale legaturilor dintre fenomene. Credem ca
alegerea legaturii functionale dintre cele doud variabile depinde, intr-o
foarte mare masurd, de experienta si intuitia cercetatorului. Subliniem,
totusi, importansa criteriului ,, abaterii reziduale minime” in alegerea celei
mai potrivite expresii a legaturii, in momentul in care exista dubii asupra
naturii acesteia.[5]

2. Fie X,Y doua serii de valori:
X | 21| | 3 2]47]26]38]19
Y [ 18] | 2 5]53]22]28]34

Sa se determine coeficientul de corelatie Pearson.

131345
37|26 ] 4

Rezolvare:
Coeficientul de corelatie Pearson se calculeaza dupa formula:
. N2 xy-2x)y
xy =
VO =207 -y - (E 1)
Avem:

> x=253y=263> xy=8856;> x* =916; > y* = 96,27

si, Tnlocuind in formula, obtinem:
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8-88,56 — 25-26,3 B
J(8-91,6 - 252) - (8-96,27 — 26,32)
| 708,48-6575 5098

= = =0,55
J107,8-78,47 91,97

xy =

3. In tabelul 4.1. de mai jos sunt prezentate comparativ valorile experimentale
si cele calculate (cu formula 0.51 - ﬁ ) pentru factorul mediu de activitate a
NaCl in solutie apoasi la 25°C.

Amintim ca atat ,/J cat si —Igf + se calculeaza cu formulele de tip
F(8.1)-F(8.4) cain [10]

C \/7 —lg f; experimental —lg f4 calculat

mol/l (xi) (vi)

0.001 | 0.0317 0.0150 0.0162

0.005 | 0.0707 0.0320 0.0355

001 |0.1 0.0438 0.0510

0.05 |0.224 0.0846 0.114

0.1 0.317 0.1018 0.162

0.5 0.707 0.1611 0.360

1.0 1.0 0.1805 0.510

Tabelul 4.1.

a) Sa se determine natura legaturii dintre cele doua variabile
(experimental si calculat) utilizand functia lineara; sa se determine
apoi abaterea reziduala pentru acest tip de legatura;

b) Sa se calculeze coeficientul de corelatie Pearson si sa se determine
intensitatea legaturii dintre variabilele X si Y.

Rezolvare
a) Trebuie sa gasim coeficientii a si b ai ecuatiei liniare de regresie, deci
aplicam formulele (4.1). In cazul nostru n=7 (cici avem sapte variante ale
celor doua variabile cauzala si rezultativa) si sumele sunt:
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in — 06188,
Z%

=1.2487 ,inz =0.07922 ,inyl: 0.179798

Sistemul (3.1) este in consecintd urmatorul:

{ 7a + 0.6188b = 1.2487
0.6188a + 0.07922b = 0.179798

Rezolvand sistemul, gasim a = —0.071862, b = 2.83087.
Astfel dreapta de regresie gasita are un aspect descrescator:
Y = —0.071862x + 2.83087.

Variantele Y; ale acesteia le calculam usor si sintetizam toate datele
ntr-un tabel dupa cum urmeaza:

Xi | 0.0150 |0.0320 |0.0438 |0.0846 |0.1018 |0.1611 |0.1805
yi | 0.0162 |0.0355 |0.0510 |0.114 0.162 0.360 0.510
Yi | 2.829792| 2.828570| 2.827722| 2.824790| 2.823554 | 2.819293| 2.817898

Tn continuare folosim datele din tabel pentru a calcula abaterea
reziduala aplicand formula:
n

cu n=7 in cazul nostru. Dupa toate inlocuirile gasim § = 2.65202

b) Pentru coeficientul de corelatie Pearson, aplicaim formula (4.6). O
parte din sume sunt deja calculate la pct a). Apare Tn plus suma
Y y? = 0.433061 . Formula (4.6) ne conduce la

&=

1.258586 — 0.772695

- = 0.9665
V0.17164 - 1.472227

Txy

Observatie. Pe baza valorii obtinute pentru coeficientul Pearson, putem
trage concluzia ca intre cele doua variabile din acest exemplu exista o
legatura relativ determinista.
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4.5. Probleme propuse

1. Cunoscand urmatoarele date referitoare la doua serii de valori:

se cere:

a) sa se determine natura legaturii dintre cele doua variabile, utilizand
functia lineara apoi parabolica;

b) pe baza principiului abaterii reziduale minime, sa se determine care
din cele trei functii aproximeaza cel mai bine legatura dintre variabile;

C) sa se determine intensitatea acestei legaturi.

2. Fie XY doua serii de valori:

6 | 3
3|5,

X |2, 8142|464,
vy [ 6 8846909

Sa se determine coeficientul de corelatie Pearson si sa se determine
intensitatea legaturii dintre variabile.

1]31]35]3, 7|49 |56
4153[68]7 3195103

3. Se considera seriile de date ca in tabelul urmator

Cheltuieli
Reclama 50 | 25 | 21 | 65 | 30 | 40 | 25 40
Mii lei (X)
Vanzari (Y) | 157 | 152 | 69 | 218 | 134 | 173 | 81 | 113

a) Sa se calculeze coeficientul de corelatie;
b) Sa se determine dreapta de regresie;
c) Sa se prezica nivelul vanzarilor cand se cheltuiesc 35 000 lei /luna.

4. Datele din tabelul 2 de mai jos prezinta comparativ valorile experimentale

si cele calculate (cu formula 2 - 0.51 - ﬁ) pentru factorul mediu de activitate
a FeCl, in solutie apoasi la 25°C. [10]
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C \/7 —lg f+ experimental —lg f1 calculat

mol/l (xi) (vi)
0.001 | 0.0548 0.0506 0.0558
0.002 | 0.0774 0.0655 0.0790
0.005 |0.1224 0.0969 0.1248

0.01 ]0.1732 0.1249 0.1766

0.02 |0.2449 0.1549 0.2498

0.05 |0.3873 0.2076 0.3950

0.1 0.5477 0.2840 0.5586

0.5 1.224 0.3468 1.2480

1.0 1.732 0.2924 1.7666

2.0 2.449 0.1024 2.498

Tabelul 4.2.

a) Sase determine natura legaturii dintre cele doua variabile considerand
o functie de tip linear si parabolic;

b) Folosind principiul abaterii reziduale minime sa se stabileasca care
dintre tipurile de functii aproximeaza cel mai bine legatura dintre variabile

5. Datele din tabelul 4.3 de mai jos prezinta vascozitatea apei in functie de
temperatura [10]

Temperatura (°C) Vascozitatea (1, CP)
5 15188
10 1.3077
15 1.1404
16 11111
17 1.0828
18 1.0559
19 1.0299
20 1.0050
21 0.9810
22 0.9579
Tabelul 4.3.

Sa se calculeze coeficientul lui Pearson si sa se determine intensitatea
corelatiei dintre cele doua variabile.
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TEMA5. TESTE DE CONCORDANTA STATISTICA
INTRE DATELE TEORETICE
S| CELE EXPERIMENTALE

5.1. Notiuni introductive

5.1.1. Notiunea de populatie statistica. Esantion

Problemele pe care le aduce in discutie atat experimentarea fizica, cat
si cea din diverse alte domenii, cu inregistrarile statistice specifice, au relevat
din ce in ce mai pregnant necesitatea abordarii modelarii din punct de vedere
interdisciplinar. Concret, conceptul de probabilitate si-a facut recent simtita
prezenta in tot mai multe discipline. Aparent, probabilitatea nu raspunde direct
unei existente ca atare: ea este un simbol matematic, numeric chiar, cu care
intimpindm sau caracterizam, direct sau indirect, evenimente aleatoare,
dominate de Tntamplare - se spunea de preferinta in epoca ce merge de la
Bernoulli la Poincaré, sau sub semnul nesigurantei - au preferat sa spuna B.de
Finetti si L.J. Savage.

In afard de evenimente si probabilitati trebuie amintit si rolul pe care I-
au jucat in preocuparea probabilistd si marimile cunoscute sub numele de
variabile aleatoare asociate evenimentelor si susceptibile de probabilitate. De
asemenea, si cautarea relatiilor directe intre evenimente si probabilitati.

Este firesc ca aceste concepte fundamentale sa stea si la baza teoriei
prelucrdrii informationale a datelor de masurare. Avand un pronuntat caracter
interdisciplinar, si aplicatii directe in toate domeniile de activitate (atat
tehnice, cét si socio-economice), aceasta tehnicd are ca principal obiect de
studiu analiza calitativa a rezultatelor obtinute din masurari. Prin utilizarea
unor teste consacrate, fundamentate pe un aparat statistico-matematic, se
urmareste atat evaluarea calitativa a datelor obtinute din masurari, cat si
eliminarea datelor afectate de unele erori grosiere.

Vom prezenta in cele ce urmeaza cateva notiuni fundamentale de
probabilitati si statistica, necesare pentru a intelege obiectivul prelucrarii
datelor de masurare.

Definitia 5.1. Populagia sau colectivitatea statistica. Este data de
totalitatea indivizilor (subiectilor studiului) care au caracteristici comune.
Ex.: totalitatea locuitorilor dintr-un teritoriu delimitat, numarul total de
familii dintr-o localitate, numarul de muncitori dintr-o Tntreprindere etc. Deci,
populatia poate fi definita ca fiind ansamblul de unitéti statistice caracterizate
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printr-o serie de insusiri comune; pentru persoanele dintr-o colectivitate data
aceste nsusiri sunt: sexul, varsta, culoarea ochilor, culoarea parului, profesia,
ocupatia, domiciliul etc.; pentru autoturisme: marca, tipul, puterea,
capacitatea cilindrica, numarul de locuri etc.

Unitatile statistice din componenta populatiei, pot fi:

& simple - sunt unitati indivizibile; ex.: studentul, medicul, muncitorul
etc.;

4 complexe - sunt unitati formate din mai multe unitati simple; deci, acestea
sunt divizibile in unitdtile care le compun; ex.: familia este o unitate complexa,
compusa din mai multe unitati simple (persoane).

Baza de selecrie. Atunci cand dintr-o colectivitate statistica se extrage
un anumit numar de unitdti in vederea efectudrii unui sonda;j statistic, acea
colectivitate constituie baza de selectie. Volumul bazei de selectie este
simbolizat, de obicei, prin N (sau No pentru sondajul stratificat).

Definitia 5.2. Esantionul. Reprezinta numarul de unitati Statistice
extrase din baza de selectie si supuse studiului selectiv in cadrul sondajului.
Volumul esantionului este simbolizat prin n (sau no pentru sondajul stratificat).

Eroarea de reprezentativitate. Este diferenta dintre nivelurile
indicatorilor sintetici folositi Tn cadrul sondajului pentru analiza esantionului
si nivelurile indicatorilor similari folositi pentru analiza bazei de selectie. [5]

Eroarea de reprezentativitate este determinat, in final, de:

- stabilirea incorecta a volumului si structurii esantionului;

- natura si aria de intindere a erorilor de observare;

- folosirea incorecta a metodelor de extrapolare a rezultatelor sondajului in
estimarea parametrilor bazei de selectie.

Estimator. Rolul de estimator 1l au indicatorii sintetici ai sondajului,
calculati pentru un esantion oarecare: media, dispersia, coeficientul de
corelatie etc. Ei sunt folositi ca baza de calcul in estimarea nivelurilor
indicatorilor similari ai bazei de selectie (in estimarea parametrilor acesteia).
Acestia au fost analizati Tn temele precedente de statistica descriptiva.

5.1.2. Probabilitate

In teoria probabilitatilor, notiunile de eveniment si probabilitate sunt
concepte de baza. Notiunea de eveniment se afla la frontiera dintre empiric si
teoretic.

Generarea sau producerea unui anumit fenomen, care poate fi repetat
ori de cate ori dorim, poartd numele de experiensa. Vom intelege prin proba
orice reluare a unei experiente. Rezultatele unei experiente poarta numele de
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evenimente, sau, mai exact, orice rezultat posibil al unei experiente se
numeste eveniment elementar.

Sa consideram o experientd foarte uzuald, aceea a aruncarii cu zarul.
Tn urma acestei experiente poate si apard una dintre cele sase fete. Sa
convenim sa notam cu Aj (1 =1,6) evenimentul constand in aparitia fetei cu i
puncte.

Este natural sa consideram realizarea evenimentului Aj sau a
evenimentului A; (aparitia fetei cu i puncte, sau a fetei cu j puncte) tot un
eveniment, pe care il vom numi reuniunea celor doud evenimente si Tl vom
nota A U A;. Putem considera astfel:

Evenimentul Q=A; U A, U...U Ag care se realizeaza totdeauna cand
aruncam zarul (in orice aruncare a zarului va apare una dintre cele sase fete)
1l vom numi eveniment sigur.

Sa considerdm evenimentul A U...0A_; U A, U...U Ag . Un astfel
de eveniment care se realizeaza atunci si numai atunci cand nu se realizeaza
evenimentul A; Tl vom numi eveniment complementar al lui A; si il vom nota
cu CAjsau A.

Evenimentul care nu se realizeaza in nici o proba a experientei Se
numeste eveniment imposibil, 11 vom nota cu @ si este complementarul
evenimentului sigur (in contextul aruncdrii cu zarul ar corespunde situatiei Tn
care zarul s-ar aseza pe 0 muchie, sau intr-un colt).

Considerand doud evenimente A; si Aj, atunci realizarea atat a lui Aj,
cat si a lui Aj va fi tot un eveniment pe care 1l vom numi intersectia celor doua
evenimente si Tl vom nota A N A;.

Considerand doua evenimente A si B, vom spune ca:

¢ evenimentul A implica evenimentul B si vom scrie Ac B, daca in
orice proba in care se realizeaza evenimentul A se realizeaza si evenimentul
B (in contextul experientei aruncarii cu zarul, daca A este evenimentul
,»aparitia fetei cu doua puncte”, iar B evenimentul ,,aparitia unei fete cu un
numar par de puncte” - deci 2, 4 sau 6 -, atunci realizarea evenimentului A, in
mod evident, implica realizarea evenimentului B, deci A< B);

¢ evenimentele A si B sunt echivalente si vom scrie A=B, daca si numai
daca AcB si BCA;

¢ diferensa evenimentelor A si B, notata A-B, este evenimentul care se
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realizeaza Intr-o probad, daca se realizeaza evenimentul A si nu se realizeaza
evenimentul B (in contextul aruncarii cu zarul, dacd A este evenimentul
»aparitia unei fete cu un numar impar de puncte”, iar B este evenimentul
,aparitia fetei cu 3 sau 5 puncte”, atunci A-B este evenimentul care consta in
»aparitia fetei cu 1 punct”); observatie: A—B=ANB;

¢ evenimentele A si B se numesc compatibile daca in cel putin o proba
a experientei se realizeaza si A si B (doua evenimente A,B sunt compatibile
daca si numai daca AnB=®);

¢ evenimentele A si B se numesc incompatibile, daca producerea unuia
dintre ele intr-o proba, atrage dupa sine imposibilitatea producerii celuilalt
eveniment in aceeasi proba (doud evenimente A si B sunt incompatibile daca
si numai daca A~ B=a®); (in contextul experientei aruncarii cu zarul, daca
evenimentul A consta in ,,aparitia fetei cu 1 sau 2 puncte”, evenimentul B in
,aparitia fetei cu 1 sau 3 puncte”, iar evenimentul C in ,,aparitia fetei cu 2 sau
trei 3 puncte”, atunci acestea sunt incompatibile 1n totalitatea lor, dar
compatibile doua cate doua).

Multimea evenimentelor rezultate Tn urma unei experiente formeaza
un sistem de evenimente.

Tn cazul In care rezultatul unei experiente depinde de o Tntamplare,
evenimentul poate sd apard cu o anumitd probabilitate; evenimentul se
numeste n acest caz intdmplator sau aleator.

Exista mai multe definitii ale notiunii de probabilitate, functie de cum
a aparut de-a lungul istoriei necesitatea definirii acestui concept [5, 15, 16]

Definitia 5.3. Probabilitatea producerii unui eveniment este egala cu
raportul dintre numarul rezultatelor favorabile producerii evenimentului si
numarul total al rezultatelor egal posibile (formulare data de Laplace).

Reluand experienta aruncarii cu zarul, fiecare dintre cele sase fete ale

. . . 1. —
zarului este ,,la fel de probabila”, deci este normal ca P(A) = 5 i=16.

Evenimentul A U A;(i # j)este un eveniment de doud ori mai

. At g . . . . 2 1
probabil decét fiecare dintre evenimentele Ai si Aj, deci P(A U Aj) ~57 3

3
La fel:
P(A u...uAh):%, h<6si P(A/UA, U...UA;)=P(Q)=1.

Tn acest fel, campului de evenimente i-am atasat o functie P cu valori
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numerice. Astfel are loc o definitie echivalenta a notiunii de probabilitate:

Definitia 5.4. Vom numi probabilitate o functie numerica P, definita
pe campul de evenimente, cu valori in [0,1], care are proprietatile:
1. P(A) >0, oricare ar fi evenimentul A,

2. P(Q) =1, Q=evenimentul sigur;

3. P(AUA U...UA,)=P(A)+P(Ay)+...+4P(A,), daca evenimentele
A, Az,..., An suntincompatibile (A N A; =@, i = j).

Din definitie, se pot deduce imediat urmatoarele proprietati:

a) P(AnB)=P(A) —P(ANB) ;

b) P(AnB)=P(A)-P(B) daci BC A;

c) P(B)<P(A) daca BC A;

d) P(@)=0;

€) P(A)=1-P(A);

f) 0<P(A)<1.

Vom spune cd evenimentele A si B sunt independente daca
P(AnB)=P(A)-P(B) si, in general, evenimentele Ai, Ao... An sunt
independente daca

P(ANA, N...0A)=P(A)-P(A)-.... P(A,).

Definitia 5.5. @) Vom numi variabili aleatoare X acea variabila care
poate lua anumite valori (X1,X2,...,xn) cu anumite probabilitati (p1,p2,...,pn).
Numarul valorilor n poate fi finit sau infinit, iar suma probabilitatilor (sau
suma seriei > p,, cand numarul valorilor este infinit) este egald cu 1.

b) O variabila aleatoare X care poate lua un numar finit de valori se
numeste variabila aleatoare simpld. Daca variabila aleatoare poate lua o
multime cel mult numarabila de valori, ea se numeste variabild aleatoare
discretd. Daca multimea valorilor posibile este un interval al dreptei reale (nu
neapdrat marginit), sau chiar axa reala, atunci variabila aleatoare se numeste
variabild aleatoare continud.

c) Vom numi functie de repartisie a variabilei aleatoare continue X
functia F:R—[0,1], F(x)=P(X <X).

Functia de repartitie are proprietatile:

F(o0)=1;

F(-0)=0;
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0<F(X)<1 VxeR;
P(a<X<b)=F((b)-F(a),abeR,a<b;
F(a) <F(b)daca a<b.

Daci X este o variabila aleatoare discreta, atunci multimea perechilor
(xi,pi) se numeste repartigia variabilei aleatoare si se scrie:

(5.1) X .[xl Xy oo Xg o
P P2 P

J pi >0, > p; =1

(se presupune in acest tabel ca valorile X au fost ordonate crescator).
Astfel functie de repartitie a variabilei aleatoare X este:

FOO=PXD =)  p

xXi<x

Stréans legat de repartitia unei variabile aleatoare X se defineste densitatea de
repartirie.

d) Daca X este o variabila aleatoare continua, care are functia de
repartitie F(X), se numeste densitate de probabilitate (de repartitie) a
variabilei aleatoare X o functie f: R — [0, +o0) integrabila pe R, astfel incét

F(x) = f F(t)dt

Tn mod similar proprietatilor functiei de repartitie se definesc unele proprietiti
ale densitatii de repartitie. Detalii se pot gasi n [5].

5.2. Ipoteze statistice. Verificarea caracterului aleator al rezultatelor

Definitia 5.6. a) Vom intelege prin ipoteza statistica 0 presupunere
care se face cu privire la parametrii unei repartitii sau la legea de repartitie pe
care o urmeazad anumite variabile aleatoare in procesul experimental asupra
carora actioneaza o multitudine de factori aleatori si sistematici. Ipotezele
statistice pot fi folosite in urmatoarele directii principale [5, 15, 16]:

¢ verificarea concordantei dintre repartitiile empirice si cele teoretice;
¢ verificarea caracterului aleator al rezultatelor;
¢ verificarea parametrilor statistici.
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b) Procedeul de verificare a unei ipoteze statistice poarta numele de test
sau criteriu de semnificarie.

Ipoteza ce urmeaza a fi verificatd se numeste ipotezd nuld, se noteaza
de obicei cu Ho si consta in admiterea caracterului intamplator al deosebirilor,
adica in presupunerea ca nu exista deosebiri esentiale; verificarea sa se face
pe baza unui esantion xi,X,,...,X,, de volum n, extras din populatia X care

este o variabila aleatoare cu densitatea f(x,6,6,,....6¢), unde 6,,6,,....6; &,
reprezinta parametrii acestei repartitii.

Principiul construirii unui test pe baza caruia se poate accepta sau
respinge ipoteza Ho presupune impartirea spatiului de selectie X in doua
submultimi: regiunea critica (Rc) si complementara acesteia, domeniu de
incredere, (CRc). Daca punctul definit de vectorul de sondaj X;,X,,...,X, cade

in regiunea criticd Rc ipoteza se respinge, iar dacd punctul cade in afara
regiunii critice, respectiv in CRc, ipoteza se accepta.

In procesul verificarii ipotezelor statistice pot fi comise doud tipuri de
erori si anume: sa se respinga o ipoteza justa considerand ca aceasta nu este
adevarata, sau, dimpotriva, sa acceptdm o ipoteza falsa considerand ca ea este
adevarata. Erorile comise in primul caz se numesc erori de genul I,
probabilitatea comiterii unor astfel de erori fiind denumita risc de genul |
(prag de semnificarie sau nivel de incredere, notat cu ), iar erorile comise
prin acceptarea ca adeviarata a unei ipoteze false se numeste risc de genul 11
(notat cu S); Tn mod evident, cele doua riscuri sunt intr-0 relatie inversa (daca
unul creste, celalalt scade), deci singura modalitate de a micgora concomitent
cele douad riscuri constd in mdrirea volumului esantionului. Marimea acestor
riscuri se stabileste in functie de considerente economice si de natura
subiectului analizat prin sondaj.

Definitia 5.7. Probabilitatea 7z de a respinge ipoteza Ho pe baza unui
test de verificare se numeste puterea testului si este data de relatia 7=1- 4 .
Dacid ipoteza Ho este adevarata, atunci puterea testului trebuie sa fie foarte
mica, iar daca ipoteza Ho este falsd, atunci puterea testului trebuie sa fie cat
mai mare.

Este cunoscut faptul cd asupra datelor de sondaj pot actiona doud
tipuri de erori: erori sistematice, cu actiune unilaterala si erori aleatoare, cu
actiune in ambele sensuri, datorate unei multitudini de factori a caror influenta
individuala este neglijabila.

Atat erorile sistematice, cét si valorile afectate de erori grosolane trebuie
depistate si eliminate ele influentand nefavorabil rezultatele sondajului.
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Depistarea si eliminarea erorilor sistematice se dovedeste practic
dificila datorita multitudinii de factori care se interconditioneaza si de aceea
metodica eliminarii acestor erori are un caracter foarte complex si variat.
Tinand cont de acest lucru, amintim doua teste [5], testul iterariilor si testul
lui Young, care nu ofera posibilitatea eliminarii erorilor sistematice, ci doar
pe aceea a aprecierii influentei cauzelor sistematice asupra datelor de sondaj.

In cazul depistarii valorilor afectate de erori grosolane, deci al
sunt mai numeroase. Aici trebuie amintite testele lui Grubbs-Smirnov, Irwin,
Grubbs si Chauvenet [5,15,16]

5.3. Teste de concordanta cu utilitate mare in practica

Prezentam Tn cele ce urmeaza cateva dintre testele de concordanta cu
cea mai mare utilitate practica.

5.3.1. Testul Young
Dat fiind dat sirul de valori experimentale x;,X5,...,X,, se calculeaza

marimile

(5.2) 1 nd 52
0% =——=Y (X -%) M==
n-1 i=1 O

Marimea M astfel determinata se compara cu valorile VCI (valoare
critica inferioara) si VCS (valoare critica superioara), alese din tabelul 5.1 [5]
si se considera ca sirul de valori experimentale are un caracter aleator, cu
probabilitatea a, daca este indeplinita conditia:

1 (5.3) | VCl <M <VCS

VCI VCS
a=09 [ =099 | =095 | «=0,99
0,78 0,53 3,22 3,47
0,82 0,54 3,18 3,46
0,89 0,56 3,11 3,44
0,94 0,61 3,06 3,39
0,98 0,66 3,02 3,34

O|IN|o|O1 &>
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9 1,02 0,71 2,98 3,29
10 1,06 0,75 2,94 3,25
11 1,10 0,79 2,90 3,21
12 1,13 0,83 2,87 3,17
15 1,21 0,92 2,79 3,08
20 1,30 1,04 2,70 2,96
25 1,37 1,13 2,63 2,87
Tabelul 5.1 Valorile VCI si VCS pentru testul Young

Se poate observa ca testul nu poate fi aplicat decat pentru esantioane
continand cel mult 25 de valori experimentale. Parametrul « din tabelul 5.1
are semnificatia unui coeficient de incredere si poate fi ales orientativ, Tn
functie de volumul esantionului, din tabelul 5.2. Aici intelegem desigur caci
a=0.95 corespunde unei probabilitati de 95%, si 0=0.99 unei probabilitati de
99%.

Daca volumul esantionului se afla intre doud valori din tabelul 5.2,
este indicat sa se aleagd valoarea a corespunzatoare unui volum mai mic al
esantionului.

5 6 7 8 9 10 12 14

0,960 [ 0,970 | 0,976 | 0,980 | 0,983 | 0,985 | 0,988 | 0,990

16 18 20 25 30 50 | 100 | 150

0,991 [ 0,992 | 0,993 | 0,994 | 0,995 | 0,996 | 0,997 |0,9973
Tabelul 5.2

QIS|IR|S

Alegerea coeficientului de incredere din tabelul 5.2 poate fi inlocuita
de determinarea acestuia cu ajutorul relatiei:

(5.4) , 15057 +0,0968-n™"**
21803 + n*"404

Daca valoarea aleasa sau calculata a coeficientului de incredere se afla
intre valorile disponibile in tabelul 5.1, este indicat sd se aleagd valoarea
disponibild inferioara.

Alegerea valorilor VCI si VCS din tabelul 5.1 poate fi inlocuita cu
determinarea acestora cu ajutorul relatiilor:
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(5.5) 0,491+ 0,081-n —0,003-n2

VCI =<192,883 +1,269 - n%>3%
411,427 + n?336

pentru « =0,95

pentru «=0,99

0,94

(5.6) 3,317 — 1,057 - e 8919 ™" pentrua = 0,95

3,484 — 0,882 - e 33574 pontru a = 0,99

VCSz{

5.3.2. Testul Irwin

Se aplica pentru eliminarea datelor afectate de erori grosolane in cazul

n care se cunoaste numai o°.

Pentru aplicarea acestui test, considerand sirul de valori de sondaj

ordonat crescdtor, se calculeaza rapoartele:

(5.7a) Ay = Xn — Xn-1
a
(5.7b) _X27%
m a

Relatia (5.7a) este folosita pentru valoarea maxima, iar (5.7b) pentru
valoarea minima.
Fie in cazul testarii valorii maxime, fie in cazul testarii valorii minime
din sir, diferenta dintre cei doi termeni situati la una dintre extremitatile sirului
raportati la abaterea medie patratica nu poate depdsi o anumita valoare data

n functie de nivelul de semnificatie ales.

Valorile functie de n si de o sunt prezentate in tabelul 5.3 de mai jos.

Deci daca:

n @ n @

0,10 ) 0,05 | 0,01 0,10 | 0,05 | 0,01
2 [233| 2,77 | 3,64 12 1,11 | 141 1,97
3 (179 2,17 | 2,90 13 1,09 | 1,39 1,94
4 1164 205 | 2,75 14 1,07 | 1,37 191
5 | 151 1,93 | 2,60 15 1,06 | 1,35 1,88
6 | 139 181 | 245 16 1,05 | 1,33 1,86
7 1131 169 | 2,30 17 1,04 | 1,31 1,84
8 | 124 157 | 2,16 18 1,03 | 1,29 1,82
9 1120 151 | 2,09 19 1,03 | 1,28 1,81
10 | 1,18 | 1,46 | 2,03 20 1,03 | 1,27 1,80
11 114 | 1,43 | 2,00

Tabelul 5.3. Valorile 4, ,
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Hy:A<A4,, atuncivaloarea extrema ramane in sir;
Hy:A>4,, In acest caz, valoarea extremda se elimind fiind

consideratd o abatere grosolana.
Aici )\ este cel calculat convenabil (maxim sau minim) functie de
datele concrete supuse analizei.

5.3.3. Testul Chauvenet
Fiind dat un sir de valori experimentale x;,X;,....X,, se considera ca

valoarea xi este afectatd de erori aberante daca este verificatd conditia
(criteriul Chauvenet):

(5.8) ‘xi —)_(‘>Z~O'

unde x si o reprezinta media aritmeticd, respectiv abaterea standard a sirului
de valori experimentale, iar marimea z Se alege din tabelul 5.4 in functie de
numarul n de valori din sir.

Din motive evidente, este suficient ca verificarea relatiei de mai sus
sa fie efectuatd doar pentru valorile extreme (minima si maxima) din cadrul
esantionului.

Valoarea abaterii standard a sirului de valori experimentale este
determinata in acest caz cu expresia:

(5.9) oo \/ii(xi =

n-1i3

Valoarea z din tabelul 5.4 poate fi determinata si cu ajutorul relatiei:

(5.10) 0435-0862-a  ,_2-n-1
1-3,604-a+3,213-a2 4-n
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n z n z n z

5 1,64 14 2,10 27-29 2,37
6 1,73 15 2,12 30-33 2,41
7 1,80 16 2,14 34-38 2,46
8 1,87 17 2,17 39-45 2,51
9 191 18 2,20 46 - 55 2,58
10 1,96 19 2,23 56-71 2,65
11 2,00 20-21 2,26 72-100 2,75
12 2,04 22-23 2,29 101-166 2,88
13 2,07 24 - 26 2,33 167 - 500 3,09

Tabelul 5.4 Valorile z pentru testul Chauvenet

5.4. Probleme rezolvate
5.4.1. In urma efectudrii unui sondaj s-au obtinut urmatoarele 12 rezultate:
13,4; 13,8; 13,4, 13,1, 13,3; 13,5; 13,5; 13,6; 13,6; 13,8; 13,1; 13,2.

Cunoscand ca A ¢ gs10=141si o =0,09sa se specifice ce test se aplica

si sd se decidd daca valorile extreme constituie valori aberante, pentru o
probabilitate de 95%.

Rezolvare:

Deoarece se cunoaste doar abaterea medie patraticd se aplica testul
Irwin.

Consideram sirul de valori ordonat crescator, astfel:

13,1; 13,1; 13,2; 13,3; 13,4; 13,4; 13,5; 13,5; 13,6; 13,6; 13,8; 13,8

si calculam rapoartele:
Xp = Xp1 .
A=———— pentru valoarea maxima,

respectiv:
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1=XemX

, pentru valoarea minima.

“ 13,8-13,6 . -
In cazul nostru , 1 = o009 2,22 >1,41 | deci valoarea maxima se
13,2-131

009 - 111<1,41, deci valoarea minima nu se

elimina si, respectiv, 4=
elimina.
5.4.2. Considerand urmatorul sir de date:

20 25 17 24 29 32 33 25 28 26

23 22 19 34 35 18 20 24 22 24
Se cere:
a) utilizand testul Chavenet, sa se specifice daca exista valori aberante;

b) utilizand testul Young, sa se verifice daca exista erori sistematice.
Se cunosc: «=0,99, z=2,26,VCI =104 , VCS =2,96.

Rezolvare:
a) Determinam:

- 12
- media: x=—-> x; =25;
20 &

. . 1 2 -
- abaterea medie patraticd: o = \/E (X — x)? =535,
i=1

Avem:
Xmin =17 $I Xmax =35,

Deoarece:
‘xmin - >"<\ =|-8=8<12,091=2,26-535=2 0 ,
rezulta ca valoarea minima nu constituie o valoare aberanta, deci ramane in sir;

[Xmax —X[=[10]=10<12,001=2,26-535=7 -,

91



rezulta ca valoarea maxima nu constituie o valoare aberanta, deci ramane in
sir.

b) Determinam:

, 18 2
S :EZ(xm—xi) =42,74 .
i=1
Avem acum:
2
M :5_:@:1,49
o2 28,63

si, deoarece 1,04<1,49<2,96 < VCl <M <VCS , rezultd, cu o probabilitate de
99% ca nu exista erori sistematice.

5.5. Probleme propuse
5.5.1. In urma efectudrii unui sondaj s-au obtinut urmitoarele 12 rezultate:
56,4, 56,8; 56,4; 56,1, 56,3; 56,5; 56,5; 56,6; 56,6; 56,8; 56,1; 56,2.

Cunoscand ca A ¢ g5.1o=141si o =011s3 se specifice ce test se aplica

si sa se decida dacd valorile extreme constituie valori aberante, pentru o
probabilitate de 95%.

5.5.2. Se considera urmatorul set de date obtinute in urma unui experiment
30 35 28 34 40 42 43 35 38 36
33 32 29 44 46 29 31 34 32 35

Utilizand testul Chauvenet, sa se determine daca in aceasta multime
de date exista valori aberante.

5.5.3. In urma efectudrii unui sondaj de volum n=20, s-au obtinut urmatoarele
rezultate:

793, 799 805 793 795 794 796 793 8,03 8,01
792 794 806 795 8,02 797 805 799 7,95 8,03
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Din cercetdri anterioare, se cunoaste ca abaterea medie patraticd este
o =0,042. Stiind ca se lucreaza cu o probabilitate p=95%, (corespunzator
coeficientului de incredere de 0.95) se cere sa se specifice ce test se aplica si
daca valorile extreme constituie valori aberante.

5.5.4. Pentru cunoasterea modului Tn care variaza ,,solubilitatea” in apa a
carbonatului de sodiu - Na,C0O5-10H,0 in raport cu temperatura, s-au
determinat experimental valorile solubilitatii la céateva temperaturi,
rezultatele determinarilor fiind sistematizate in tabelul alaturat (preluat din

[2] pg. 93)

T -205 |0 10 20 25 30 32
S 6.06 6.86 11.98 21.58 29.20 39.70 44.50

Aici T reprezinta temperatura (°C) iar S solubilitatea, exprimata in g
substanta anhidra la 100g solvent (apa).

Sa se arate ca se poate aplica testul lui Chauvenet si sa se determine
daca intre aceste valori ale solubilitatii exista si valori afectate de erori.
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TEMA 6. FUNCTII ELEMENTARE SI APLICATIILE
LOR IN CHIMIE

6.1. Functii afine

6.1.1. Conceptul de functie afina. Forme de reprezentare

a) Definitia 6.1. Prin functie afina se intelege o corespondenta univoca
(aplicatie) de la multimea valorilor variabilei reale x, la multimea altei
variabile reale y, prin legea de corespondenta de forma:

| (6.1) | y=f(x)=mx+n, x€ERmMn €ER |

Aici m si n reprezinta numere reale date. Daca n=0 atunci functia
devine liniara.

Amintim ca functie “liniard” inseamnd f (ax_+bx, )= af (x )+bf(x,)
pentru orice a,b, x,X, € R

Graficul unei functii afine intr-un sistem de coordonate carteziene
(ortogonale), este o linie dreapta care, spre deosebire de cazul functiilor
liniare, nu mai trece in general prin origine, ci printr-un punct N cu
coordonatele x = 0,y = n (fig. 6.1). Datorita acestui fapt, termenul n din
formula de definitie a functiei f poarta numele de “ordonata la origine”.

Fig. 6.1
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Semnificatia geometrica a termenului m este aceeasi ca si in cazul
functiei liniare, anume m = %tge, u si v reprezentand lungimile in mm ale

unitatilor de masura w, v ale axelor de coordonate, iar 8, unghiul orientat pe
care-1 formeaza dreapta reprezentativa cu axa Ox (fig. 6.1)

Luam u=v=1, deoarece vectorii din baza ortonormata {i.j} au

modulul 1.
Deci m=tgé

b) Sa reamintim ca ecuatia unei curbe plane (C), intr-un sistem de
coordonate carteziene, este data de o relatie de forma F(x,y) = 0 intre
coordonatele x si y ale unui punct curent M(x, y) din plan, astfel incat sa fie
indeplinte urmatoarele doua conditii:

i) daca punctul M se situeaza pe curba (C), atunci coordonatele sale
verifica relatia F(x,y) = 0;

i) reciproc, daca coordonatele x si y ale unui punct M din plan verifica
relatia F (x,y) = 0, atunci punctul respectiv se afla pe curba (C).

Tn ceea ce priveste natura analitica a relatiei F(x,y) = 0 , aceasta
relatie provine din eliminarea unui parametru t dintr-un sistem de doua relatii
x=f(t),y=g(),t€(ab), In care f si g sunt functii continue si
derivabile, pe intervalul lor de definitie.

In cazul particular in care curba (C) este o linie dreapti, ecuatia
F(x,y) = 0 este algebrica de gradul intai, n raport cu fiecare din variabilele
X si y cat si Tn raport cu ansamblul lor. Forma concreta a acestei ecuatii
depinde de modul geometric de definire a dreptei Tn cauza. Se disting Tn
principal doua situatii:

b1. Ecuatia unei drepte care trece printr-un punct M, (xo, yo) dat si are
coeficientul unghiular m = %tge dat. Sa punem (luand u=v=1 ca la baza

ortonormatid) m=tgé

Cazul b1.1. Dreapta nu este paralela cu axa Oy, ceea ce Thseamna ca
unghiul 6 nu este un unghi drept. In acest caz ecuatia dreptei se scrie:

[(6.2) ] Y — yo = m(x — x,) |

Tn particular, daca dreapta este paraleld cu axa Ox, atunci & = 0 si in
consecinta m=0, iar ecuatia (6.2) devine y =y, . Ecuatiaeste y=Yy,
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Cazul b1.2. Dreapta este paralela cu axa Oy, ceea ce inseamna ca 6
este un unghi drept. In acest caz, in locul ecuatiei (6.2) trebuie considerata
ecuatia x = x, Ecuatia este x=Xx,. Aceasta Tnseamna ca orice punct al

dreptei are abscisa egala cu Xo si reciproc, orice punct M a carui abscisa este
egala cu xo apartine dreptei.

b2. Ecuatia unei drepte care trece prin doua puncte date, distincte,
M; (xq,v1), My (x5, y,). Si aici avem subcazuri.

b2.1.Cazul x; # x, (fig.6.2). In acest caz avem ci tgf = (y, — y;) -

—2 _ siatunci=tg6 =221 Sa punem tgd = Yoo Yo
(xz=x)u > v Xp—Xq X2 _ X:L

C7% WO AP

[
[
—
'
“
.
]
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.
.
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Fig.6.2

Tnlocuind in relatia (6.2) pe m cu aceasta expresie si considerand M, =
M, obtinem ecuatia:

(6.3) D R
Yy—nn —Xz —x, (x —x1)

b2.2. Cazul x; = x, si y, =y, Inacest caz dreapta este paraleld cu
axa Oy si Tn consecinta ecuatia ei se scrie x = x;.

c. Proprietatea fundamentala a functiilor afine

Dupa cum se poate observa din cele de mai sus, in cazul oricarei
functii liniare, variabilele x si y sunt marimi direct proportionale, ceea ce
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matematic se noteaza x~y . Cazul functiilor afine neomogene, adica al
functiilor (6.1) cu n # 0 este insa diferit. Este vorba de o proprietate
referitoare la cresterile (variatiile) variabilelor x si y. Detaliem aceasta in cele
ce urmeaza.

Fie functia oarecare y = f(x),x € (a, b) si fie xo 0 valoare fixata a
variabilei independente iar yo valoarea corespunzatoare a functiei. Sa atribuim
valorii Xo o “crestere” (variatie) Ax. Vom obtine valoarea “crescuta” x+Ax.
(Fig.6.3) Variatiei Ax 1i va corespunde o variatie Ay a valorii yo a functiei f,
dupa relatia urmatoare:

[(6.4) ] Ay = f(xo + Ax) — £ (xp) |

Aceasta valoare se numeste “cresterea valorii functiei f, in punctul xo”.

Fig. 6.3

Tn cazul particular in care functie f este afina, adica de forma (6.1), cresterea
Ay devine:

| (65) | Ay = [m(xq + Ax) + n] — [mx, + n] = mAx |

Egalitatea de mai sus exprima de fapt urmatoarea proprietate
fundamentala a functiilor afine [2]

Proprietatea 6.1. Pentru o functie afina, cresterea Ay a valorii functiei
f este direct proportionala cu cresterea Ax a valorii variabilei independente x.
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Factorul de proportionalitate este independent de punctul xo si coincide cu
coeficientul unghiular “m” al dreptei care reprezinta grafic functia in cauza.
Observatia 6.1. Propozitia de mai sus admite si o reciproca, la fel de
importanta in aplicatii. Daca cresterea Ay a valorii yo a unei functii date f este
direct proportionala cu cresterea Ax a valorii Xo a variabilei independente X,

. A . . .o . . .
adica, é = m = const , atunci functia este afina pe intervalul ei de definitie,

adica este de forma y = mx +n, m,n = const

Proprietatea de mai sus este foarte importanta si are aplicatii variate
in practica. In sectiunile urmatoare vom expune aplicatii In interpolarea
liniara a functiilor definite tabelar.

6.1.2. Interpolarea liniara
6.1.2.1. Pornim de la urmatoarea problema, des intélnita in practica.

Problema 6.1. Sa consideram y = f(x) o functie continud pe un
interval (a,b). Sa presupunem ca nu se cunoaste efectiv legea de
corespondenta x — y decét referitor la o multime discreta de valori ale
variabilei independente x (ca si in cazul functiilor definite tabelar).

Fie x4, x,, x; < x5, doua astfel de valori presupuse consecutive si fie y1, y2
valorile corespunzatoare ale functiei f.

Se cere sa se calculeze cu aproximatie, pe baza datelor mentionate,
valoarea functiei f intr-un punct oarecare dat, x, din intervalul (x;, x;) .

Rezolvare. Procedeul care se aplica in mod curent la rezolvarea unor
probleme de acest gen se numeste interpolare liniara si se descrie (in cazul
de fata) dupa cum urmeaza. [2]

De fapt f nu e liniara ci “afind”, asa cum este definita mai sus.
Interpolarea se numeste liniara pentru ca aproximarile de fac prin drepte,
adica prin “linii”.

i. Seinterpreteaza functia f ca o functie liniara pe intervalul [x;, x,] ceea
ce inseamna ca presupunem ca fenomenul pe care il descrie se desfasoara
uniform pe intervalul [x;,x,] .Acest lucru este legitim daca luam in
considerare ipoteza ca functia f este continua si derivabila pe (a,b) si punctele
X1, %5, X1 < x5, sunt relativ apropiate. Presupunand indeplinite aceste
conditii, cresterea valorii variabilei independente x si cresterea valorii
variabilei dependente y vor fi marimi direct proportionale, conform
proprietatii fundamentale de mai sus.

ii. Sa consideram cresterile Ax = x, — x;,6x = x —x; . Cresterile
corespunzatoare ale valorii variabilei dependente y vor fi : Ay =y, —
y1,0y =y — y;. Conform proprietatii 6.1 acestea vor fi direct proportionale
cu primele. De aceea, pentru determinarea cresterii §y se poate aplica regula
de trei simpla conform schemei:
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(6.6) Ax =x3 —x1 - Ay =y, — )1
ox =x—xq - 6y =?
Ay — Ya—n

6y=E(5x—x2_x1(x—x1)

iii. Odata determinata cresterea &y, se trece la determinarea valorii y
solicitate Tn enuntul problemei. Pentru aceasta se tine cont de relatia de
definire a lui 8y, din care se deduce y = y; + 8y. Inlocuind aici pe 8y cu
valoarea determinata Tn (6) vom obtine pentru y expresia :

(6.7) _ Y2—M1
y=y+ X, — X,

(x —xq)

Observatia 6.2. Valoarea determinata in (6.7) reprezinta o valoare
aproximativa a functiei f. Acest lucru se observa bine si din interpretarea
geometrica.

Determinarea se face in relatia (6.7)

iv. Interpretare geometrica. Fie M1 si M2 punctele din reperul cartezian
xQy care au ca si coordonate perechile (xy,y;), (x4, y,). Prin aceste puncte
trece graficul functiei f din enuntul nostru (fig.6.4). Valoarea acestei functii
in punctul intermediar dat, x, este reprezentata prin marimea algebrica a

segmentului orientat LM.

V¥




Asa cum se observa din fig. 6.4, daca functia f este continua pe
intervalul (a,b) si daca punctele x;, x,, x; < x,, suntrelativ apropiate, atunci
arcul de curba M1 M va fi apropiat de coarda care il subintinde, iar segmentul

LM va fi apropiat de segmentul LN, N fiind punctul de intersectie al coardei
M1Mz> cu paralela prin L la axa Oy.

6.1.2.2. Interpolarea functiilor tabelare

Pentru a se putea obtine Tn mod eficient valorile unei functii oarecare
nominalizate, corespunzatoare diverselor valori ale variabilei independente,
se tabeleaza funcria respectiva, adica se alcatuieste un tabel cu doua rubrici,
in prima rubrica inscriindu-se valorile variabilei indepenente in ordine
crescatoare, iar in a doua — valorile corespunzatoare ale functiei (determinate
Cu 0 precizie adecvata).

Exista foarte multe exemple de tabele de acest gen, amintim aici dintre
cele mai importante si totodata utilizate, tabelele de logaritmi, tabelele de
valori ale functiilor trigonometrice, tabele pentru variatia solubilitatii in apa
a unei substante mentionate Tn raport cu temperatura, tabele pentru functii
experimentale, etc. [2]

Tn cazul Tn care o valoare data a variabilei independente nu figureaza
n tabel, determinarea cu aproximatie a valorii corespunzatoare a functiei se
efectueaza in general prin interpolare liniara. Aplicarea interpolarii liniare
este insa legitima doar daca sunt indeplinite urmatoarele doua conditii.

i. Graficul functiei Tn cauza este continuu si “neted”, Tn sensul ca nu
prezinta puncte unghiulare. Aceasta inseamna ca n fiecare punct al graficului
existd o tangenta unica, care variaza continuu, atunci cand punctul respectiv
variaza continuu pe grafic.

ii. Valorile argumentului nscrise Tn tabel sunt suficient de “dese” astfel
Tncat n orice subinterval cuprins intre doua valori consecutive, arcul de curba
corespunzator sa poata fi aproximat “suficient de bine”, prin coarda pe care o
subintinde.

Ca exemple tipice de curbe care nu respecta conditia i pot fi mentionate
“curbele de solubilitate” ale unor substante, adica acele curbe care descriu
variatia solubilitatii substantelor respective in apa, functie de temperatura [2]

Exemplu 6.1. Ne putem referi pentru concretizare, la curba de
solubilitate a sulfatului de zinc. Aceasta curba prezinta doua puncte
unghiulare corespunzitoare temperaturilor de 38°C si 55,5°C [2,9]. Prezenta
acestor puncte se explica prin faptul ca, la temperaturile respective, sulfatul
de zinc isi schimba structura moleculara.
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Tn tabelul 6.1 se indica valorile solubilitatii sulfatului de zinc, S
(grame ZnS0O4/100 grame H20), la diverse temperaturi T (grade C).

T |0 10 20 25 30 38
S 41.6 471 53.8 57.7 61.3 69.5
Tabelul 6.1

Datele din tabelul 6.1 au fost preluate din [17].

Se cere ca pe baza acestor date sa se calculeze cu aproximatie
solubilitatea sulfatului de zinc la temperatura T=23°C.

Rezolvare. Deoarece valoarea T=23 nu figureaza in tabel, se
intercaleaza aceasta valoare intre doua valori consecutive T1=20 si T>=25 din
tabel si se aplica metoda interpolarii liniare.

Astfel, se calculeaza ntai cresterea 6S = S — S;. Aplicam regula de

trei simpla conform schemei prezentate anterior si obtinem 8S = % = 2.34.
Calculam apoi pe S cu ajutorul formulei = S; + 8S . Obtinem valoarea
aproximativa S = 56.14.

6.1.3. Extrapolarea liniara

Tn practicd intervin adesea probleme analoage celei expuse n
sectiunea precedentd, cu deosebirea ca valoarea data X, pentru care se cere sa
se calculeze valoarea corespunzatoare a functiei f, se situeaza in exteriorul
intervalului [x, x,]. Astfel de situatii intervin cu precadere Tn probleme de
prognoza.

Pentru determinarea valorii aproximative solicitate, f(x), exista
diferite metode numite metode de extrapolare. Cel mai simplu procedeu il
constituie extrapolarea liniara, care consta in a aproxima intai graficul
functiei f, Tn interiorul intervalului [X1,X2] prin coarda care uneste punctele
experimentale M1, M2 (sau prin dreapta “de regresie” in cazul mai multor
astfel de puncte) si a considera apoi ca valoare aproximativa pentru f(x)
ordonata y a punctului corespunzator N de pe prelungirea respectivei coarde
(fig. 6.5).
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Fig. 6.5

Trebuie mentionat faptul ca aplicarea extrapolarii liniare este legitima
numai in cazul Tn care fenomenul in cauza se desfasoara uniform sau aproape
uniform atat pe intervalul [X1,X2] cat si in exteriorul acestui interval.

Daca aceasta conditie este indeplinita, atunci procedand analog ca in

cazul interpolarii liniare, se obtine formula (6.7), cu ajutorul careia se poate
calcula cu aproximatie valoarea solicitata f(x).
Daca fenomenul in cauza nu se desfasoara uniform, atunci pentru calculul
aproximativ al valorii f(x) se foloseste procedeul extrapolarii neliniare.
Deoarece atét extrapolarea liniara cat si cea neliniara depasesc obiectivele
didactice ale lucrarii de fata, indicam pentru detalii suplimentare [2].

6.2. Functia de gradul al doilea

6.2.1. Functii polinomiale
Definitia 6.2. Functia reala de variabila reala definita prin relatia

1 (6.8) | y=P(x)=apx"+ax" 1+ +a, x+a,x€ER |

in care n este un numar natural, si a, # 0,a,,a,,--a, € R , Se numeste
funcrie polinomialga, iar P(x) — polinom. Exponentul maximal n al variabilei
independente defineste gradul polinomului P, iar numerele ai, i=0,1,...,n sunt
coeficienyii polinomului.
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Polinoamele pot fi considerate functiile reale cele mai simple, pentru
calculul valorilor acestora fiind necesare operatii matematice elementare.

Dintre polinoamele de diferite grade se remarca prin simplitate dar si
prin numeroasele aplicatii, polinomul de gradul al doilea, adica polinomul
definit prin

| (6.9) | y = P(x) = ax?® + bx + c, a+0,a,bc ERxER |

a. Functia”’monom de gradul al doilea”
O astfel de functie este definita printr-o relatie de formay = ax?,x €
R in care a este un numar real nenul. Graficul corespunzator se numeste
parabola care trece prin origine si este simetrica fata de axa Oy (fig.6.6).
Parabola este situata in semiplanul superior sau inferior, dupa cum a>0
respectiv a<0.

Ay

Fig. 6.6

Axa de simetrie a parabolei constituie prin definitie, axa parabolei, iar
punctul de intersectie al parabolei cu axa sa se numeste varful parabolei . Tn
cazul particular considerat, axa parabolei coincide cu axa Oy iar varful
parabolei, cu originea axelor de coordonate.

Are loc si reciproca: orice parabola care are proprietatile mentionate,
poate fi interpretata ca graficul unei functii — monom de gradul al doilea, y =
ax?,x € R, aceasti relatie constituind prin definitie, “ecuatia parabolei”.

b. Functia “trinom de gradul al doilea”
O astfel de functie de defineste printr-o relatie de forma (6.9).

103



Pentru construirea curbei reprezentative, se reduce ecuatia (6.9) la
forma simpla Y = AX? cu ajutorul unei translatii convenabile a axelor de
coordonate. Formulele care definesc translatia au forma generala: x = a +
X,y=pF+Y, XsiY reprezentand noile coordonate iar «, f parametrii de
translatie (fig.6.7).

Fig. 6.7

Tn baza acestor formule, ecuatia (6.9) n noul sistem de coordonate
devine (dupa gruparea termenilor asemenea):

| (6.10) | Y = aX?+ (Qaa + B)X + (aa® + ba +c — B) |

Pentru ca aceasta ecuatie sa se reduca la forma Y = AX? este necesar
ca atat coeficientul lui X2 cat si termenul liber si fie nuli. Impunand aceasti
conditie, vom obtine un sistem de ecuatii Tn necunoscutele «, 8 astfel: 2a +
f = 0,aa? + ba + ¢ = 0. Prin rezolvarea acestui sistem gisim pentru a, 8
valorile:

(6.11) b b? — 4ac
a=—— = —_—

2a’ 4qa

Alegénd pentru parametrii a, § aceste valori, ecuatia curbei devine
Y = AX? . Graficul ei in noul sistem de coordinate (adica n sistemul XO’Y)
este 0 parabola care trece prin originea O’si are ca axa de simetrie axa O’Y

104



(fig,6.7). Tn sistemul initial de coordonate, ecuatia axei parabolei va fi x = a,
iar coordonatele varfului O’ al parabolei vor fi x = a,y = 8, cu a, 8 definite
prin (6.11).

6.2.2. Polinoame de tip Lagrange
Polinoamele de tip Lagrange sunt folosite pentru aproximarea
valorilor unei functii, atunci cand sunt cunoscute valorile acesteia

f(x1), f(x3), ..., f(x,) Tnpunctele xq,x,, ..., %, .

6.2.2.1. Ne vom raporta la interpolarea liniara descrisa in sectiunea 6.1 si vom
considera relatia (6.7). Grupand termenii care contin ca factor pe y: si pe cei
care contin ca factor pe y» si tindnd seama de semnificatiile acestor factori,
anume y; = f(x1),y, = f(x,) vom obtine formula echivalenta:

(6.12) y—

X — X,

X1 — X3

f(x1) +

X
X2

— X
— X

11 f(x2)

Polinomul care intervine in membrul drept al acestei relatii se numeste
polinomul de interpolare al lui Lagrange, relativ la funcria f si nodurile xy,
X2.

Sa notam cu [, (x), [, (x) coeficientii lui (x;) , respectiv f(x;) din
expresia polinomului lui Lagrange, adica:

= NG

(6.13)

Li(x) = L (x) =

X
1

x_xz xz_xl

Functiile I3 si I2 sunt polinoame de gradul intéi, care verifica conditiile:

‘ (6.14) ‘ L) =110) =0,5L(x) =0L(x)=1 ‘

Aceste polinoame se numesc polinoame fundamentale de interpolare,
pe nodurile X1, X2.

Cu ajutorul polinoamelor fundamentale, polinomul de interpolare al
lui Lagrange poate fi scris sub forma mai simpla:

[(6.15) ] Y=L f () + L) (xy) |

Desigur ca formulele (6.12), (6.15) se pot extinde pentru un numar
oarecare, finit, de noduri. Detalii se gasesc in [2].
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Pentru cazul n=3 interpolarea este data cu ajutorul unei parabole (deci
polinomul Lagrange are gradul 2):

(6.16) y = L)f(xg) + L (x0)f (x2) + 13(x) f(x3) unde
L - x) C —x)(x —x3)
hx) = (g — x2) (% — x3)” L(x) = (22 — x) (22 — x3)°
i) = (x —x7) (x — x1)
> ~ (3 = x) (X3 — x7)

6.2.2.2. Diferente divizate

Sa consideram o functie oarecare f: (a, b) = R si X1<x2 doua puncte
oarecare distincte, in acest interval. Consideram mai intéi cresterea Ax =
X, — X, Ppe care o0 inregistreaza valoarea variabilei independente X, atunci
cand trece de la x1 la X2, apoi cresterea corespunzatoare a valorii functiei f
(variatia sa): Ay = f(x3) — f(xy).

Definitia 6.3. Prin diferensa divizata de ordinul intéi a functiei f, pe
punctele (nodurile) x1, X2, se intelege raportul:

(6.17) by _fa) - fe)

Xq1,%; ] =
2 fl = 5 ===

Acest raport reprezinta viteza medie de crestere a valorilor functiei f,
pe intervalul [x1, X2].

Tn continuare se poate defini diferenta divizata de ordinul al doilea a
functiei f, iar pentru aceasta este nevoie de trei puncte distincte x; < x, < x3
din intervalul (a,b).

Relativ la cate doua puncte consecutive din cele trei considerate, se
calculeaza diferentele divizate de ordinul intai: [x1,X2,;f], [X2, x3;f]. Procedand
ca mai sus, se raporteaza cresterea pe care o inregistreaza diferenta divizata
de ordinul intéi, cand se trece de la sistemul de puncte {X1,x2} la sistemul
{x2,x3}, la cresterea pe care o inregistreaza valoarea variabilei independente
x cand trece de la x1 la x2. Fractia astfel obtinuta se va numi diferenta divizata
de ordinul al doilea a functiei f pe punctele x; < x, < x5 si se noteaza astfel:

6.18 ) ’ - 1, )
( ) [y, %p, X3 f] = [x2, x3 Q _J[: X7 f]
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Tn mod analog putem defini diferenta divizata de ordinul 4 a functiei
f pe punctele x; < x, < x3 < x4 , anume are loc relatia:

(619) [xz, X3, x4-;f] - [x1;x2'x3;f]
[xll X2, X3, X4, f] =
X4 —Xq

Desigur ca acest procedeu de construire a diferentelor finite poate
continua péna la ordine din ce in ce mai mari, ajungand pana la diferenta
divizata de ordinul n, n oricat de mare, pentru n puncte x; < x, < x3 < -+ <
X, < Xn4+1 dinintervalul (a,b).

Exemplu 6.2. Se considera functia pg,, = f(T), T € (19,26), care
exprima legea de variatie a densitatii absolute - p (%) in raport cu
temperatura T (°C). Se cere si se calculeze diferenta divizata de ordinul 7 a
functiei p pe punctele T, = 19, T, = 20,---,Tg = 26 (8 puncte) utilizdndu-se
n acest scop datele experimentale indicate n coloana a doua a tabelului 6.2
de mai jos. Aceste date au fost preluate din [17].

Rezolvare.

Calculam mai intéi toate diferentele divizate de ordinul 1, pe céte 2
puncte consecutive din cele 8 puncte date; apoi toate diferentele divizate de
ordinul 2, pe cate 3 puncte consecutive din cele 8, etc. Calculele sunt
sistematizate in tabelul 6.2 de mai jos [2]

Diferente divizate de ordinul:

T(°C) A1) ; o 3 4 5 6 7
19 0,998433
—202.10-¢
20 0,998231 —35.10-%
—212.10-¢ 0
21 0,998019 —5.10-¢ 0
—292.10-6 0 0
22 0,997797 —5.10-¢ 0 0
‘ ) —232.10-¢ 0 ] 0
23 0,997565 —5.10-8 0 0
—249.10-8 0 0
24 0,997323 —5.10-¢ 0
—252.10-% 0
25 0,997071 —5.10-¢
—262.10-% ’
26 0,996809
Tabel 6.2
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Din acest tabel se constata ca incepand de la ordinul 3 inclusiv, toate
diferentle divizate sunt nule.

6.2.3. Formula lui Newton referitoare la polinomul de interpolare al lui
Lagrange

Fie f o functie f: (a,b) = R si n puncte distincte din acest interval,
X1 < Xy < -+ < X, VOM Numi aceste puncte noduri de interpolare. Reluand
problema interpolarii de la inceputul sectiunii 6.2.2, se cere sa se determine
un polinom de grad cat mai mic posibil, care sa ia pe nodurile date,
X1, X2, , X, aceleasi valori ca si functia f. Dupa cum am aratat mai sus,
Lagrange a propus un polinom de forma (6.12) pentru acest scop.

Pentru rezolvarea aceleiasi probleme, Newton a propus polinomul:

(6.20) N(x) = f(x) + (x — x1)[xq, x5 f]

+ (= x) (0 = x)[xq, %2, %35 f] + -
+(x—x)(x —x3) - (x

- xn—l)[xlfo' o Xn—1Xn, f]

Polinomul de mai sus are evident gradul n-1. Se verifica cu usurinta
ca N ia pe nodurile x4, x5, ---, x,, aceleasi valori ca si f, adica [8]:

[(6.21) | N(xy) = f(xy), N(xp) = f(x), -+, N(xp) = o) |

Se pune in mod firesc intrebarea ce legatura exista intre polinoamele
L si N, definite prin formulele (6.12), respectiv (6.20) ?

Constatam Tntai ca ambele sunt de grad cel mult n-1 si ndeplinesc
aceleasi conditii de interpolare. Tn consecinta, diferenta lor este un polinom
de grad cel mult n-1, care se anuleaza pe punctele distincte x;, x,, -+, x,, (in
numar mai mare decét gradul polinomului). Tn consecinta obtinem identitatea
L(x) = N(x).

Exemplu 6.3. Sa se determine polinomul de grad minim, care
interpoleaza functia p = f(T), considerata in exemplul 6.2 de mai sus, pe
nodurile T; =19,T, = 20,---,Tg = 26. Apoi, cu ajutorul polinomului
respectiv, sa se calculeze valoarea aproximativa a densitatii (absolute) a apei,
corespunzatoare temperaturii T=21.7°C.

Rezolvare. Aplicam formula lui Newton (6.20), pentru n=8, inlocuind

diferentele divizate aferente cu valorile corespunzatoare din tabelul 6.2. Dupa
toate Tnlocuirile obtinem polinomul:
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N(T) = 0.998433 — 202 - 10~6(T — 19) — 5 - 1075(T — 19)(T — 20)
= 107%(1000371 — 7T — 5T2)

Gradul acestui polinom este 2 in loc de 8-1=7, deoarece toate
diferentele divizate de ordine mai mari decat 2, din tabel, sunt nule.

Apoi inlocuim Tn expresia polinomului N, pe T cu valoarea indicata,
21.7 si efectuam calculele necesare. Obtinem valoarea aproximativa
N(21.7) = 0.997865

6.3. Probleme propuse

6.3.1. Pentru o functie oarecare f, f:(a,b) = R pentru care se da tabelul
valorilor in trei noduri:

Xi -1 0 1
fi 1/2 1 2

Se cere sa se construiasca polinomul de interpolare Newton.

6.3.2. Pentru o functie oarecare f, f:(a,b) = R pentru care se da tabelul
valorilor in trei noduri:

Xi -1 1 2
fi 2 1 1

Se cere sa se construiasca polinomul de interpolare Lagrange asociat.

6.3.3. Se da tabelul de valori asociat unei functii oarecare f:

Xi 0 1 2 3
fi 2 1 2 3

Construiti polinomul care interpoleaza aceste puncte prin metodele Lagrange
si Newton.
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TEMA 7. FUNCTII DE TIP EXPONENTIAL
SI LOGARITMIC. APLICATII

7.1. Functia exponentiala

7.1.1. Introducere

Presupunem cunoscuta operatia de ridicare la putere oarecare a
numerelor reale si pozitive. Paralel cu “functiile putere” se definesc functiile
de tip exponential.

Definitia 7.1. Fie a un numar real, pozitiv si diferit de 1, dat. Prin
funcrie exponenriala in baza a intelegem functia definita prin formula

[((7.1) ] y=f(x) =a5x€R |

Conform acestei definitii, fiecarei baze date a 7i corespunde o functie
exponentiala. Tntrucat baza poate fi aleasa intr-o infinitate de moduri, si
multimea functiilor exponentiale va fi infinita.

Observatia 7.1. Functiile exponentiale se deosebesc de functiile
putere prin aceea ca variabila independenta figureaza la exponent, ceea ce
justifica de altfel si denumirea.

Tn studiul functiilor exponentiale se deosebesc doua cazuri, dupa cum
baza este supraunitara sau subunitara.

Cazul i) Baza este supraunitara, adica a>1. Atunci au loc urmatoarele
proprietati.

P1. f(0) =0,f(1) = a. Prima egalitate Thseamna ca punctul de
intersectie al graficului cu axa Oy are ordonata y=1, si a doua semnifica faptul
ca graficul trece si prin punctul de coordonate x =1,y = a

P2. Functia este continud si crescatoare pe intregul ei interval de
definitie, ceea ce din punct de vedere geometric Inseamna ca graficul
corespunzator este o curba continua, ascendenta. Acest lucru se observa din
figura 7.1.
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Fig. 7.1

P3. Au loc egalitatile  asimptotice: ;1_{210 f(x) =a® =
0, xlimwf(x) =a ® =a%°=é= 0.

Aceasta semnifica faptul ca graficul functiei f nu este “plafonat”, si pe
de alta parte dreapta de ecuatie y=0 constituie pentru grafic o asimptota
orizontala in directia negativa a respectivei axe (fig. 7.1).

Consecinta 7.1. Din faptul ca functia f este crescatoare pe intreg
intervalul ei de definitie (in ipoteza a>1) si din faptul ca limita ei catre —oo
este zero, rezulta inegalitatea f(x) > 0 Vx € R

Important de mentionat ca functia nu se anuleaza pentru nici o valoare
reala a variabilei independente.

Cazul ii). Baza este subunitara, adica a<1. In acest caz, constructia

graficului functiei poate fi redusa la cazul precedent, scriind baza a sub forma
a =—,b>1siatunci vom avea formula de definitie a functiei f sub forma
echivalenta:

[(7.2) ] y=fx)=b*x€ER |

Tindnd seama de aceasta reprezentare, vom construi intai graficul
functiei auxiliare y = (&) = b%,€ € R intr-un plan de coordonate
carteziene ortogonale Oy, iar apoi efectuam in planul respectiv, schimbarea
de variabila (schimbarea de notatie) &=-X. Prin aceasta schimbare, axa O se
transforma intr-o axa Ox orientata invers. Apoi pentru a aduce axa noii
variabile x Tn pozitia sa normali, se efectueazi o rotatie de 180° a planului
xQy in jurul axei Oy, ceea ce echivaleaza, n planul £Oy, cu o simetrie Tn jurul
axei Qy. Se obtine astfel graficul din figura 7.2, simetric cu cel din fig.7.1 n
raport cu axa Oy.
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Fig. 7.2.

7.1.2. Monoame exponentiale

Tn aplicatiile teoretice si practice, functiile exponentiale intervin de
cele mai multe ori prin polinoame exponentiale, varianta cea mai simpla a
acestora constituind-o monoamele exponentiale. Acestea sunt interpretate ca
functii de variabila independenta x, si se definesc prin relatii de forma:

1(73) | y=F(x)=A-a**x€eR |

n care a reprezinta un numar real si pozitiv, diferit de 1, numit baza, £k (k>0)
reprezinta un numar real (pozitiv sau negativ) numit coeficient exponenyial,
iar A un numar real nenul, numit factor preexponential.

Tn studiul acestor functii vom putea presupune totdeauna ca a>1,
A P . 1 .
intrucat Tn caz contrar (a<1), scriind pe a sub forma = o b > 1, s-ar obtine

pentru (7.3) expresia y = A - bT**, b > 1. Pentru aplicatiile pe care le vom
prezenta in continuare, vom mai presupune de asemenea A>0.

Tn aceste ipoteze, pentru caracterizarea graficului unei functii de tip
monom exponential vom distinge doua cazuri, dupa cum coeficientul
exponential £k este pozitiv sau negativ.

Cazul i) Coeficientul exponential este pozitiv. In acest caz formula
definitorie a functiei exponentiale este
[(7.4) ] y=F,(x)=A-a**,x€ER,a>1,K>0A4>0 |

Notand a* = b si tinand cont de proprietitile P1 si P2 cu a>1, rezulti
ca b>1, iar relatia de mai sus devine:
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y=F.(x)=A-b*x€Rb>1A>0
Graficul intr-o astfel de situatie este similar celui din fig.6.1. [2]

Cazul ii). Coeficientul exponential este negativ. n acest caz formula
definitorie a functiei exponentiale este :

[(75) | y=F(x)=A-a*™ x€eRa>1k>0A4A>0 |

Graficul Tn acest caz va avea o forma similara celui din fig.7.2.

Observatia 7.2. Sa presupunem acum ca Se variaza valoarea
parametrului exponential k, mentinand ceilalti parametri (a si A) constanti. Tn
aceasta circumstanta, oricarei valori atribuite lui k 1i va corespunde o curba
exponentiala de forma celei trasate in fig.7.2. Se constatd cu usurinta
urmatoarea “proprietate de convergenta” a familiei de curbe (7.5).

Proprietatea 7.1. Daca k variaza, crescand catre +oo, atunci curbele
corespunzatoare “converg” pe intervalul ( 0,+4oc0), monoton catre dreapta
suport a axei OX.

7.1.3. Aplicatie a monomului exponential cu coeficient exponential
pozitiv

Cresterea numerica a unor populatii biologice (bacteriene,
microbiene, etc) se conformeaza in general legii malthusiene [2]. Conform
acestei legi, viteza de crestere a populatiei, la un moment curent t, este direct
proportionala cu numarul de indivizi existenti in cadrul populatiei la
momentul respectiv. Expresia matematica a acestei legi o constituie ecuatia

. oo d ~ .o . .. .
diferentiala d—: = kx , In care x=x(t) reprezinta v=biomasa culturii bacteriene
la momentul t, dx/dt viteza de crestere la momentul respectiv, iar k este o

constanta pozitiva numita “constanta de viteza”. Prin integrarea ecuatiei
diferentiale (detalii despre rezolvarea ecuatiilor diferentiale se gasesc n tema
dedicata acestui subiect), Tn conditia initiala x(0) = x, (x, > 0) se obtine
relatia

(7.6) | x=xy-et>0 |
|

n care e=2.718... reprezinta baza logaritmilor naturali.
Graficul acestei functii este o curba exponentiala cu crestere

I 13

nelimitata (adica fara “plafon”) de forma celei din fig.7.1.
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7.1.4. Aplicatii ale monomului exponential cu coeficient exponential
negativ

Ne vom referi doar la cinetica reactiilor macromoleculare de ordinul
1, ireversibile.

Fie A — produsi de reactie, o reactie monomoleculara. Conform
variantei cinetice a “legii actiunii maselor”, viteza de transformare a
substantei A la un moment curent, t, este, in absenta unor eventuali
catalizatori, direct proportionala cu o anumita putere a masurii cantitatii de
substanta A ramasa netransformata pana la momentul respectiv, in cadrul
sistemului considerat.

Matematic, aceasta lege se exprima, in cazul de fata, prin ecuatia
diferentiala [2]:

(7.7) afa]
~Tar Al

Tn aceasti relatie [A] = f(t) reprezinta masura in moli a cantitatii de
substanta A existente netransformata la momentul t, iar k — o constanta,
denumita constanta de viteza, care depinde numai de natura chimica a
substantei A si de temperatura. Exponentul m constituie ordinul reactiei in
cauza.

Presupunand, pentru fixarea ideilor, m=1, prin integrarea ecuatiei
diferentiale, Tn conditia initiala f(0) = [A],, se obtine relatia exponentiala

1(78) | [A] = [Alp e ™t >0 |

unde [A]o reprezinta masura in moli a cantitatii de substanta A existente la
momentul initial t=0 (momentul inceperii reactiei).

Daca reactia se desfasoara in cadrul unei solutii, se convine sa se
raporteze cantitatile mentionate la 1llitru de solutie. Atunci [Ao, [A] vor
reprezenta concentratiile molare ale substantei A la momentul t=0, respectiv
la momentul t.

Observatia 7.3. Din relatia care exprima solutia ecuatiei diferentiale,
se constata ca marimea [A] descreste, tinzand catre zero, atunci cand valoarea
variabilei temporale t tinde la infinit.

Tn [2] este abordat modul cum apare curba exponentiala, ascendenta
sau descendenta, intr-o categorie de aplicatii specifice chimiei, cum ar fi
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variatia coeficientului de activitate al unei specii de ioni intr-o solutie de
electroliti, functie de taria ionica a solutiei.

7.1.5. Curbe exponentiale ascendente, “cu plafon”
In stransi legatura cu functia y = f(x) = Ae™**,x > 0 se defineste
functia

[(7.9) | y=Fx)=A—f(x)=A(0l —e™),x >0 |

n care A si k sunt constante pozitive date. Se constata cu usurinta ca graficul
acestei functii este simetric cu graficul functiei initiale, Ae **, axa de

simetrie fiind dreapta de ecuatie y = %-
Rezulta de aici un procedeu simplu de constructie a graficului functiei
F, pe baza graficului functiei f (Fig.7.3).

«
"
to
Lot
Lo
I
®
1
N

<
"
-
o

;%

Fig. 7.3
Aplicand acest procedeu, se obtine o curba ascendenta, care admite ca
asimptota in directia pozitiva a axei Ox, dreapta de ecuatie y=A. O astfel de
curba se spune ca este “cu crestere limitata”, sau mai simplu, “cu plafon”.
7.2. Functia logaritmica
7.2.1. Logaritmi. Definitie, reguli de calcul

Fie a un numar real pozitiv diferit de unitate, iar Xo un numar pozitiv
oarecare, dat.
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Definitia 7.2. Prin logaritmul numarului Xo Tn baza a se ntelege un
numar (real) yo astfel incat a”o = x,. Numarul respectiv yo se noteaza
simbolic prin log, x,

Exemplu. log, 32 =5 , deoarece 2°=32. log;, 0.01 = 2, deoarece
102 =0.01.

Din definitia precedenta rezulta ca numarul y, = log, x, reprezinta
radacina ecuatiei exponentiale a¥ = x,, In necunoscuta y.

Aceasta radacinad se poate determina grafic trasand graficul functiei
exponentiale x = f~1(y) = a¥,y € (—o, +00). In figura 7.4 este considerat
cazul a>1.

Fig. 7.4

Existenta si unicitatea numarului y, =log, x, rezulta din
continuitatea precum si din urmatoarele proprietati ale functiei exponentiale.

Proprietatea 7.2. Daca a>1 (respectiv a<l) atunci functia
exponentiali ! este strict crescitoare (respectiv descrescitoare) si verifica
egalitatile asimptotice lim f~1(y) =0, lirf f~Y(y) = +oo, respectiv

y—>—00 y—->+o0o

lim f~1(y) =0, lim f~1(y) =0
y—>—00 y—+0oo

Proprietatea 7.3. Mai jos urmeaza cateva reguli fundamentale de
calcul.
Oricare ar fi numerele reale pozitive M, N, P au loc egalitatile:

1. logo(M-N - P) =log, M + log, N + log, P;
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2. log, (%) = log, M — log, N,
3. loga, M" =r-log, M, Vr € R

7.2.2. Functia logaritmica

Definitia 7.3. Functia logaritmica in baza a (a>0, a#1) se defineste
prin formula

[(7.10) | y = f(x) = logg x,x € (0, +) |

Pentru a obtine graficul acestei functii, se considera relatia echivalenta
x = a”,y € R. Se reprezinta grafic aceasta functie intr-un plan raportat la un
sistem de coordonate carteziene ortogonale xOy (fig7.4) si apoi se efectueaza
o rotatie a planului, de 180°, in jurul primei bisectoare, pentru a se aduce axele
de coordonate in pozitia normala. Daca presupunem (pentru fixarea ideilor)
ca baza a este supraunitara, a>1, se va obtine graficul din fig. 7.5.

Fig. 7.5

Din acest grafic constatam vizual urmatoarele proprietati.

1) log, 1 =0, log,a =1;

2) Functia este continua si descrescatoare pe intregul ei interval de
definitie, (0,+%0). Anume, este puternic crescatoare pe subintervalul (0,1) si
lent crescatoare pe subintervalul (1,+ o).

3) Are loc egalitatea asimptotica 311_{2) log, x = +o0;

Consecinta 7.1. Din proprietatile 1) si 2) rezulta ca daca a>1, atunci
functia logaritmica corespunzatoare verifica urmatoarele inegalitati:
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i) log,x<0VO0<x<1;
i) 0<loggx<1lVvVli<x<a;
i) log,x > 1V x > a.

Pe consecinta 2 se bazeaza procedeul de reducere a calculului
logaritmilor zecimali, la acela al “caracteristicilor” si “mantiselor” acestor
logaritmi. Detalii se pot gasi in [2, 12]

7.2.3. Sisteme de logaritmi. Schimbarea bazei logaritmilor

In aplicatii teoretice referitoare la studiul fenomenelor naturii se
prefera sa se opereze cu logaritmi “in baza ¢”, avandu-se in vedere simplitatea
formulei de derivare a functiei logaritmice corespunzatoare.

Tntr-adevir, se stie ca derivata unei functii date, y = f(x), x €
(a, B), intr-un punct Xo al intervalului ei de definitie, este limita raportului

: A HP S H = 113 E) . = 1Al AN T
Allmoﬁ.AICI Ax reprezinta o “crestere” arbitrara (suficient de mica in modul)
X—
a valorii xo (a variabilei independente Xx), iar Ay = f(xy + Ax) — f(xo)
“cresterea” corespunzatoare a valorii y, = f(x,) a functiei f.
In cazul functiei logaritmice cu baza a, adica in cazul ecuatiei y =

log, x,x € (0,400), aplicand regulile de calcul din Prop 7.3, pentru raportul
i—z se obtine urmatoarea forma restransa [2]:

1
o g (14 202
Ax  OBa Xo X

Apoi trecand la limita si tindnd seama de formulele asimptotice
[12,14] se obtine pentru derivata functiei considerate, expresia

(7.12)

1
f'(xo) = x_loga e
0

n care e reprezinta numarul real mentionat mai sus. Pentru ca aceasta expresie
sa fie cat mai simpla, se pune conditia log, e = 1, ceea ce implica a=e.

Logaritmii Tn baza e se numesc logaritmi naturali si se noteaza prin
simbolul Inx. Ei sunt destul de folositi in practica, dar la fel de cautati in
calculele numerice sunt si logaritmii n baza zece. Ei se numesc logaritmi
zecimali si se noteaza Igx, in aceasta situatie avem a=10.
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Apare astfel intrebarea: ce se intampla daca in calcule avem nevoie sa
trecem de la 0 baza la alta in calculele cu logaritmi? Acest lucru a fost rezolvat
[12] si avem de fapt un set de proprietati algebrice de baza in calculul cu
logaritmi. Le sintetizam Tn urmatoarea:

Proprietatea 7.4. Daca f: R — (0, +) este o functie exponentiala,
atunci notand f~1(y) = log, vy obtinem inversa functiei exponentiale, anume
functia logaritmica: log,: (0, +o) — R . Au loc urmatoarele relatii:

a) al°8a* = x,vx > 0;

b) log,a* = x,Vx €ER;

c) logaa=1,log,1=0

d) log,(x - y) =log, x +log, y ;
e) logag =log, x —log,y;

f) logai = —logg x ;
__logpx

g) logg x =

logpa’

7.3. Problema fundamentala a controlului biologic cantitativ al
medicamentelor

Metodele biologice de control al medicamentelor constau de regula in
compararea acestora cu “preparate standard” de concentratie si activitate
biologica cunoscuta, compararea efectuandu-se din punct de vedere al
actiunilor pe care le exercita asupra unor sisteme biologice precizate.

Fie T medicamentul de testat (controlat) si S preparatul standard
(etalon) utilizat in comparare. Pentru simplicitate, se va presupune ca atat T
cat si S sunt solutii pure de o0 aceeasi substanta activa A, dizolvata ntr-un
acelasi solvent D. Fie cs concentratia (cunoscuta) a substantei A in cadrul
solutiei S iar ct concentratia (necunoscuta) a aceleiasi substante A in cadrul
solutiei T. Problema fundamentala in cadrul controlului biologic al

medicamentului T, consta in determinarea raportului r = ? , pe baza unor
S

teste biologice adecvate. Acest raport, denumit “coeficient de activitate” [2]
exprima fractiunea din concentratia solutiei etalon pe care o reprezinta
concentratia solutiei de testat. Astfel, cunoasterea coeficientului r este
echivalenta cu cunoasterea concentratiei ct a solutiei de testat, intrucét din
relatia de definitie rezulta c; = r - ¢ si reciproc. Determinarea experimentala
a valorii mentionate se bazeaza pe un criteriu important [2].
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Criteriu de echivalenta. Fie vr (ml) o doza de solutie T, iar vs (ml) o
doza de solutie S. Conditia necesara si suficienta ca aceste doze sa fie
echivalente din punct de vedere al efectului biologic (adica echiactive) este
ca ele sa fie invers proportionale cu concentratiile solutiilor din care provin,
adica sa aiba loc relatia

‘ (7.13) ‘ CrVr = CsUs ‘

Exista si 0 consecinta imediata a acestui criteriu important.
Consecinga practica. Din enuntul criteriului de mai sus reiese usor ca

C ae - ae .
raportul r = C—T al concentratiilor a doua solutii asemenea T si S este egal cu
S

inversul raportului a doua doze echiactive vr ml de solutie T, respectiv vs ml
de solutie S, adica

(7.14) fr_ Y
Cs Vr

Pornind de la acest criteriu de baza, se pot elabora scheme de
prelucrare si interpretare matematica a rezultatelor pentru diferite testari
biologice, in cazul in care raspunsul este de natura cantitativa. Trebuie
mentionat faptul ca raspunsul biologic depinde liniar de logaritmul cantitatii
de substanta activa administrate. Detalii specifice suplimentare, pot fi gasite
in [2].

7.4. Aplicatii Tn chimie. Cateva exemple rezolvate

7.4.1. Etanul se descompune termic dupa ecuatia: CoHg — CoHa+Ho, urménd o
cinetica de ordinul Tntai.

La Tnceput vasul de reactie contine etan si hidrogen, ultimul fiind Tn
proportie de 10% in volume. Dupa 1.5h de la inceputul reactiei se observa ca
volumul initial creste de 1.5 ori la presiune constanta. Sa se determine timpul
de injumatatire, constanta de viteza si compozitia amestecului la 3h de la
inceputul reactiei.

Rezolvare. Pentru calculul constantei de viteza de ordinul Tntai se
porneste de la ecuatia integrata pentru ordinul intéi [10, F.6.12] :

k.t = 2.3031log

a—Xx
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In cele ce urmeazia vom folosi notatia “log” pentru logaritmul
zecimal, si nu lg, cum a fost notat anterior acesta.

Raportul ﬁ se va exprima n functie de volum, reactia desfasurandu-

se la presiune constanta. Indiferent ca este vorba sau nu de un gaz inert (in
cazul nostru 10% din volumul la timpul zero este ocupat de catre unul din

produsii de reactie) raportul ﬁ se poate scrie in functie de volum. Acest
lucru se intelege bine din urmatoarea schema [10 P.6.1.10]:

a g
! »
- x > fe a— & —-——>!
\,}0 .\rc VOO
Fig. 7.6

Marimea V., —V, este proportionala cu concentratia initiala a
reactantului, iar marimea V, —V; cu concentratia de reactant ramasa
netransformata la timpul t. Atunci:

VOO - VO
kit = 2.303 logﬁ
o — Yt

Conform stoechiometriei de reactie avem [10] : V,, = 2V34, +
VE0ere =09:-V:2+0.1-V, =19V, . Inlocuind vom obtine:

~ 2303, 19V, -V,

- I
1= T %819y, — 1.5V,
2303 09

= log— = 9.01x10 3min~?!
% 0g0.4 9.01x10™°min

Apoi timpul de Tnjumatatire se calculeaza cu relatia cunoscuta:

n
t1/2 = k_ = 76.9 min
1

Tn continuare, pentru calculul compozitiei amestecului de gaze la 3 ore
de la inceputul reactiei, trebuie calculat volumul atins la acest timp:
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Vo — Vg 0.9V, kit 9.01-1073-180
logy——, = log ~ 2303 2.303 = 0.7042
log O'z"‘) =0.7042; 222 = 5061; y = V,, -V, = 0.178V, ; V, =

1.722V,

Marimea y este volumul de etan nereactionat la acest timp. Conform
stoechiometriei, surplusul de volum fata de Vo este tocmai volumul ocupat de
etan si este de 0.722Vo. Volumul ocupat de hidrogen este 0.722Vo+0.1Vo =
0.822Vo.

Atunci compozitia % de volum a amestecului este:

0.178V,

Vetan% = 100 e 10.33% ;  Ve,u,% = 100
0.822

42%, VHZ% =100 - m = 47.66%

0722 _
1.722

7.4.2. Reactia dintre hidroperoxizi organici si tetranitrometan [10] formeaza
ionul nitroform C(NO2)s — colorat. Lucrand in exces de hidroperoxid
(2.43x10x10°M) si tetranitrometan 107 s-au obtinut urmaitoarele valori ale
extinctiilor Tn functie de timp [13 pg444]:

t, min 0 411 39.05 104.9 147.9 0
E 0 0.034 0.239 0.431 0.489 0.559

Sa se determine valoarea concentratiei pseudo-monomoleculare.

Rezolvare. Toate speciile reactante sunt transparente. Dintre produsii
de reactie doar ionul nitroform C(NO.)s este colorat. De aceea, extinctia
solutiei este proportionala cu concentratia acestuia; extinctia este deci
proportionala cu Xx.

Enuntul problemei indica ordinul intai in raport cu tetranitrometanul.
Tn exces de peroxid, se va putea determina constanta de viteza pseudo-
monomoleculara fie prin procedee grafice, fie prin calcul, utilizand ecuatia
integrata pentru ordinul ntai:

a k .
a—x 2303

log
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Raportul a/(a-x) se poate exprima in functie de extinctie:
a E, — E,

a—Xx E(X)_Et

Atunci:
Eoo - EO k

I - (
8%, —E, 2303

Daca se reprezinta grafic log(E«-Et) functie de timp se obtine o
dreapta din a carei panta se poate calcula constanta de viteza k. Dreapta este
prezentata mai jos, in fig. 7.7

o
—1.0[' u}e
o
<

-28f

-2

-0% g

k=2,303.P=1,41x10

S04t

-02 1

f,min—-

L L

1 L i 1
20 40 60 a0 100 120 140

Fig.7.7

Valoarea constantei poate fi obtinuta prin calcul, alegand cateva valori
si facand media rezultatelor obtinute. lata cateva dintre ele:

2303 0859 O
T 211 °Bos5p5 O mun
2303 0859 . o .,
T 3905 80320 oY mun
2303 089 . o
T 1049 280128 XY i
2303 0859 o o
~ 1479 *Bpozo _ Y mun
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Valoarea medie a constantei este 1.44x10”2min?. Din panta
reprezentarii liniare s-a obtinut valoarea de 1.41x10?min™,

7.4.3. Un compus se descompune monomolecular forméand doi parametri:

kq k>

A-B, A-C

Factorii de frecventa Arrhenius pentru cele doui cii [6,7] sunt 10 si
respectiv 102 s. Energiile de activare ale celor doua procese sunt E1=14.8
kcal si E2=16.7 kcal. Sa se calculeze temperatura la care cei doi produsi se
formeaza in cantitati egale si la care raportul este de 10:1.

Rezolvare. Se stie ca raportul maselor de produsi sau al concentratiilor
acestora este egal cu raportul constantelor de viteza pentru reactii de ordinul
ntai, anume

€] kA, "PIRT

[B] ki A Ez_E1]

A1 si A2 sunt cantitatile initiale de substanta. Pentru determinarea
temperaturii la care se obtine un anumit raport al produsilor de reactie sa
logaritmam aceasta expresie:

k, _ B 4, E, —E
In-t=in2>=m-2
", e T, Y TR

De aici se poate explicita temperatura:

E, - E E, - E

e [ln o ] R[l Bl | i

2

Tn aceasti relatie R=1.987 cal/Kmol.
Daca A2 =10A1 , atunci

Pentru raportul de 1:1 (adica B=C) avem:

(16.7 — 14.8)103

= = 415.2 K, dicat, = 142° C
1~ 1.987(0 + 2.303) aaicadty
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Pentru raportul de 10:1 (adica B=10C) avem:

(16.7 — 14.8)103

_ _ _ _ .
I = 1.987 - 2_303(1910 + lglO) 207.6 K, adica t, 65.6"C
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TEMA 8. CALCUL DIFERENTIAL SI APLICATII

8.1. Elemente de teorie

8.1.1. Originea notiunii de derivata a unei functii

Problema vitezei instantanee a unui mobil.

Aceasta problema a fost pusa pentru prima data de renumitul om de stiinta
englez Isaac Newton (1643-1727).

Sa considerdm un mobil ce se deplaseazd neuniform pe o traiectorie
rectilinie dupa o lege de miscare s=s(t), care caracterizeazd spatiul parcurs
de mobil ca funcrie de timp. Tn aceste condifii se pune problema
determinarii vitezei medii intr-un moment fixat to.

Pentru aceasta se considera intervale de timp [to, t] din ce in ce mai
mici, pe care miscarea mobilului tinde si devina uniforma. In acest fel, viteza

medie a mobilului Tn intervalul de timp [to, t] va fi data de relatia: v, =
s(6)=s(to)
t—to
Se obtine astfel definitia vitezei instantanee a mobilului la momentul
to (fixat), to>0, ca fiind limita vitezei medii cand t — t,:

CEY 50— s(t)
) =

Din punct de vedere matematic, aceasta limitd, dacd exista, se va numi
derivata in punctul to a functiei spatiu ,,s, notati s (to).

Viteza instantanee la momentul to va reprezenta derivata ,,spatiului®
n punctul to:

v(ty) = s' (o).

In mod asemanitor, daca v(t) este viteza unui mobil la momentul
oarecare t, atunci acceleratia mobilului la momentul to fixat va fi:

®2) a(t) = tim PO V)
t-t t—tg

n ipoteza ca aceasta limita exista.
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8.1.2. Definitia derivatei intr-un punct
Fie functia f:D € R = R si xy € D un punct de acumulare in D.

Definitia 8.1.
e Se spune ca functia f are derivatia in punctul x, € D daca exista limita

lim Z27L00) in R Aceasta limitd se numeste derivata functiei f in

x-xg X—Xo

punctul xo si se noteaza

(83) ) — 1im L) =G
X—Xo X — Xg

e Se spune ca functia f este derivabild in punctul x, € D daca limita
(8.3) exista si este finita [3]

Exemple.
Exemplul 8.1.Sa se arate ca urmatoarele functii au derivatd in
punctele specificate si sunt derivabile Tn aceste puncte:
a) f(x) =x2+4+2,xy=3

Aratam ca exista

X) — X
X—Xo X — xO
~ 2_ -
Intr-adevar, £'(3) = lim &2 =1 — iy &9 _ o p
x—3 x—-3 x—3 x—3

Functia f are derivata th x, = 3, f'(3) = 6 si este derivabila in x, = 3
+1
b) () =52, x, = -2

Calculam Tn mod asemanator si obtinem:

: +4 2 .
'(=2) = lim 2= > ¢/ ——=—¢R
fe2 = lim o2+ 4 4°
Functia f are derivata in x, = =2, f'(=2) = % si este derivabila in

xO = _2
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Exemplul 8.2. S se studieze daca functia f:R - R, f(x) = Yx +5
are derivata Tn punctul x, = —5 si sa se precizeze daca este derivabild in
acest punct.

e 3=
Calculam f'(=5) = lim TOTESD) iy 245 iy 3; =
x—-=5 x+5 x——5 x+5 x—>—5 3/ (x+5)?

+00

Astfel, f'(—5) = +oo, ca urmare, f are derivata in x, = —5, dar f nu
este derivabila 1n acest punct.

8.1.3. Derivate laterale
S-a observat ca pentru functia modul f:R - R, f(x) = |x|, limita

raportului % in punctul xo=0 nu exista, in schimb exista limitele

laterale Tn acest punct. Aceste limite laterale vor fi denumite derivatele
laterale in punctul xo=0.

Definitia 8.2.
a. Fie f:D € R — R o functie si xo € D,D N (—0,x,) # @. Spunem

ca f are derivata la stanga Tn punctul xo daca limita lim w exista in
—Xg —

0
x<Xg

R.

Pentru a ntari definitia de mai sus, este mai bine ca D sa contina un
interval (a,X,), ncat sa avem conditia D N (a,xy) # 0 .

Aceasta limita se numeste derivata la stanga a functiei f in punctul xo
si se noteaza fy (x,).

Functia f este derivabila la stanga Tn punctul Xo daca derivata la stanga
Tn Xo exista si este finita. [3]

b. Pentru f:D € R — R sixy € D,D N (xq, +0) # 0, spunem ca f are
derivata la dreapta in punctul xo daca limita xli—>r3rcl0 W

0
X>Xq

Aceeasi precizare se impune si aici, este mai bine ca D sa contina un
interval (x,,a) asaincatn (xy,a) # 0.

Aceastd limita se numeste derivata la dreapta a functiei f in punctul
Xo Si se noteaza f,; (x,).

Functia f este derivabila la dreapta In punctul Xo daca derivata la
dreapta n Xo exista si este finita.

existi in R.
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Folosind derivatele laterale intr-un punct, se poate da o caracterizare
a existentei derivatei unei functii intr-un punct, respectiv a derivabilitatii
acesteia in punctul considerat.

Teorema 8.1. Fie functia f:DSR - R si xy €D trebuie
X, € DND'[3]
a) Functia f are derivata In Xo daca si numai daca f are derivate laterale
i Xo si £ (x0) = fa(xo) = f'(x0).
b) Functia f este derivabild in xo dacad si numai daca este derivabild la
stanga si la dreapta in Xo si fy (xo) = f1(x0) = f'(x0).

Ca o consecinta, trebuie precizat ca daca avem functia f: [a, b] = R,
atunci:
a) Daca f are derivata in xo= a, atunci aceasta este f'(a) = f;(a)

b) Daca f are derivata in Xo=b, atunci aceasta este f'(b) = f;' (b)

c) Functia feste derivabila in punctul a (respectiv in punctul b) daca este
derivabila la dreapta in punctul a (respectiv la stdnga in punctul b)

Exemplul 8.3. Sa se studieze derivabilitatea functiei f:R — R,
f(x) = x|x — 1], Tn xo=1.
Solurie. Functia f are legea de corespondenta

—x?+x, x<1
x> —x, x>1

f(X)={

Calculam derivatele laterale Tn punctul xo=1. Avem:

vy e SO P 4x _
O =ln=— =g = =g =—1
x<1 x<1 x<1
oy o SO xP-x _
fa@) == —— =l g =int =1
x>1 x>1 x>1

Deoarece f; (1) # f;(1) rezulta ca f nu este derivabila in punctul xo=1.

8.1.4. Diferentiala functiilor reale de variabila reala

Definitiile expuse mai sus ne conduc la necesitatea evaluarii
aproximative a cresterii unei anumite marimi in raport cu cresterea alteia.
Pentru simplitatea ei este preferatd aproximarea liniara.
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Fiind data o functie /': (a, b)) — R si un punct fixat x, € (a,b) se
cautd o functie liniara L, astfel incat cresterea functiei f in punctul xo,
relativd la cresterea h a argumentului, sd poatd fi aproximatad cu L, (h),
adica:

fo+h) = f(x) = Ly,(h)

pentru h suficient de mic. Pentru ca o asemenea formula aproximativa sa
poata fi acceptata este necesar ca:[3,12,14]

(8.4) . fCxo+h) = fxo) — Ly, (R)
lim =

h—0 h 0

ceea ce asigura ca eroarea in formula de aproximare poate fi facuta oricat de
mica pentru variatii din ce Tn ce mai mici ale argumentului.

Apar in mod natural o serie de probleme, cum ar fi: existenta si
unicitatea aplicatiei liniare L, precum si caracterizarea functiilor f pentru
care pot fi considerate asemenea aproximari liniare.

Din liceu se stie ca pentru o functie f :(a, b) — R derivabila in punctul
Xo € (a,b), poate fi considerata formula de aproximare

fo+h) —f(xe) = f'(x0) - h

pentru h suficient de mic.
Aceste consideratii conduc, in mod natural, la urmatoarea definitie.

Definitia 8.3. Fie A € R o multime deschisa, f: 4 — R o functie
arbitrard, si xo € A un punct fixat. Functia f se numeste diferentiabila in
punctul Xo daca exista o aplicatie liniara L, : R — R astfel incat

f(xo+h) = f(xo) — Ly, (h)
im =0
h—0 h

Observatia 8.1.

a) Orice functie liniara L: R— Reste de forma L(x) = ¢ - x, x € R, unde
¢ = L(1); reciproc, oricare ar fi ¢ € R, fixat, egalitatea L(x) = ¢ - x, pentru
orice x € R, defineste o functie liniara L: R— R. Prin urmare, orice aplicatie
liniara de la R la R este bine determinata de o constanta reald. Deducem astfel
ca functia f este diferentiabila in punctul Xo daca si numai daca exista c,, € R

asa Tncat
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flxo+h) = fxo) — ¢
m

1
h—0 h

b) Egalitatea (4) poate fi scrisa echivalent

|f(xo +h) — f(xo) — Ly, (h)| _
lim =
|h|—0 |h|

Ultima egalitate are avantajul ca poate fi usor transcrisa pentru functii

n dimensiuni superioare, inlocuind modulul cu norma spatiului corespunzator.

Teorema urmatoare stabileste faptul ca o functie reald de o variabila

reala este diferentiabila intr-un punct fixat xo daca si numai dacid ea este
derivabila in acest punct.

Teorema 8.2. . Fie A € R o multime deschisd, /- 4 —R o functie
arbitrara, x, € A un punct fixat. Daca f este diferentiabila in Xo, atunci f este
derivabild in Xo si f'(xo) = Ly, (1). Daca f este derivabila in Xo, atunci f este
diferentiabila in Xo si

| (85) | Ly :R—> R, L (h) =f'(xp)-h

Observatia 8.2. Din aceasta teorema se deduce imediat ca aplicatia
liniara L, din definitia precedenta este unic determinata de f si Xo.

Definitia 8.4. [12,14] Fie A € R o multime deschisa, f: 4 - R 0
functie arbitrara. Daca functia f este diferentiabila in punctul fixat x, € 4,
aplicatia liniard L, se numeste diferentiala funcriei in punctul xo si se noteaza
dfy,. Functia f se numeste diferentiabild pe mulfimea A dacd este

diferentiabila in fiecare punct x € A. 1In acest caz, notand prin L (R, R)
multimea tuturor aplicatiilor liniare de la R la R, functia df:A4 -
L(R,R), (df)(x) = df, se numeste diferensiala funcriei f pe muls/imea A.

Observatia 8.3.

a) Cunoasterea functiei_df: A — L(R, R) revine la cunoasterea functiei
df, € L(R,R) pentru orice x € A. Din Teorema 5.1. deducem ca pentru orice
x € A siorice h € R avem:
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[(8.6) | @) M) =dfy(h) =f'(x) - h |

b) Functia identitate pe A este I,: A - A, [,(x) = x, Vx € A. Eaeste
diferentiabila pe A si diferentiala sa, notata cu dx, este functia identitate pe
R. Prinurmare, dx: A — L(R,R),dx(x) = 1z V x € A, adica, pentru oricare
x € Asiorice h € R, (dx)(x)(h) = h.

c) Cu ajutorul diferentialei functiei identitate pe A putem exprima
diferentiala functiei f diferentiabile pe A, astfel

[(8.7) ] df = f'dx |

Este evident ca studiul functiilor reale de o0 wvariabila reala,
diferentiabile, se reduce la studiul functiilor derivabile, cunoscut din liceu.

8.2. Aplicatii ale notiunii de derivata

8.2.1. Interpretarea geometrici a derivatei. Trasarea graficului unei
functii
a) Tangenta la o curba
Sa consideram functia f: (a, b) = R o functie continua si punctul fix
Mo(xo,f(xo)) pe imaginea geometrica Gf a graficului functiei. Se pune
problema determinarii tangentei in punctul Mo la curba Gf , determinare care
impune gasirea pantei (coeficientului unghiular) (fig. 8.1).

YA 4
fx) =777 M

|
|
|
|
|
l\"Io |
f(xo)* ******* IF
Of.I |

O X, X \>

Fig. 8.1

VVom gandi tangenta MoT ca fiind o ,,pozitie limita“ a unei secante
MoM atunci cand punctul M(x, f(x)) se apropie oricat de mult de punctul Mo,
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ramanand permanent pe curba Gf . Tn acest mod, panta secantei MoM tinde sa
aproximeze panta tangentei la curba in punctul Mo.

Se stie ca panta secantei MoM reprezinta tangenta trigonometrica a unghiului
o format de aceasta cu sensul pozitiv al axei Ox. Ca urmare, are loc egalitatea:

. a_f(x)—f(xo)
9% = T,

Presupunand ca exista limita m = lim M, care este tocmai

X—Xg X—Xo
limita (3), aceasta este prin definitie panta sau coeficientul unghiular al
tangentei Tn punctul Mo la Gf. Astfel, tangenta in punctul Mo(Xo, f(Xo0)) este
bine determinata de ecuatia (x) — f(x,) = m(x — xg)
Astfel ecuatia tangentei are expresia:

®: y- f(X0)= f'(Xo)(X_Xo)

Daca m = too atunci tangenta in punctul Mo este o dreapta cu aceeasi
directie cu axa Oy.

Ecuatia ei este (t): X=X,

Regasim astfel prin cele de mai sus, interpretarea geometrica a
derivatei prin coeficientul unghiular al tangentei la graficul functiei in punctul
studiat.

b) Trasarea graficului unei functii
Coeficientul unghiular este unul din elementele de baza in constructia
si analiza graficului unei functii. Asa cum este cunoscut din liceu [3] numim
grafic al unei functiireale: D € R — R, totalitatea punctelor sub forma Gf =
{(x,f(x)) |x € D}.
Atunci, pentru construirea graficului Gf avem nevoie de:
i) Intervalele de monotonie;
i) Determinarea punctelor de extrem;
iii) Determinarea asimptotelor.

Primele doua cerinte se pot sintetiza intr-un rezultat ca cel de mai jos [3]:

Teorema 8.3. Fie f:D € R — R o functie reala si xy, x; € D doua
puncte oarecare.

a) Xo este punct de maxim daca f'(x,) = 0 si
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\(8.8) \ f'(x) >0V x < xy, f'(x) <0Vx>x

b) X1 este punct de minim daca f'(x,) = 0 si

1 (8.9) | f'fx)<0Vx<x;, f'(xX)>0Vx>x

Aceasta se intampla doar daca x,, x; € D, D fiind interval.

8.2.2. Derivatele unor functii elementare
Fie functia reala f: D € R — R, derivabila pe multimea D. Derivata
sa este functia f": Dy = R, f'(x) = }llrré w unde D este domeniul

de derivabilitate al functiei f. Cu ajutorul acestei formule se demonstreazi
usor [3] formulele derivatelor unor functii elementare. Le vom aminti pe cele
mai importante n tabelul 8.1 de mai jos.

FUNCTIA DERIVATA
f(x)=C, f:R > R 0

X f:R—>R 1

x" f:R >R n-x"t

e ftR->R e

a* f:R->R a“Ina
Inx f:(0,490) >R 1/x
logax f:(0,4) = R 1/(x-In a)
sinx f:(—m,m) >R COS X
cosX f:(—m,m) > R -Sin X
tgx f: (_gg) SR 1/cos®x
ctg X f (_gg) SR -1/sinx

Tabelul 8.1. Derivatele unor functii elementare

8.2.3. Operatii cu functii derivabile. Reguli de derivare
Acestea se sintetizeaza Tn urmatorul rezultat [3].

Teorema 8.4.
a) Fie functiile f, g, f,g:D S R = R si Xo un punct interior al lui D.
Daca functiile f si g sunt derivabile in punctul x, € D, atunci functiile f + g
si f-g sunt derivabile In punctul xo , si au loc urmatoarele reguli de derivare:
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(8.10) (f +9) (x0) = f'(x0) + 9" (x0),
(f - 9) (x0) = f'(x) - g(x0) + f(x0) - g (x0)

b) Fie functiile f, g, f,g: D S R = R si Xo un punct interior al lui D.
Daca functiile f si g sunt derivabile in punctul x, € D si g(x,) # 0, atunci
functia cét f/g este derivabila in punctul xo si are loc egalitatea:

(8.11) (f ’ f'(x0) - g(xo) — f(x0) - g" (x0)

5) (x0) = g%(xo)

Observatia 8.4. Ca 0 consecinta imediata a teoremei de mai sus
retinem si urmatoarele reguli de derivare:

si|(f-g)=f'-g"

‘(e’f)':c -

Un rezultat important este legat de derivarea functiilor compuse.
Pentru aceasta avem urmatoarea teorema [3].

- - - - - u
Teorema 8.5. Fie | si J intervale de numere reale si functiile I - J

f e e . U

— R. Daca u este derivabila in punctul x, € [ iar f este derivabila in punctul
u(xy) = yo €/, atunci functia compusa (f°u):I - R este derivabila in
punctul xo si are loc relatia

| (8.12) | (f o w)' (o) = f'(uCxo)) ' (xo)

Derivarea functiilor compuse este, alaturi de derivarea in sine, foarte
aplicata in problemele practice. Dam mai jos doar doua exemple simple:

Exemplu 8.4. (10 x+5-e*+ cos(Zx))’ =10+5-e* -2
sin(2x)

Exemplu 85. (In(2x? + 1) + 3* +1) = + 31 n3 - (2x)

2x 2+1
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8.3. Probleme rezolvate
1. Sa se determine derivatele functiilor f si valoarea f '(xo) a derivatei in
punctele specificate:

a) f:R-R,f(x)=x3+x+cos(x),xo =0
b) f:R >R, f(x) = i/}+xiz,x0 =1
c) f:(0,+) - R, f(x) = lnx+2x—sing,x0 =1

a) Functia f este derivabila pe R ca suma de functii derivabile pe R si
f'(x) = (x®)" +x’ + cos’(x) = 3x%2 + 1 — sin(x). In continuare Tn punctul
indicat vom avea: f'(0) =3-0+1—sin(0) =1

b) Functia f este derivabild pe R ca suma de functii derivabile pe R si

12 (3 ! il_ 1 —2N\/ __ 1 _ -3 -
f'eo = (V) +(§2) —33\/x_2+(x ) == 2x7°,Vx # 0. Apol

fr=5-2=-3

c) Functia f este derivabila pe (0, 4+o0) ca suma de functii derivabile pe
(0,+0)si f'(x) =In"(x)+ (2%) — (sing) = %+ In2-2¥—-0,Vvx>0,
apoi f'(1) =1 + 2In2.

2. Folosind regulile de derivare a sumei si a produsului, sa se determine f’
pentru urmatoarele functii:

a) f:(0,+) > R, f(x) = x*Inx + xVx ;
b) f:R - R, f(x) = xsinx — 2cosx

a) f'(x) = (x%nx) + (x\/})’ = (x?)'Inx + x?(Inx)" + x'Vx +

x(x/%)l = 2xInx + x2 =+ Vx + x — = 2xlnx + x + >\/x
x 2vx 2

b) f'(x) = (xsinx)" — (2cosx)' = x'sinx + x(sinx)’' — 2'cosx —

2(cosx)' = sinx + xcosx — 0 + 2sinx = sinx + xcosx + 2sinx =
xcosx + 3sinx

3. Folosind regula de derivare a functiilor compuse, sa se determine
derivatele functiei:

h:R = R, h(x) = (3x% — 2x)°>;
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Sa consideram functiile u, f: R —» R, u(x) = (3x? — 2x), f(u) = u°®,
functii derivabile pe R, pentru care u'(x) =6x—2,Vx€R, f'(u) =
5u*,u € R. Rezultd cd functia f © u este derivabila pe R . Observim ci
(Few)(x) = f(u(x)) = (3x2 —2x)° = h(x),x €R. Asadar h este
derivabild pe R si h'(x) = (f°w)’ (x) = f'(u(x)) - u'(x) = 5(3x? — 2x)* -
(6x —2),x ER.

8.4. Probleme propuse

1. Sa se determine derivatele functiilor f si apoi sa se calculeze f”(xo) unde Xo
este specificat pentru fiecare functie.

a) f:R—->R,f(x)=+v3+x%+x%—x* x0=-2
b) f:R—>Rf(x)=i+i—l+ln5 Xo=-1
’ xt  x?2  x !

c) f:(0,+%) > R, f(x) = Vx + Vx — 5, xo=1

d ffR->R,f(x)=5"—e™ %x=0

e) f:(0,4o) =R, f(x) =xin(x), Xo=¢€

f) f1R->R,f(x)=e*(x?+5x—1),%=-1
2. Sa se rezolve ecuatia f'(x) = 0 precizdnd domeniul de definitie si
domeniul de derivabilitate al functiei f. Sa se gaseasca punctele de extrem
pentru functiile urmatoare.

a) f(x) =x*— 4x3

b) f(x) = x3e*

¢) f(x) =e*(x%?+ 6x —15)

d) fx) =22

3. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f:D — R, Tn punctul
specificat, daca:
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a) f(x)=x* xg=-1
b) f(x) =xin(x), xo =e
x+1
) £ =5 =1

d) f(x) = tg(x), xo =7

e) f(x) =(x+1e*, xo=0, xo =1
4. Sa se calculeze derivatele laterale ale functiilor urmatoare f:D — R in
punctul xo specificat si sa se precizeze daca f este sau nu derivabila n acest
punct:

3x+4, x<1

) =1
—x%+5x, x> 1 %o

) £ ={
b) f(x) =12x — 1] +x, x0=§
c) f(x)=|x+3|-2, xo =-3

x%, x<1
d) f(x):{zx_l =l xw=1
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TEMA 9. INTEGRALA FUNCTIILOR REALE
DE O VARIABILA REALA. APLICATII

9.1. Elemente de teorie

Bazele calculului integral au fost puse de catre Isaac Newton, n 1666,
pornind de la probleme de natura cinematica. Pentru Newton, calculul integral
insemna gasirea ,,fluentilor" atunci cand sunt cunoscute ,fluxiunile"
(derivatele), obiectivul principal fiind determinarea legii de miscare a unui
punct material atunci cand este cunoscuta permanent viteza sa. Din motive
conjuncturale, tratatul respectiv nu a fost publicat in mod formal decat dupa
mai mult timp de la redactarea sa, desi continutul devenise cunoscut
matematicienilor vremii.

Tn vreme ce punctul de vedere al lui Newton era, intr-un fel, de natura
geometrica, Gottfried Wilhelm von Leibniz a contribuit la punerea bazelor
calculului integral cu un punct de vedere ceva mai apropiat de cel al analizei
de azi si sistematizat mai convenabil din punct de vedere analitic. Abordarea
propusa de Leibniz consta in utilizarea proprietatilor seriilor convergente (in
fapt, Leibniz si-a numit abordarea ,,calculus summatorius", numele de calcul
integral fiind sugerat ulterior de Jacob Bernoulli, Tn 1690). Tot lui Leibniz i
se datoreaza utilizarea cantitatilor infinitezimale dx si dy si notatiile pentru
acestea, precum si introducerea semnului [ pentru operatia de integrare.

Definitia actuala a notiunii de integrald i se datoreaza lui Bernhard
Riemann (1854), extinderi ale acestei notiuni fiind introduse, intre altii, de
Thomas Joannes Stieltjes (1894, integrala Riemann-Stieltjes) si Henri
Lebesgue (1904, integrala Lebesgue).

9.1.1. Diviziune a unui interval. Suma Riemann. Integrala definita
(Riemann)

Fiind dat un interval marginit [a, b], numim diviziune a sa 0 multime
ordonata

1(9.1) | A= {xgx;, -, xp|la =xy <2y < x <+ < xp, = b} |

Punctele xy, x4, -+, x, Se numesc nodurile diviziunii, iar lungimea
maxima a intervalelor elementare astfel determinate,
[xOr xl]r [xll XZ]I Yy [xn—lrxn] adICé mérlmea
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Al = max (x4, — %)

se numeste norma diviziunii A. Tn situatia n care toate intervalele elementare
e . . . g 1 e

ale diviziunii A au aceeasi lungime, egala cu - (b — a) , diviziunea se numeste

echidistanta.

Exemplu 9.1. Multimea
A —{0 113 1}
1— )3F2I5F

este o diviziune a intervalului [0,1] cu norma ||A]l =

11 1 2 2 - - - - - o ~ .
max{,, ’}=E’ fara a fi echidistanta. Insa multimea A,=

Notatie. Sa notdam cu Dy, »; multimea diviziunilor unui interval [a,b].
Definitia 9.1. Fiind data o diviziune A= {xyx; --,x,} vom numi
sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A, o multime ordonata
C= {C1; C2, "y Cn}

Asa ncat ¢; € [x;_1,x;],1<i<n - adica in fiecare interval
elementar se afla cate un punct intermediar.

Definitia 9.2. Fiind data functia :[a,b] - R , diviziunea A=
{xox1, -+, x,} a intervalului si C = {cy,cy,---,c,} un sistem de puncte
intermediare asociat diviziunii A. Se numeste suma Riemann asociata
diviziunii A si sistemului de puncte intermediare C, suma

9.2)
%UO—Zﬂmm i)

= fler) (g —x0) + -+ fen) (X — Xp—1)

Pentru fixarea ideilor, sa presupunem ca f(x) = 0 pentru orice €
[a, b] , graficul functiei f fiind atunci situat in Intregime deasupra axei OXx.
Atunci f(cq)(xy — xo) reprezinta aria unui dreptunghi care aproximeaza aria
trapezului curbiliniu delimitat de graficul functiei f, dreptele x = xy, x = x4
sl axa Ox —adica primul trapez curbiliniu din cele n din figura 9.1 de mai jos.
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— X
0 Xp=a ¢ X ¢ x X, ¢, x=b

Fig. 9.1. Interpretarea geometrica a sumei Riemann

Ceilalti termeni ai sumei Riemann avand interpretari similare,
obtinem ca suma Riemann reprezinta o aproximare pentru aria portiunii dintre
graficul functiei f, axa Ox, paralela ,.initiala" la Oy, x = &, si paralela ,,finala"
laOy, x =h.

Aceasta aproximare este cu atat mai buna cu cat toate lungimile de

intervale elementare x; — xg, X, — X4, ***, X, — Xp—1 SUNt Mai mici.

Definitia 9.3. Fie functia f:[a,b] = R. Vom spune ca f este
integrabila Riemann pe [a,b] (pe scurt integrabila pe [a,b]) daca exista un
numar real | astfel incét oricare ar fi ¢ >0 exista d; >0 asa Incat V Ae
Diap1 IAll < 8¢, si orice sistem C de puncte intermediare asociat lui A, are
loc relatia

1(93) | loa(f,C) — 1l <& |

Astfel, pentru o norma a diviziunii A suficient de mica, suma Riemann
ox(f, C) reprezinta o aproximare ,,suficient de buna" a lui I, indiferent de
alegerea sistemului de puncte intermediare C.

Numarul | de mai sus se numeste integrala definita, sau integrala Riemann,
a functiei f pe intervalul [a, b] ,si se noteaza

I = be(x)dx

Sa observam ca |, daca exista, este unic determinat.
Numerele a si b se numesc limitele de integrare, intervalul [a, b] se
numeste interval de integrare, iar variabila x se numeste variabila de integrare.
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Are loc urmatoarea echivalenta, importanta din punct de vedere
matematic, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de asemenea ca definitie
a integrabilitatii Riemann.

Teorema 9.1. Fie functia f:[a, b] - R. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente.[12,14]
1. feste integrabila pe [a, b];
2. oricare ar fi un sir de diviziuni (A,),so ale intervalului [a, b] , cu
|A,ll = 0, impreuna cu un sir de sisteme de puncte intermediare

asociate (Cp)nso, sirul sumelor Riemann (aAn(f,Cn)) este

n=0

convergent.

Cea de-a doua afirmatie pare, la prima vedere, imprecisa. Mai precis,
se cere doar ca limita unui sir de sume Riemann sa fie finita, aparand, la prima
vedere, posibilitatea ca siruri diferite de sume Riemann sa tinda la limite
diferite, adica sa existe ,,candidati" diferiti pentru

fbf(x)dx

In fapt, se poate demonstra ca limita unui astfel de sir de sume
Riemann nu depinde nici de alegerea sirului de diviziuni (A,)nso, NICi de
alegerea sistemului de puncte intermediare asociate (C,),so - Valoarea

. . . ._ rb
comuna a acestor limite reprezinta fa f(x)dx .
Se impun Tn acest context cateva observatii.

Observatii.
9.1. Integrala nedefinita a unei functii f este 0 mulsime de funcrii, pe cand
integrala sa definita este un numar.
Amintim ca se numeste primitiva sau integrala nedefinita a unei
functii f, functia F a carei derivata este egala cu f, adica F' = f. Notatia este

F={f()dx

9.2. Legat de inversarea limitelor de integrare. Observam din cele de mai
Sus ca nu este necesar neaparat ca a < b. Comparand sumele Riemann
obtinute pentru intervalele [a, b] si [b, a] (si aceeasi diviziune A si acelasi
sistem de puncte intermediare C), observam ca a doua este opusa primei,
intrucat (x; — x;_,) se transformain (x;_; — x;) = —(x; — x;—, ). Urmeaza
imediat ca
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9.4 @ @
®4) f f)dx = —f f(x)dx
a b

Adica: inversarea limitelor integralei are ca efect inversarea semnului
integralei.

9.3. Cazul intervalului redus la un punct.
Prin definitie (consistenta cu observatia de mai sus si cu interpretarea
geometrica a integralei definite) avem ca

faf(x)dx =0

Adica: daca lungimea intervalului de integrare este 0, atunci gi
valoarea integralei este 0

9.4. Integrala functiei nule
Cu ajutorul definitiei putem observa ca daca f(x) =0V x € [a, b],

atunci f:f(x)dx =0,
Tntrucat toate sumele Riemann asociate sunt nule.

9.1.2. Proprietiti fundamentale ale integralei definite

Dupa definirea notiunii de functie integrabila, este natural sa cautam
legaturile ntre integrabilitate si alte proprietati uzuale ale unor functii
(continuitate, monotonie, marginire). Enuntam in cele ce urmeaza cateva
proprietati fundamentale, si pentru simplificarea expunerii omitem
demonstratiile teoremelor. [12,14]

Teorema 9.2. Fie f:[a, b] - R o functie continua pe [a,b]. Atunci f
este integrabila pe [a,b].

Teorema 9.3. Fie f: [a, b] = R o functie integrabila pe [a,b]. Atunci
f este marginita pe [a,b].

De fapt are loc o formulare mai generala, anume n

Teorema 9.4. Fie : [a, b] — R . Atunci f este integrabila pe [a,b] daca
si numai daca f este marginita si continua “aproape peste tot” pe [a,b].

Aici, continua ,,aproape peste tot” inseamna faptul ca multimea
punctelor de discontinuitate ale lui f are masura Lebesgue 0, in sensul ca poate
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fi acoperita cu o reuniune numarabila de intervale cu suma a lungimilor oricat
de mica. Avem aici 0 consecinta importanta.

Consecinta 9.1. Orice functie f: [a, b] — R care are un numar finit de
puncte de discontinuitate de speta intai este integrabila pe [a, b].

Reamintim ca punctele de discontinuitate de speta intai sunt cele in
care limitele laterale exista si sunt diferite.

Teorema 9.5. Fie :[a,b] = R, f monotona si marginita pe [a, b].
Atunci f este integrabila pe [a, b].

Propozitia 9.1. Fie f,g:[a,b] = R o functii integrabile pe [a,b].
Atunci urmatoarele proprietati sunt valabile.

a) Liniaritate. [l (af () + Bg())dx = a [7 f(x)dx +
B[’ g(x)dx, va,BER

b) Pozitivitate. Daca f(x) > 0 Vx € [a, b], atunci [} f(x)dx >0

c) Monotonie. Daca f(x) < g(x) Vx € [a, b], atunci f: f(x)dx <
[} g()dx

d) Marginire. Daca m = min{f(x),x € [a,b]}, M = max{f(x),x €
[a, b]} atunci

(9.5)

b
m(b — a) Sf f)dx <M(b—a)

e) Inegalitate Tn valoare absoluta. | f: f (x)dx| < f:l f(x)|dx

f) Daca f este continua pe [a,b] si g pozitiva si integrabila pe [a,b], atunci
exista & in [a,b] asa incéat

(9.6)

b b
[ regadx=r© [ geax
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Observatie 9.5. Daca g(x) = 1 Vx € [a, b] atunci exista & in [a,b]
asa Tncat

b
[ redx=r©-a

9.1.3. Metode de calcul

9.1.3.1. Formula Leibniz Newton
Vom prezenta in aceasta sectiune principalele formule de calcul si
operare cu integrala definita. Rezultatele sunt continute in teoreme pentru
care, pentru scopul de fata, omitem demonstratiile [12,14]
Formula urmatoare reprezinta legatura dintre notiunile de integrala
definita si respectiv nedefinita.
Amintim ca F se numeste primitiva a lui f pe [a, b] daca :
- F este derivabila pe [a, b];
- F(x) = f(x), pentru orice x din [a, b]

Teorema 9.6. Fie f: [a, b] = R o functie asa incat f integrabila pe [a,
b] si f admite primitive pe [a, b]. Atunci are loc formula

(9.7)

b
[ Feax=F®) - F@ = F12

unde F este o primitiva oarecare a lui f.

Astfel, prin intermediul formulei Leibniz-Newton de mai sus, calculul
unei integrale definite se reduce la calculul unei primitive si la scaderea
valorilor acestei primitive in capetele intervalului de integrare, mai precis din
valoarea Tn capatul superior scazandu-se valoarea in capatul inferior.

Formula Leibniz-Newton se mai numeste si formula fundamentala a
calcului integral. Ea este de baza in tot ceea ce Tnseamna calcul integral. Se
pot deduce proprietati importante ale operatiilor cu functii integrabile,
amintim aici proprietatea de liniaritate — aditivitate si omogenitate continuta
n proprietatea 9.1 a) si care se demonstreaza cu ajutorul formulei Leibniz-
Newton.

Exemplu 9.2. [ /* dx = tg@)],"* = tg (%) - tg(0) = 1 -

cos?(x)
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1
cosZ(x)

Deoarece [
fiind tg(x) .

- -, . ) M H 1
dx = tg(x) +C , 0 primitiva a funcglel c0s2(x)

Este util de avut la indeména tabelul cu primitivele unor functii
matematice uzuale si Tn acelasi timp fundamentale. Acestea sunt prezentate
n tabelul 9.1. de mai jos.

Nr. Functia Primitiva
crt
1 dex C (const)
2 f do x+C
3 xn+1
n+1
: [La Lo
xn X (n—1)xn1 o
5 xa+1
a+1
6 1
J—dx In|lx| +C
X
7 1
J—dx 2Vx +C
Vx
8 1
f d arctg(x) +C
1+ x2 1 x
1 —arctg—+C,a# 0
f—dx a a
a? + x?
9 f 1 dx 1 xX—a
x2-q? Zln|x+a|+C,a¢0
10 f 1 arcsin(x) + C
dx X
V1 — x? arcsin (—) +C
f 1 p a
——dx
Vaz — x2
f 1 dx ln(x+ 1+x2)+C
11 its
12 J x e +C
e*dx
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ax
faxdx —+C, a>0,a+1

Ina
13 fsin(x) dx —cos(x)+C
14 f cos(x) dx sin(x) + C
15 1 tg(x)+C
f cos?(x) dx
16 f 1 N —ctg(x) +C
sin?(x)

Tabelul 9.1. Primitivele unor functii matematice uzuale

9.1.3.2. Metoda de integrare prin parti
Teorema 9.7. Fie functiile f, g: [a, b] = R derivabile, cu derivatele
continue. Atunci f’g si fg’ sunt integrabile pe [a, b] si are loc relatia [12,14]

(9.8)

b b
| Frwgedr = feg@it - [ f@g @ax

Relatia (9.8) de mai sus este eficienta si usor de aplicat cu conditia ca
utilizatorul sa aleaga potrivit functiile f respectiv g.

Exemplu 9.3. Determinati [ xcos(x)dx

Intrucat x este o functie polinomiala, Tncercam sa scriem cealalta
functie de sub radical ca provenind dintr-o derivata, deci sub forma cos(x) =

sin(x)’. Urmeaza ca
s

s
] xcos(x)dx = j x(sinx)'dx
0 0
= xsin(x)|g
77.'
—J x' sin(x) dx
0
= xsin(x)|g

- Jnsin(x) dx = xsin(x)|§ — (= cos(x))|§ =xsin(x)|§

0
+ cos(x)|g =0—2=-2
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9.1.3.3. Schimbarea de variabila

Teorema 9.8. (Prima schimbare de variabila)

Fie [a,b], [c, d] intervale si [a, b] 5 [c,d] LA R functii care satisfac
urmatoarele proprietati: [12,14]
1. u este derivabila cu derivata continua pe [a,b];
2. feste continua pe [c,d].
Atunci (f = u)u' este integrabila pe [a,b] si are loc relatia

u(b)

b
f (Fr@u@de= | fadu

u(a)

(9.9)

Trebuie remarcat faptul ca atunci cand se schimba variabila de
integrare se schimba si limitele de integrare.

arctgx

Exemplu 9.4. Sa consideram mtegralaf dx

Avem fl arCt‘gx = f arctgx ——dx = f arctgx(arctg x)’
Sa notam u = arctgx.

Obtinem ca: = (arctgx)'dx; du = dx .

1+x2

Calculam noile limite de integrare, Tnlocuindu-le pe cele vechi in
schimbarea de variabila. Astfel:

x=0->u=arctg0d =0

x=1->u=arctgl =

NS

Tnlocuind du si u - Tn aceasta ordine! — urmeaza ca

Yarctgx "/a u?
f dx = f udu = —
o 1+x? 0 2

n/4 1

0

Teorema 9.9. (A doua schimbare de variabili)

. . . u f .. .
Fie [a,b], [c, d] intervale si [a, b] — [c,d] = R functii care satisfac
urmatoarele proprietati:
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1. u este derivabila si inversabild, iar v = u~? este derivabila cu derivata
continua pe [c,d];

2. feste continua pe [c,d].
Atunci (f = u) este integrabila pe [a,b] si are loc relatia

u(b)

b
f (0= | v

(9.10)

Trebuie remarcat aici caci ca si in cazul integralelor nedefinite, cea de
a doua metoda de schimbare de variabila corespunde situatiei n care nu se
poate pune n evidenta sub integrala initiala, derivata schimbarii de variabila.

9.2. Exemple rezolvate

9.2.1. Sa se calculeze integrala f_zl x%dx .

Rezolvare. Functia f:[—1,2] > R, f(x) = x? este continui pe
intervalul [-1, 2] deci admite primitiva F (x) = §x3,x € [—1,2].

Aplicand formula Leibniz-Newton obtinem:

A G VM

3
3 3

2
1
j x2dx = = x3
-1 3

9.2.2. Sa se calculeze integrala f; ‘;—32’ .

Rezolvare. Functia f:[2,3] = R, f(y) = %yz este continua si deci
admite primitiva F(y) = —% , ¥ € [2,3]. Tn baza formulei Leibniz-Newton
avem:

3

2 V2 y

Sdy 1 1 (1) 1

2

9.2.3. Sa se calculeze integrala f:Z? (2cosx — sin(3x))dx .
2
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Rezolvare.

T

f_TZ?Z(Zcosx —sin(3x))dx = (Zsinx + écos(Bx))EE = (Zsin% +
écos g) — (Zsin (— g) + gcos (— 3?”)) = 3.

9.2.4. Sa se calculeze integrala f01(23x — 4% D) dx.
Rezolvare. Notand cu F primitiva functiei de sub integrala, avem

2

123 4% 3% .4x
F(x)= | 2%dx—4 | 4¥dx ==——4— = _
() j dx f =310 " 32 2

Atunci, revenind la integrala definita si inlocuind, vom avea:

f1(23x P dx = F(1) = F(0) = —
0 *= 32

9.2.5. Sa se calculeze integrala fol(x + 1)e*dx .

Rezolvare. Acest exemplu se rezolva folosind metoda integrarii prin
parti.

Pentru a obtine o primitid a fungiei continue: /: [0,1] = R, f(x) =
fol(x + 1)e?* | calculam integrala nedefinita a functiei f, utilizand metoda
integrarii prin parti. Fieu = x + 1,dv = e**dx . Atuncidu = (x + 1)'dx =
dxsiv = [e*dx = %ezx.

Folosim n continuare formula de integrare prin parti si obtinem:

f(x + 1)e*dx = uv — f vdu = %(x + 1)e?*
1 2x 1 2x
—Eje dx=Z(2x+1)e +C
Asadar una din primitivele functiei f:[0,1] » R, f(x) = fol(x +
1)e?* este functia : [0,1] = R, F(x) = %(Zx + 1)e?* + C . Deoarece (1) =
zez, F(0) = i , din formula Leibniz-Newton rezulta:
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1 1
f (x+ De** =F(1) — F(0) =Z(362—1)
0

9.2.6. Sa se calculeze integrala f:(xz + x + 1)cosxdx .

Rezolvare. Avem de aplicat si aici tot metoda integrarii prin parti.
VVom integra de doua ori prin parti pentru a obtine o primitiva a functiei
continue f:[0,7] - R, f(x) = (x* + x + 1)cosx. Considerand notatiile :

du=(x*+x+1)dx, {v=[cosxdx

u=x*+x+1 {dvzcosxdx
du = (2x + 1)dx v = sinx

Obtinem, facand inlocuirile, ca

F(x) = f(xz + x + Dcosxdx = (x? + x — 1)sinx + (2x + 1)cosx

Calculam in continuare F in capetele intervalului [0,x] si obtinem
F(n)=—-2r+1),F(0) =1
Deci putem aplica formula Leibniz-Newton si gasim

T
J (x? + x + Dcosxdx = =2(m + 1)
0

9.2.7. S se calculeze integrala fol x(2x — 1)°dx .

Rezolvare. Vom aplica metoda substitutiei. Efectuam substitutia ¢t =
2x — 1. Exprimand din notatie x functie de t, obtinem schimbarea de variabila

x =~ (t + 1) si deci dx = > (¢ + 1)'dt,dx = 5 dt.

Tn continuare Tnlocuim x si dx in integrala nedefinita [ x(2x — 1)°dx,
sl obtinem

1 1 1 1/t7 ¢°
_ 5 — 6 5 N _
jz(t+1)t 2dt 4f(t + t°)dt 4<7+6>

Revenind la substitutia initiala t = 2x — 1, obtinem ca una din
primitivele functiei f:[0,1] - R, f(x) = x(2x — 1)° este functia F: [0,1] -

_1 (2x-1)" = (2x-1)° _ 1 Y
R,F(x)—4( =+ 2 )—168(12x+1)(2x 1)6.
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Conform formulei Leibniz-Newton obtinem in final:

I =F(1) - F(0) =1—14

9.3. Aplicatii ale integralei in chimie

Integrala ca instrument de masurare, are variate aplicatii Tn chimie.
Expunem in cele ce urmeaza cateva exemple notabile.

9.3.1. Sa se determine legea de descompunere a unei substante radioactive
[4,10].

Rezolvare. Acest lucru se rezolva foarte usor cu ajutorul conceptului
de integrala. Sa notam cu x(t) cantitatea de substanta radioactiva la momentul
t, iar cu Xo cantitatea de substanta radioactiva la momentul initial to=0. Tn
intervalul de timp [t, t+At], cantitatea de substanta descompusa x(t) —
x(t + At) = Bx(t)At, sau

[(9.11) | Ax(t) = —Bx(D)At, B >0 |

unde [ este coeficient de proportionalitate care depinde de natura substantei.

Tmpartind (9.11) la At si trecand la limita cu At — 0 obtinem x'(t) =
—Bx(t) si de aici d’;—(tt) = —Bx(t) @C;x((:)) = —fdt. De aici, urmeaza ca

f‘;"((tt)) = [(=B)dt . Deci integrand, obtinem ca In|x(t)| = —ft + InC

o x(t) = Ce Pt

In continuare din conditia initiala x(0) = x, obtinem valoarea
constantei C = x,, .

Solutia problemei Cauchy si deci legea de descompunere a unei
substante radioactive este

1(9.12) | x(t) = xpe Pt |

Problema Cauchy, cunoscuta si ca problema valorii initiale, sau
doar problema initiala, este o problema referitoare la o ecuatie diferentiala
ordinara, impreuna cu o conditie initiala, care specifica valoarea functiei
pentru un anumit argument din domeniul sau de definitie. Modelarea unui
fenomen in fizica, chimie sau in alte stiinte echivaleaza frecvent cu rezolvarea
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unei probleme cu conditie initiala. Tn acest context ecuatia diferentiala
specifica modul in care acesta evolueaza in timp, avand n vedere conditiile
initiale ale problemei.

Aceasta problematica va fi abordata in sectiunea imediat urmatoare.

9.3.2. Intr-un vas se afla a litri de solutie omogeni care contine b kg de sare.
Tn fiecare minut din vas se iau c litri de solutie omogena si se adauga c litri
de dizolvant. Sa se determine legea de variatie a cantitatii de sare x(t) din
solutia omogena in fiecare moment de timp. [10]

Rezolvare. Tn intervalul de timp [t, t+At], din vas se iau cAt litri de
solutie omogena. Aceasta cantitate de solutie omogena se inlocuieste Tn
intervalul indicat de timp cu cAt litri de dizolvant. Sa determinam cantitatea
de sare care se ia din vas.

Concentratia sarii din solutie Tn momentul de timp t este %t) kg/l.

Deci, in volumul de cAt litri de solutie omogena se contine o cantitate de sare

©13) Ax(E) = — ? cAt (kg)

Semnul minus indica micsorarea cantitatii de sare Tn solutia omogena.
Impartind ecuatia (9.13) la At si trecand la limita cu At — 0 obtinem ecuatia

@x®_ ¢ x® _ _¢
e x(t) © e adt.
. dx(t) _c a . o __ ¢
Atunci fx(t) = [ ——dt . Integrand obtinem ca |x(t)| = ——t +

InC @x(t) =Ce™a".

Din conditia initiald x(0) = b obtinem b = Ce® = C.
Astfel, solutia problemei Cauchy si deci legea de variatie a cantitatii

c
de sare din solutia omogena in momentul de timp t este x(t) = bea" .

9.4. Probleme propuse

9.4.1. Aplicand formula Leibniz-Newton sa se calculeze integralele
urmatoare:

a) ff\/}dx b) ff%dx c) f01 x(x — 1)%dx
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4 dx

d) fO 2x+1

e) [[ e

dx

f) f:(sinx + cosx)?dx

9.4.2. Utilizdnd metoda integrarii prin parti sa se calculeze urmatoarele

integrale definite:

a) f: xcosxdx | b) fol xeXdx

c) fon(x + 1)cos(2x)dx

d) fle x?lnxdx |e) f_03/2(3x + e ?*dx

f) fol x%e*dx

9.4.3. Utilizand substitutia indicata pentru calculul unei primitive, sa se
calculeze urmatoarele integrale definite:

4 dx

d
a) f_llx(l +x)*dx,1+ | b) f_OI%, +10) [, — 2+ 1=t
x=t x=t

1 d
d) [, V4+5xdx, 4+ e)n i} . f) fon zx(f), g: t
Sx =t J_, cos (E) dx, S=t €055
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TEMA 10. ECUATII DIFERENTIALE ORDINARE
DE ORDINUL INTAI. APLICATII IN CHIMIE

10.1. Introducere

Studiul ecuatiilor diferentiale formeaza obiectul unui capitol foarte
important al matematicii, atat datorita rezultatelor teoretice deosebit de
interesante cét si pentru ca ele au nenumarate aplicatii in cele mai diverse
domenii.

Ceea ce deosebeste o ecuatie diferentiala de o ecuatie algebrica este
faptul ca necunoscuta nu este un numar ci o functie care satisface o anumita
egalitate si care trebuie determinata.

Multe fenomene sunt descrise cu ajutorul ecuatiilor diferentiale
obtinute prin metoda cunoscuta sub numele de “metoda diferentialelor”.
Aceasta consta in inlocuirea unor relatii ce apar intre cresterile infinit de mici
ale unor cantitati care variaza in timp prin relatii intre diferentialele
(derivatele) lor.

10.1.1. Viteza instantanee de deplasare a unui corp
Viteza instantanee de deplasare a unui mobil care la momentul t a
parcurs distanta s(t) este :

(10.1) o(6) = }H{}, s(tz : _Zo(to)

La randul sau acceleratia corpului la momentul to este

(10.2) © = li v(t) —v(ty)
n= tg{:, t—t,

v'(to) = a” (&)

In relatiile ce descriu miscarea, viteza se va considera v(z) = s’(t) si
a)=v’e) =s’’(t).

Ecuatia care descrie miscarea corpului se obtine folosind legile care o
guverneaza.

Exemplu. Miscarea unui corp sub acriunea greutarii sale si intampinand
0 rezistenta a aerului proporzionala cu viteza sa (acest caz corespunde vitezelor
mici) poate fi descrisa cu ajutorul unei ecuarii diferentiale.
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Se noteaza cu v(t) viteza instantanee a corpului la momentul de timp
t>0. Rezistenta aerului va fi R(t) = kv(t). Legea fundamentala a mecanicii
(F =ma ) conduce la relatia mg — kv(t) = mv'(t), care reprezinti o
ecuatie diferentiala cu necunoscuta v=v(t). Pentru a determina viteza
instantanee a corpului trebuie rezolvata aceasta ecuatie.

Tn chimie se defineste viteza de reactie ca fiind variatia cantitatii de
substanta intr-un interval de timp.

10.1.2. Viteza de reactie chimica
Daca un reactant are la momentul “t” masa “m(t)”, atunci viteza sa de
reactie, masurand variatia masei in intervalul de timp in care ea se produce, este

(103) v(t) = £m'(t) := J_r‘;—rf

Semnul ”+” se foloseste pentru substantele rezultate, iar semnul “-*
pentru cele consumate.

Exemplu : Tntr-0 reactie chimicd izolatd masa initiald de substantd
este “a”. Daca notam m(t) masa de substanta consumata la momentul “t” si
daca viteza de reactie este proportionala cu masa ramasd, atunci fenomenul
e descris de urmatoarea problema Cauchy:

{m’(t) = —k(a —m(p))
m(0) =0

10.1.3 Tn cinetica eterogeni — daci ne referim la mecanismul Langmuir-
Hinshelwood pentru reactii superficiale, cinetica observata prin modificarea
presiunii este data de ecuatia [6,7]

p'(t) = —k——

+p

(10.4)

S =

In cazul recombindrii atomilor sau radicalilor liberi de acelasi fel pe
peretii vasului de reactie, ecuatia este

10.5 2
— p(t) =~k 1"
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Ecuatiile diferentiale joaca un rol esential in explicarea fenomenelor
din prisma cineticii chimice, dupa cum se va vedea din exemplele urmatoare.

Probleme fundamentale in teoria ecuatiilor (in general) sunt
determinarea solutiilor lor sau aproximarea acestor solutii daca determinarea
analitica nu este posibila.

Teoria ecuatiilor diferentiale are mai multe ramuri. Mentionam aici:

- teoria cantitativa - se ocupa de rezolvarea analitica a ecuatiilor. Sunt
precizate tipurile de ecuatii ale caror solutii se pot obtine analitic si tehnicile
de rezolvare a lor.

- teoria calitativa - incearca sa deduca proprietatile solutiilor, chiar daca
expresia lor analitica nu poate fi cunoscuta.

- aplicarea metodelor numerice pentru aproximarea solutiilor [8].

10.2. Consideratii generale

Definitia 10.1. Se numeste ecuatie diferentiala cu variabila
independenta t, si functia necunoscutd x=x(t), o egalitate de forma

| (106) | F(t,x,x',x",x™) =0

unde F:D € R™! —» R este o functie dati, continua pe domeniul siu de
definitie, iar x’,x", - x™ sunt derivatele lui x.
Daca ecuatia precedenta este scrisa sub forma

(107) x® = £ (£,x(0),2' (0,2 (), x*D(©))

atunci spunem ca este data in forma explicita.

Ecuatia diferentiala are ordinul “n” daca derivata de ordin maxim care
apare Tn ecuatie este x(,

Exista trei tipuri de solutii:

e Solutia generala a ecuatiei (10.6) este solutia care depinde de t side n
constante arbitrare C;, C,,--,C, (exact atatea cat este ordinul
ecuatiei), adica este de forma = x(t, Cy, C,, -+ C,). Aceasta este forma
explicita a solutiei pentru ca se precizeaza modul in care functia
necunoscuta x depinde de variabila independenta t.

Uneori solutia generala este prezentata in forma implicita (integrala
generala a ecuatiei), adica Q(x,y, C;,Cy, - C,) =0

157



e Orice solutie care se obtine din solutia generala pentru anumite valori
particulare ale constantelor se numeste solutie particulara.

e Solutiile ecuatiei care nu se pot obtine prin acest procedeu din solutia
generald se numesc solutii singulare.

10.3. Ecuatii diferentiale de ordinul Tntai

Ecuatiile diferentiale de ordinul I au forma

[ (108)] F(t,x,x) =0 |

Cel mai adesea ele sunt scrise in forma explicita x’ = f(x,t). In
aceasta ecuatie ,x” este variabila independentd si y(x) este functia
necunoscutd, ce trebuie determinatd prin rezolvarea ecuatiei. Solutia lor
generala depinde de o singura constanta.

O problema Cauchy de ordinul | este alcatuitd dintr-0 ecuatie
diferentiala si o conditie initiala:

(10.9) F(t,x,x)=0
x(tg) = xg

Metoda de rezolvare a problemelor Cauchy este urmatoarea:
- Se determind solutia generald a ecuatiei diferentiale (solutie care
depinde de o constanta);
- Se determina constanta folosind conditia initiala.

Din punctul de vedere al rezolvarii analitice exista doua categorii
importante de ecuatii :

- ecuatii fundamentale (ecuatiile cu variabile separabile, ecuatiile liniare,
ecuatii cu diferentiale totale);

- ecuatii reductibile la ecuatii fundamentale (ecuatii omogene si
reductibile la ecuatii omogene, ecuatii care admit factor integrant, ecuatii de
tip Bernoulli, de tip Riccati, de tip Lagrange, de tip Clairaut etc).

Este foarte importanta cunoasterea algoritmului de rezolvare a
ecuatiilor fundamentale precum si a metodelor de reducere a celorlalte ecuatii
la ecuatii fundamentale.
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10.3.1. Ecuatii cu variabile separabile
Forma generala a ecuatiei este

| (10.10) | x' = f(t) - g&x)

unde f,g sunt functii reale date, continue pe domeniul lor de definitie.
Solutiile ecuatiei g(x)=0 sunt solutii, de obicei singulare, ale ecuatiei
(10.10).
Daca g(x) #0, rezolvarea consta in separarea variabilelor urmata de
integrare.

Metoda de rezolvare:

- Serezolva ecuatia g(x) = 0 cu solutiile x4, x5, -+, x;,.

- Se scriu solutiile singulare ale ecuatiilor x;(t) = xq, -, x,(t) = x;,.
Domeniul lor de definitie este domeniul de definitie al functiei f.

xl
g)
g(x) #0 ) si se obtine integrala generala a ecuatiei:
[ f(®)dt + €, adica forma implicita a solutiei.

- Din integrala generala se calculeaza (daca este posibil) x si se obtine
forma explicita a solutiei.

- Se scrie ecuatia sub forma = f(t) (ceea ce este posibil pentru ca

9™

Exemple

1. Sa se rezolve problema Cauchy

{ x =k (reactie chimica izolata de ordinul 0).

x(0)=0

Solutia generala a ecuatiei diferentiale x" = k, obtinuta prin integrare
directd este x(t) = [ kdt = kt + C .
Din conditia initiala x(0) = 0 se obtinek-0+ C =0, C = 0.
Solutia problemei este x(t) = kt.
2. Sa se rezolve problema Cauchy

[A— —
{x =k(a—-x)(c+x) (reactie izolata autocatalitica).

x(0)=0

Tn acest caz avem f(t) = k, g(x) = (a — x)(c + x).
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Solutii singulare se obtin din egalitatea (a — x)(c + x) = 0. Ele sunt
x1(t) = a,x,(t) = —c.

Deoarece ele nu verifica conditia initiala x(0) = 0, rezulta ca ele nu
sunt solutii ale problemei Cauchy.

!

Ecuatia se scrie sub forma = k. Prin integrare obtinem

[—2 = [ kdt.

(a—x)(c+x)

_x
(a—x)(c+x)

Pentru calculul integralei se descompune fractia de integrat in fractii
simple

dx
,f (a—x)(c+x)

1 1 1
=j ( + )dx
atc\a—x c+x

1 1 +
(in(c +x) — In(a—x)) = <>
a+c a—x

a+c

Solutia generala data Tn forma implicita este: ﬁ M= =kt +C

Din conditia x(0) = 0 rezulta ¢ = —n<
a+c a

Astfel, solutia problemei Cauchy sub forma implicita este

1 c+x 1 c
In - In— =kt
a+c a—x a+c a

Adica
1 a(c+ x)
In =kt
a+c cla—x)
Din aceasta relatie se poate calcula x=x(t) si afla solutia problemei
scrisa in forma explicita:

e(a+c)kt -1

x(t) = ac a+ Ce(a+c)kt

3. Un exemplu din cinetica chimica
Reactia de oxidare a sulfitului cu cromat decurge dupa ecuatia
stoechiometrica [6,10 pb 6.1.35]
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2Cr0Z~ 4+ 350%™ 4+ 10H* = 2Cr3* + 350% + 5H,0
La aciditate constanta ecuatia vitezei este

d[CroZ=
- % = k[Croz-1[S0%"]

Sa se integreze ecuatia de viteza tinand seama de stoechiometria
reactiei pentru:
a) Cazul cand concentratiile initiale sunt diferite;
b) Cazul cand concentratiile initiale sunt egale;
c) Cazul cand concentratiile sunt stoechiometrice.

Rezolvare. Si folosim variabila de reactie x. Notaim [Cr027], =
a,[Cr0Z7] = a—2x, [SO%7], =b, [SO%7] =b — 3x . Legea de vitezi se
va scrie

D a— 20 -3
S = ka-20(~3v)

Prin separarea variabilelor se obtine
dx

(@— 200 —3x)

Tn continuare pentru integrare procedam astfel:

* dx * pdx * qdx
J =l e Al
o (a—2x)(b—3x) 0 @—2x o b—3x

Pentru determinarea parametrilor p si g scriem identitatea

1 __p . _d
(a—2x)(b—3x) a—2x a-3x

~ - . . . 2 3
Rezolvand aceasta identitate obtinempsiq:p = a4 =55

Tnlocuind valorile lui p si q si efectuand calculele, obtinem:

1 l a N 1 b_3x—kt
2b—3a "a—2x " 2b-3a " b
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Dénd factor comun 1/(2b — 3a) vom obtine expresia finala, valabila
pentru concentratii diferite de a si b si diferite de concentratiile stoechiometrice:

1 a(b — 3x)
2b — 3a nb(a —2x)

kt =

Pentru situatia a=b avem:

a(a—3x) 1 a-2x

kt:— _— —_ _—
- a(a—2x) a na—3x

2_

Pentru S|tuat|a COﬂCEI’]tI’&tIHOI’ stoechlometrlce =2:3 ecuatla de

3
viteza poate fi scrisa:

dx k(a — 2x) (—— Sx) = E(a —2x)(3a — 6x) = %(a — 2x)?
dt -2 2

Dupa separarea variabilelor si integrare obtinem:

j —3kt- 1
o (@=2x)2° 2 " a-2x a

10.3.2. Ecuatii liniare

Forma generala a unei ecuatii liniare este

| (10.11) | x' =P()x +Q(t)

unde P, Q : I = R sunt functii date, continue pe domeniul de definitie.
Aceste ecuatii se rezolva prin metoda variatiei constantei.

Metoda de rezolvare (metoda variatiei constantei)

- Serezolva ecuatia omogena x" = P(t)x care este 0 ecuatie cu variabile
separabile si se obtine solutia nenula x = C - f(t)

- se considera constanta C ca fiind functie de t , adica se scrie x(t) =
C@Of(©

- secalculeaza x'(t) = C'(t)f(t) + C(t)f'(¢t) si se introduce Tn ecuatia
(10.11); se reduc termenii care contin pe C(t) si se obtine o0 ecuatie mai simpla
de forma C'(t) = g(¢t);
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- serezolvaecuatia C'(t) = g(t) siseobtinesolutiaC(t) = [ g(t)dt + K
- se introduce expresia lui C(t) Tn x(t) = C(t)f(t) si se obtine forma
explicita a solutiei ecuatiei (10.11)

Exemple
4. Sa se rezolve problema Cauchy

{x’ =k(a—x)

2(0) = 0 (reactie chimica izolata de ordinul Tntai)

Ecuatia se scrie sub forma x’ = —kx + ka , deci P(t) = —k, Q(t) =
ka
a) Se rezolva ecuatia omogena .
Ecuatiaomogena x" = —kx poate fi considerata o ecuatie cu variabile

separabile. Avem fin continuare f‘i—x = [ —kdt, deci Inx = —kt + C, adica
x(t) =C-e ¥

b) Se aplica metoda variatiei constantei.
Se considera x(t) = C(t) - e ¥,
Atunci x'(t) = C'(t)e ® — kC(t)e k.
Se introduc expresiile Tn ecuatia initiala x" = —kx + ka si se obtine
C'(t)e ¥ — kC(t)e ™ = —kC(t)e ™™ + ka.
De aici rezulta C'(t) = kae*t, adici C(t) = ae** + A.
Tnlocuind Tn expresia lui x(t) obtinem
x(t) =a+ Ae*t
Din conditia initiala x(0)=0 obtinem A=-a, deci solutia problemei
Cauchy este
x(t) = a(l — e~ k).

10.4. Aplicatii Tn chimie

Dintre aplicatiile ecuatiilor diferentiale, foarte utile sunt cele din
cinetica chimica.
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Exista tabele specifice continand informatii despre solutiile celor mai
importante ecuatii, care pot fi aplicate direct, fara a mai rezolva ecuatia [10].
Rezultatele din tabele se obtin din rezolvarea problemei Cauchy

(10.12) {x’ = f(x)
x(0)=0

Tn cazul reactiilor izolate, Tn tabele se gasesc coloane pentru:
1. Ordinul reactiei;

2. Legea vitezei (x' = f(x) ). Aceasta lege trebuie obtinuti din
considerente practice, de obicei coeficientii se determind prin multe
masurdtori si folosirea unor metode statistice. Aici x=x(t) reprezinta substanta
consumata pana la momentul “t”

3. Ecuatia cinetica integrala. Are trei subcoloane:

3.1. Se precizeaza valoarea lui kt integrand ecuatia de la 2 si calculand
a-x(t) ;

3.2. Se precizeaza forma liniarizata folosind tot ecuatia de la 2.

3.3. Se precizeaza expresia lui a-x(t), care se obtine din solutia
problemei Cauchy;

4. Timpul de reactie partiala: tr este momentul in care masa substantei ramase
reprezinta fractia f din masa substantei initiale (f este totdeauna subunitar).

5. Timpul de injumatatire: ti» este momentul n care a ramas jumatate
din masa initiala de substanta

6. Expresia analitica a vitezei de reactie, care se obtine derivand expresia
lui x(t).

Exemple

10.4.1. Reactia de ordin 0 este caracterizata de problema Cauchy

{x’(t) =k
x(0)=0

Din integrarea ecuatiei x’(t) = k se obtine [ x'(t)dt = [ kdt, adica
x(t) =kt+C.
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Din conditia initiala x(0) = 0 se obtine C=0. Solutia problemei este
deci x(t) = kt.

Urmand modul de completare de tabel expus mai sus pentru reactiile
izolate (pasii 1-6), coloanele din tabel se completeaza astfel:

3.1. avem kt=x=a—(a—x)

3.2. avem a—x=a—kt

3.3. avem a — x(t) = a — kt.

4. Timpul de reactie partiald este dat de relatia a — x(t;) = f - a. Se

obtine a — kty = f - a, de unde obtinem ¢t = a(1 — f)% .
5. Timpul de injumatatire este t,,, = a (1 - %)% = % .
6. Expresia vitezei este x' =k .

10.4.2. Reactia de ordinul I este caracterizati de problema Cauchy

{x’ =k(a—x)
x(0)=0

Pe coloana 2 apare deci ecuatia x" = k(a — x).
!
Ea este 0 ecuatie cu variabile separabile, se scrie sub forma ﬁ =k.

Din integrare se obtine fadex = [kdt , adicd —In(a — x(t)) = kt +

Din conditia initiala x(0) = 0 se obtine = —Ina , deci kt = lna —
a
Inla—x) =1In —
Solutia problemei Cauchy, obtinuta anterior la exemplul 4 este x(t) =
a(l — e~ k),
Coloanele din tabel se completeaza astfel:
3.1. avem kt = In—;
“r kt kt
3.2. avem lg(a —x) =lga — e = lga — 7
33. avema—x(t) =a—a(l —e ) = gekt
4. Timpul de reactie partiala este dat de relatia —x(¢;) = f - a. In cazul

acesta a — a(1— e ™) = f-a conduce la e s = f. Prin logaritmare se
obtine ty = .
’ k
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5. Timpul de Tnjumatatire este t;, = —— , .
6. Viteza de reactie este x'(t) = (a — ae™**)" = kae "t .

Toate aceste rezultate pot fi gasite in tabelul prezentat in [10]

10.5. Probleme propuse

Sa se gaseasca solutiile pentru urmatoarele probleme Cauchy.
Realizati calculele aferente problemelor de mai jos si completati coloanele
din tabel.

x' = k(a— x)/?

051 {7 e
1052 {* x=( éc)(c; - %)

1053. {* =xl(<(§§z; 3)3/2
1054. ¥ z(’(«)ga:—ox)z

1055. x = kag?o; i)(()b — %)
1056. {* z(’(«)ga:—oxﬁ

1057, = k(;z(g)ziza(b — 9

166



TEMA 11. SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE
DE ORDINUL INTAI. APLICATII IN CHIMIE

11.1. Consideratii generale

Forma explicita a unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul | este

Vi'= f(t Yy Voo V)
¥o'= (6 Y0 Yo Vo)

Yo'= fo(t Yy Vares V)

unde f,, f,,... f, sunt functii date, continue pe un domeniu din R""*.
O problema Cauchy este formata dintr-un sistem de ecuatii diferentiale si

yl(to)z &, yz(to): PR yn(to): an,

O solutie a sistemului este formata din functiile y;,y,.....y, care verifica
sistemul. Ea depinde in general de “n” constant. Acestea se determinad din
conditiile initiale, Tn cazul rezolvarii unei probleme Cauchy.

Nu existd metode generale pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii
diferentiale, doar pentru cazul sistemelor liniare fiind elaborate o tehnica
generala (care este prezentata in paragraful 11.3).

Multe sisteme insa, cum sunt cele din paragraful urmator, se pot
rezolva prin metode specifice.

11.2. Probleme de cinetica chimicd modelate prin sisteme de ecuatii
diferentiale
Cinetica reactiilor paralele de ordinul | este caracterizata prin

sistemele de ecuatii de mai jos, unde sunt notate cu litere mici (a, b, etc.)
cantitatile initiale ale reactantilor. Functiile necunoscute in aceste sisteme
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sunt x = x(t), y= y(t) , ..., Care reprezinta cantitatea de substanta consumata
pentru obtinerea substantei X, respectiv Y, Z, ... .

Parametrii sistemelor sunt constantele de viteza K, K, ,K,,....
11.2.1. Reactii paralele (gemene) de ordinul |

Acest tip de reactii prezinta transformarea unui singur reactant A pe
doua cai paralele si independente in doi produsi de reactie. Astfel de reactii
apar, spre exemplu, in cazul transformarilor radioactive ale unor nuclee.

kx ky
Schema de reactii elementare ~ A—X, A->Y are drept model

sistemul [10]

(11.1) | (x=k (a—x-y)
y'=k,(a-x-y)
x(0)=0
y(0)=0

Intre constantele de viteza si masele produsilor formati exista relatiile

kx mx ky my

k,+k, m +m ~ k +k, m +m,

Pentru rezolvare se observa ca daca adunam cele doua ecuatii obtinem
(x+y)=(k, +k, Na—x-y).
Notand U =X+ Y, ecuatia devine
u'=(k, +k, a—u)

care poate fi privita ca o ecuatie cu variabile separabile, sau ca o ecuatie
liniara.
Rezolvam ecuatia ca o ecuatie cu variabile separabile.

—=lkork,)

- separam variabilele:
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: . : du : .
- integram ecuatia de mai Sus: _[ﬂzj'(kﬁky)dt si obtinem

1
InE:C'F(kX'Fky).

. S 1
- din conditia initiala u(0)=x(0)+ y(0) =0 rezulta C = In ~=- Ina.
Solutia ecuatiei satisface

K, +k, =22
t a-u

Aceasta este ecuatia cinetica integrala a sistemului.

. ) . t(k, +k
Pornind de la aceasta ecuatie se calculeaza u(t)= a(l— gl y)).
x=kae bt

o . . y'=k a.e k)
Inlocuind n sistemul initial obtinem y

Prin integrare directa obtinem

Acestea sunt cantitatile din substanta “A”, consumate dupa “t”
secunde pentru a obtine substantele X, respectiv Y.

11.2.2. Reactii paralele (gemene) de ordinul Il
kx ky
Pentru schema de reactie A+B—X, A+B—Y sistemul de ecuatii

diferentiale este [10]
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(112) | (x=k (a-x-y)b-x-y)
y'=k,(@a-x-y)b-x-y)
x(0)=y(0)=0

Intre constantele de viteza si masele produsilor formati exista relatiile

kx mx ky _ my

k,+k, m +m ~ k +k, m . +m,

Folosind o metoda asemanatoare cu cea din exemplul anterior si
nottnd uU=X+Yy se obtine ecuatia cu variabile separabile

u'= (k, +k, fa—u)b—u) cu conditia initiala u(0)=0.
Metoda de rezolvare este cea cunoscuta:

- se separd variabilele: W =k, +k,
—upo—-u

- Se scrie ecuatia obtinuta prin integrare Im = J.(kX +K, )dt

- se calculeazd integralele:

du 1 1 1 1 a—u
J.(a—u)(b—u):Ib—a(a—u _b—u]du:—lnb—:G(x +ky)t+C

- din conditia initiald x(0)=y(0)=0se obtine u(0)=0. Rezultd

c-1n?
b-a b
Ecuatia cinetica integrala a sistemului este
k+k, =21 1n b(a-u)
tb-a alb-u)

Pornind de la aceasta ecuatie se pot obtine expresiile analitice pentru
X(t) si y(t), printr-un procedeu asemanator cu cel prezentat In paragraful
anterior.
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11.2.3. Alte reactii paralele (gemene) de ordinul 11
kx ky kz
Pentru schema de reactii A+ B—X, A+B->Y, A+B—>Z

sistemul este

x=k (a-x-y-z)b-x-y-z)
y'=k,(@a-x—y-z)b-x-y-2)
2=k, (a-x—-y-z)b-x-y-2z)
x(0)=y(0)=2(0)=0

Notand u(t)= x(t)+ y(t)+ z(t) si adunand cele trei ecuatii se obtine
aceeasi ecuatie cu variabile separabile u'=(kx+ky+kz)(a—u)(b—u) cu
conditia initiala u(0)=0.

Folosind metoda din paragraful anterior se obtine ecuatia cinetica
integrala a sistemului:

K +k +k =11 nb@-u)
Y th-a alb—u)

11.2.4. Reactii succesive de ordinul |
ki Ky
Schema de reactii A—>B—C este descrisa de sistemul [10]:

AL | [x=k(a-x)

y'= kl(a'_ X)_ kzy
'=k,y

Prima ecuatie este o ecuatie cu variabile separabile cu necunoscuta
x = X(t).

Solutie acestei ecuatii este, conform rezultatelor din Tema 10,
X(t)=all—e™).

Tnlocuind pe x(t) in a doua ecuatie, obtinem ecuatia liniara cu
necunoscuta y = y(t):

y'=-k,y +kae™
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Solutia acestei ecuatii este (conform rezolvarii din Tema 10)

y@%=gﬁﬁgkk“—ek”l
2 1

Din ecuatia a treia se obtine prin integrare directa

2 1 kz_

t K "
2(t) = | k,y(s)ds = a{l——ze-klI _—1e_kztj| .
! ’ k, —k K,

Se poate observa ca x:x(t) este o functie crescatoare (deoarece

X'(t) >0 pentru orice t>0) si tIim X(t) =a . Aceasta arata ca substanta “A”
w0

va fi consumata in Tntregime daca reactia se desfasoara pe o durata infinita de
timp. Se poate considera Tnsa ca reactia ia sfarsit daca s-a consumat 90% din

0 oo In10
:ﬁa .Rezultdca t; =——.

1

In(k,)-In(k,)

kZ_kl

- .o —kyt
substanta, adica a— x(t)=ae "

Functia y = y(t) are valoare maxima in t,, = deoarece

n acest punct se anuleaza y'.
Valoarea maxima a cantitatii de produs intermediar care se obtine este

)
Yo = Y(ty) =27 10
Deci, Tn cursul reactiei cantitatea de produs intermediar creste, trece
printr-un punct de maxim, apoi descreste spre 0, deoarece tIim y(t)=0.

Cantitatea de produs final z=z(t) creste. Tn momentul terminarii
reactiei, t=t;,
k Kty I(1

a fost obtinut z, = z(tf )= al-—=—¢e e " | produs final.
kz o I(1 kz o kl

Seriile radioactive constituie exemple de astfel de procese. Elementele
naturale cu numere atomice cuprinse in intervalul 82-89 se dezintegreaza
spontan, trecand n produsi stabili. Vezi [10, pag 75].
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11.3. Sisteme de ecuatii liniare cu coeficienti constanti

Sunt sistemele cele mai simple, in membrul drept existand numai
monoame de gradul ntai.
Exemple si contraexemple:

X=k,(a-x-y)

a) Sistemul ,
) {Y=kxa—X—y)

analizat in paragraful 11.2.1, este un sistem liniar cu coeficienti
_ ) X'=-k,x-k,y+k,a
constanti. Ele se poate scrie sub forma { | . Sub forma
y'=-kx-k,y+k,a

matriceald el se scrie astfel:

ek ) el
X=k(a-x-yfo-x-y)

b) Sistemul {y'=k, (a-x—y)b-x-y),
x(0) = y(0) =0

analizat in paragraful 11.2.2, nu este un sistem linear deoarece in membrul
drept apar produsele necunoscutelor, adica monoame de gradul 2.

x'=k (a-x)
c) Sistemul {y'= k(a—x)-k,y,
7'=k,y

analizat in paragraful 11.2.4 este un sistem liniar. Sub forma matriceala el se
scrie astfel:

X' kx 0 0 |x k,a
y'i=lkx -k, 0 |y|+]|kal.
z 0 k, O)\z 0

173



11.3.1. Sisteme liniare si omogene de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti
Forma generala a sistemului este

(11.4) Vi =ayY tanY, +etayY,

Yo = anY, +ayY, +.+ 85,

Yo =8y HagnY, +..+ayY,

Sistemului de mai sus i se asociaza matricea coeficientilor, anume
- TRTIY T

Daca notam Y =(Yy, Yor- ¥n)  si Y'=(¥2" Y2 ¥a')" atunci sistemul
se scrie in forma matriceala

Y'=AY

si rezultatele prezentate la ecuatii diferentiale liniare de ordin n aratd ca
multimea solutiilor sistemului reprezinta un spatiu vectorial de dimensiune
«no».

Solutiile fundamentale ale sistemului vor fi cautate sub forma
Y =(ay a0ty ) €7 unde 4 sunt valori proprii a matricii A, adica solutiile
ecuatiei caracteristice a sistemului :

A5 | -2 a - a

iar constantele «; trebuie determinate din sistem.

Daca Y;, Y, ....Y, sunt n solutii liniar independente atunci solutia
generala a sistemului este

Y=CY,+C)Y, +...+C.Y,
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Exista urmatoarele situatii importante :
- Daca ecuatia caracteristica are solutiile reale si distincte 4,,4,,.... 4, si

Vi,Vs,..,V, sunt vectorii corespunzatori acestor valori atunci solutia
sistemului este

Y (X)=CVe™ +C Ve +...+C Ve
- Daca ecuatia caracteristica are solutii multiple (reale sau complexe),

fiecare solutie A cu ordinul de multiplicitate p contribuie in suma cu
termenii

X
Yl :Vleixf Y?_ :el (ﬁvl +V2j 9 eeey

ol xP? xP~2 X
Y, =¢ (p—1)|V1+(p—2)|V2+"'+5Vp_1+vp

unde V;,V,,..V, sunt vectorii proprii corespunzatori valorii proprii 4.

Problema rezolvarii sistemului se reduce deci la determinarea
valorilor proprii pentru matricea A si a vectorilor proprii corespunzatori
acestor valori.

Metoda de rezolvare:
a) Se scrie matricea A a sistemului;
b) Se determina valorile proprii ale matricii rezolvand ecuatia (11.5);
c) Pentru fiecare valoare proprie 4; se determina vectorii proprii (atatia

cat e ordinul de multiplicitate al lui 4 si se scriu solutiile corespunzatoare
lui 4;

d) Se scrie sistemul fundamental de solutii al sistemulu;

e) Se scrie solutia generala.

Exemple: Sa se determine solutia generala a sistemelor urmatoare
Y1 =3¥1-Y>2+Y;

1Y, =-y1+3Y,—Y;
Y3 =Y~ Y, +3Y;
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3 -1 1
a) Matricea sistemului este A=| -1 5 -1
1 -1 3

b) Valorile proprii ale matricii A sunt 4, =2, 4, =3 si 4, =6, adica
solutiile ecuatiei

3-4 -1 1
-1 5-2 =0

c) Valoarea 4, are ordinul de multiplicitate 1, deci va avea un singur
vector propriu V; =(a,a,, ;) care verifica ecuatia

3 -1 1) (e o
-1 5 -1, |=2"|a,
1 -1 3)le a;

Din rezolvarea sistemului compatibil nederminat cu un grad de
3oy —a, +a; =20
libertate < —o; +5a, —3a, = 2a,

o, —a, + 305 =2a,

o

se obtine solutia |0 |. Se da lui a o valoare particulara, de exemplu a =1
—-a
1 1 1

si obtinem V, =0 |. In mod asemanitor obtinem V,=|1| si V,=|-2
-1 1 1

corespunzand valorilor 4, si 4;.
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l e2X e
d) Sistemul fundamental este Y,=e*|0 |=|0 |, Y,=|e¥|,
-1 _e2>< e3x
er
Y, =| —2e%
e6><
Y1
e) Solutia generala este Y, |=CY,+CY, +C,Y,, adica
Y3
y, =C,e** + Ce®* + Ce®
Y, = C,e¥ —2Ce*
ys =Ce” +C,e** +C,e™
Yi'=Yo+Ys
5 Y2':y3+Y1.
Ys' =Y1+Y,
011
Matricea sistemului este A=|1 0 1|. Ecuatia caracteristica,
110
A% -34-2=0 are radacinile 4, =2si 4, =4, =—1. Un vector propriu al lui 4
1
este V, =|1
1

Subspatiul valorii proprii 4, = 4; are dimensiunea 2.
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01 1) oy o
Vectorii proprii satisfac ecuatia |1 0 1 ||, |=-1-|a, |, adica
11 0)\a ay
o +a,+a;=0
sistemul cu doua grade de nedeterminare o, +a,+a;=0. Alegand
o +a,+a;=0

a, =-1a,=0 seobtine a; =1 si pentru  o,*=0,a,*=1 se obtine a;*=-1.

-1 0
Cei doi vectori proprii principali vor fi V,={ 0 | si V;=|1
1 -1
. . Al oy
Valorile a;, a5, 0%, se aleg astfel incat | = =, *—a,a,*#0.
o O

Solutia generala a sistemului este
Y =C\Ve”* +C Ve * +C,(xV, +V,)e ™ adica

y; =C,e”* —C,e ¥ —C,xe™*

y, =C,e* +Cye™"

Y3 =Ce” +Ce ¥ +Cy(x—1)e™*
11.3.2. Sisteme liniare neomogene cu coeficienti constanti

Forma generald este

(11.6) Y'(x)=A-Y(x)+F(x)

Ca si 1n cazul ecuatiilor liniare neomogene, solutia generala a
sistemului neomogen este suma dintre solutia generala a sistemului omogen
si 0 solutie particulara a sistemului neomogen.

Pentru determinarea solutiei particulare se poate folosi metoda
variatiei constantelor.
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Teorema: Daca Y =C)Y, +..+C,Y, este solutia sistemului omogen
asociat lui (11.6) atunci o solutie particulara a acestuia este
Yp =C,(X)Y, +...+C, (x)Y, unde functiile C,(x),...C,(x) satisfac ecuatia

C'(X)Y, +Co ' (x)(Y,) +...+C, ' (X)Y, = F(x)

Din ecuatia de mai sus se calculeaza C,'(x)....,C,'(x) si apoi, prin
integrare se obtin C,,C,,...,.C, .
. X'=5x -3y + 2e*
Exemplul 1: Sa se rezolve sistemul y
y'=x+y+5e"

. X'=5x-3
Sistemul omogen { , Y

A:[f ‘13)

Valorile sale proprii sunt 4 =4 si A,=2, vectorii proprii

are matricea coeficientilor data de

. 3 . 1) . .
corespunzatori acestora sunt V, = (J , respectiv V, :@ iar solutia generald

a sistemului este

X 3C,e" +C,e”
(szcl.vl.e4t+cz_vz_e2t: 1 2
yG Cle4t +C292t

Expresiile pentru C, si C, se determina din sistemul

{3C1'e‘“ +C,'e% =2e™

C1|e4t +C2|e2t :5e—t '
Solutii ale acestui sistem sunt

C,=e*/2-¢", C,=—¢"-5e/2
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O solutie  particulara a  sistemului  neomogen  este

[xpj _et —4e™
Yp —2e ' —2e™
Rezulta ca solutia generala a sistemului este

x=3Ce" +Ce” —e ' —4e¥
y=Ce" +Ce* -2 —2¢*

Exemplul 2: Rezolvarea sistemului studiat in paragraful 11.2.1
folosind metoda explicata anterior (el a fost rezolvat printr-un artificiu de

calcul).

-k x=k,y+k,a

Tn general. Sistemul { scris sub  forma

X
y'=-kx-k y+k,a
X

tri 13 est (le (_ kx - kx J[ ] [kan
matriceala este = +
y' -k, =k, \y k,a

Metoda de rezolvare:

X

-k, -k
a) Se scrie matricea A a sistemului: A= "
_ky _ky
b) Se determina valorile proprii ale matricii rezolvand ecuatia
k,—1 -k,

~k, -k -4

y

Valorile proprii sunt 4, =0 si 4, = —(kX B ky).

c) Pentru fiecare valoare proprie 4 se determina vectorii proprii.

Pentru 4 =0, vectorul propriu v:(;] satisface relatia
sy W
=0- :
-k, -k, \pB Yij

180



Sistemul care rezulta din compararea componentelor este sistemul

lini {—kxa—kxﬁ=0
iniar .
~-k,a-k,f=0

Rezulta a+ =0, adica B =-a. Vectorii proprii vor avea forma

a ) . 1
Vv :[ J . Pentru a =1 se obtine vectorul propriu v, =[ J. Sa observam
-

ca se pot alege si alte valori ale lui «, aceasta alegere nu influenteaza
rezultatele finale, ci doar calculele intermediare. De obicei se alege o valoare
pentru care calculele sunt simple

. a . .
Pentru A, = —(kx + ky) vectorul propriu v = satisface relatia

B

e (5)

Sistemul obtinut din identificarea componentelor din cei doi membri
{— ke =k B =—(k, +k, Jor

este
—k,a—k B=—(k +k )8

. El este un sistem nederminat cu solutia

kx
azéﬂ. Vectorii proprii vor avea forma V = k_y . Pentru =1 se
’ B
LY
obtine v, =| K,
1
Ky
d) Se scrie solutia generala (X(t)] =C,-¢€° -[1 j+ C, el X, k_y
y(t) -1 .

e) Se foloseste metoda variatiei constantelor: se scrie solutia sub forma
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(X(t)jzcl(t)-eo-(1_1J+C2(t)-e(k”kY)[- ] Ct) C,(0) din
1

k
1 s — k,a
Cl'(t)-eo( j+C2'(t)~e(k* Sk, :(k aJ. Sistemul  obtinut
1

y

prin identificarea componentelor vectorilor din cei doi membri este

C/0+C e < ka o
y . Solutia sistemului este

Kpa  (k, M.+ unde M, M, sunt constante
k, +K, 2

de integrare ce se determina din conditiile initiale.

Rezulta C2 (t) _

k
x(t):l\/|1+&{k yak +M2e‘(k*+ky }

k, |k, +
Avem ! ’ ! ,
a [k, +k
t)=—-M; + ——+Me "
y() 1 k, +k, 2
x(0)=0
iar conditiile initiale { ( ) ne dau
y(0)=0
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M+ @ v K g
K, +K, k,
k,a
-M, + +M, =0
X+ky
M, =0
Rezulta M. = — k,a | iar solutia sistemului de ecuatii diferentiale
Lok +k,
ak ~t(ky+ky )
X(t)= X _l-e ™
() k +ky( )
este ak oot
t — y 1_e7t kx+ky
y() kx+ky( )

Este exact solutia care a fost obtinuta in mod mai simplu in paragraful
11.2.1, folosind un artificiu de calcul.

11.4. Exercitii propuse

Sa se rezolve sistemele urmatoare:
{y'+ 2y +4z=1+4x

R: y(x)=C,e”* +Ce > +x* + X ,
2'+y-2=3%x%/2 y(x)=C, 2

2=-Ce” +Ce>/4-x?/2

R:

y'+2y+z=sinx
. y(x)=Cie* +Ce > _gcosx—%sin X, z(X)=sinx—y'-2y

72'-4y -2z =cC0SX

y'=1z R:
3 12'=U y(x):Clex+C2e‘x’2cos§+03e‘x’zsin§
=y 2(x)=y'(x)
u(x)=2'(x)
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X'=—X+2y R: x(t)=Ce' +Ce™
4.

y'=2X—Y T y(t)=Ce' —C,e ™
[ 2
c X =X+Yy x(t):C1+C2e21—tZ—%—%
y'=x-y+t R: , .
t t
t)=-C, +C,e% 4 ————=
y() 1T42 48
y'=z+uU y(x)=Ce®* —(C,+C,)e™*
6 (2= y+u R:{z(x)=Ce* +C,e™™
U'=y+z u(x)=Ce?* +(xC,+C, -C, "
X'=4X-Yy+1 x=[C, +C,(t+2)f*
7 3y'=x+3y-z R: Jy=Cpe® +[2C, +C,(2t +1)fe*
Z'=y+1 z2=Ce” +(C, +Cjt)e™
1'8. Y1 =3y, -8y, +4y; R:
Yy ==Y, +5Y, — 2y, v, -2 0 4
y; =-3y, +14y, -6y, Y, |=C,| 1 |-e*+C,| 1 |-e¥+Cy| -2 | e
Y3 4 2 -5
X'=y+tgit-1 R: x=C,cost+C,sint +tgt
y'= —x+tgt " |y=-C;sint+C,cost+2
X'=2X-Yy R: x=(C1+C2t+C2—t2)et
10. 1 t ) = —t? k!
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TEMA 12. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE

evidentierea aplicatiilor sale geometrice, cu 0 mare importanta in rezolvarea
diferitelor aplicatii practice in fizica, chimie si nu numai. [1,12]

12.1. Aria subgraficului unei functii.

12.1.1. Interpretarea geometrica a sumei Riemann.

Daca f:[a,b] — [0,+) este o functie continua pe [a,b], atunci
produsul f(&,)Ax, reprezinta din punct de vedere geometric aria
dreptunghiului Dy cu baza Ax, si naltimea f(&). Prin urmare, suma
Riemann o(T,§) = Y23 f(&)Ax, reprezinta aria figurii S = URZ3 Dy,
alcatuita din dreptunghiurile Dy, D4, --+, D,,_1, asa cum se poate vedea in fig.
12.1 de mai jos.

Vi
= P 1NN
T, G f /7 | N
7N\ ’ I
"4 1 \ Y, :
/| ! / 7 |
/ I W V4 |
/ : \ V 4 : 1 Dn -1
v"{‘ I Jr\ /"’ | :
i N / I
P DN /| |
4 : : \‘\ ’4 / - :
/ i DO ! : - — : I
I | i
| | | v Dp| :
1 1 1 ; . L
O| a=x So T 51 . Sk Y1 Sn-1 b=x n .
Fig. 12.1

Sumele Riemann au fost descrise amanuntit in Tema 9. Este evident ca
aceasta arie o (T, &) aproximeaza aria dreptunghiului plan marginit de dreptele
x=a, x=>b, axa Ox si de graficul functiei f:[a,b]— [0, +0).
Aproximarea va fi cu atdt mai exacta cu cat bazele dreptunghiurilor
Dy, Dy, +++, D,,_1 vor fi mai mici, adica norma ||T|| va fi din ce in ce mai mica.

12.1.2. Interpretarea geometrica a integralei definite
Definitia 12.1. Fie numerele reale a<b cu valori pozitive, si functia
continua si pozitiva f:[a,b] » R. Domeniul plan marginit de graficul
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functiei f, axa abscisei Ox si dreptele verticale x = a,x = b se numeste
subgrafic al functiei f ( fig. 12.2).

.1.

v

AN

7!

x =b x

n

) )] E———
L
e

I

|

I

I

I

. !
Ola=x, &,

Fig. 12.2

Asa cum am mentionat mai sus, sumele integrale o(T,§) =
Yn-2 f(&)Ax, aproximeaza cu o anumiti eroare aria A a subgraficului
functiei f. Tntrucét egalitatea aproximativa A = Y723 £(&,)Ax,, este cu att
mai exacta cu cat norma ||T|| este mai mica, trecand la limita in aceasta
egalitate aproximativa, cand ||T|| — 0, ea va deveni o egalitate exacta [1]:

12.1) n- b
Zf(fk)Axk = [ reyax

IITII

Exemplu 12.1. Sa se determine aria subgraficului functiei f:[0,3] —

R, f(x) =vx+1.

Rezolvare. Tn fig. 12.3 este desenata aria cautata.
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3

=2 /Gr DY, = 2(VF - VT) =

0

1
. . _ +1 E+1
Avem deci ci A = &Y

~+1
2

Exemplu 12.2. Sa se afle aria subgraficului functiei f:[—1,3] -
R, f(x) = (x + 1)(3 — x), reprezentat In fig. 12.4.

Rezolvare. Aplicand din nou formula (12.1) avem ca:

A:j (x+ 1)(3 — x)dx
-1

3 2\ P 2
= j- (3+2x—x2)dx=<3x+x2——> =10=
. )., T3

[ \
/ x
/ = \ .
-1 0 1 3
Fig. 12.4.

12.2. Aria unei suprafete plane

In sectiunea precedents s-a aratat ci integrala definita f;l f(x)|dx
reprezinta din punct de vedere geometric aria domeniului plan delimitat de
graficul functiei f: [a, b] = R, de axa absciselor si de dreptele x = a,x = b.
Multimea punctelor acestui domeniu plan se numeste subgraficul functiei f
si se noteaza

| (12.2) | I[; = {(x,y)eR*la < x < b,0 <y < f(x)},R* = RxR

Asa cum am vazut in formula (12.1) aria acestei multimi este
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12.3 _ o
(12:3) A(Ff) =f f(x)dx

Relatia privind aria unei multimi definite ca mai sus din punct de
vedere geometric are consecinte importante si utile in practica.

12.2.1. Sa consideram functiile continue f, g:[a,b] = R cu proprietatea
0 < f(x) <g(x). Atunci multimea Iy, = {(x,y)eR*|la < x < b, f(x) <
y < g(x)} delimitata de graficele functiilor f,g si de dreptele x = a,x = b
paralele cu axa Oy (Fig. 12.5) are arie si aceasta arie se obtine cu relatia

(12.4)

B b
A(ry,) = f (900 - F())dx

G,

a O b X

Fig. 12.5.

Relatia (12.4) se obtine imediat din relatia (12.3) datorita faptului ca
A(Ty,g) = A(T,) — A(Ty)-

12.2.2. Daca functia continua f este negativa, f(x) < 0,Vx € [a, b], atunci
graficul ei este situat sub axa Ox (fig. 12.6). Sa notam subgraficul ei cu

[ ={(x,y) ER*la<x <b,f(x) <y <0}

Graficul functiei —f este situat deasupra axei Ox, deoarece —f(x) =

lf () >0.
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y
B
G,
-1'_____._ ‘
I
a 0] : b x
rf
A
'G:f
B
Fig. 12.6

Graficele functiilor f si —f sunt simetrice fata de axa Ox, de aceea
ariile celor doua suprafete din fig. 12.6 vor fi egale. Obtinem astfel,

12.5 _ b b
(129 A = [ reotax == [ e

Exemplu 12.3. Sa se determine aria triunghiului OAB cu varfurile
0(0,0),A(a,b),B(a,b"),b" > b .

Rezolvare.
VA
B(a. b
r?
’ t A(a. b)
o
0 a Y
Fig. 12.7.

Asa cum se observa in fig. 12.7, constatam ca dreapta OA este
graficul functiei f:[0,a] = R, f(x) = Sx , iar dreapta OB- graficul functiei
g:[0,al > R, gx) = %x . Folosim formula (12.4) si obtinem A(AAOB) =

a (b’ b b'-b a®> b'-b
[ (=x—=x)dx = — = a.
0 \a a a 2 2
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Exemplu 12.4. Sa se afle aria figurii delimitate de dreptele x =
0,y =§x,x =1,x=3.

Rezolvare. Figura obtinuta este trapezul ABCD cu BC=1, AD=1/3,
AB=2 (Fig. 12.8)

Fig. 12.8

_ 23
Atunci aria trapezului ABCD este A(ABCD) = f13§xdx = :—2 = %
4l
Exemplu 12.5. Sa se determine aria figurii delimitate de graficele
functiilor £, g:[0,2] > R, f(x) = x> =3x+2,g(x) =x3 —x*+x—1.
Rezolvare. Calculam abscisele punctelor de intersectie ale graficelor
si stabilim intervalele pe care f(x) > g(x) si intervalele pe care f(x) <

g(x),x €[0,2].
Rezolvim ecuatia x2—3x+2=x3—x?+x—1,x€[0,2] si

obtinem solutia x = 1.

O

_1/-Gg

190



Din fig. 12.9 observam ca f(x) > g(x) pe intervalul (0,1) si f(x) <
g(x) pe intervalul (1,2). Prin urmare, aplicand formula (4) obtinem:

A= [}(f(0) - g(x)dx = [ [(x?* = 3x +2) — (x* —x% +x — D)]dx +

flz[(x3 —x?+x—-1)—-(x*-3x+2)] = fol(—x3 + 2x% —4x + 3)dx +
2, 3 2 _7
J{ G =2« +4x — 3)dx =-.

12.3. Centrul de greutate al placilor omogene

Ca o consecinta a utilitatii notiunii de arie a subgraficului unei
functii, sa consideram in cele ce urmeaza o placa plana omogena. Este vorba
de un corp a carui grosime se poate neglija si care are masa proportionala cu
aria sa.

|
|
|
1
0| a Xp b x

Fig. 12.10

Daca placa este determinata de graficul functiei f:[a,b] - R
(coincide cu subgraficul Ty ) atunci coordonatele centrului de greutate (Xo,
yo) al acestei placi (Fig. 12.10) sunt date de relatiile:

(12.6)

1 b 1 b
X =~ f GO, v = o f F2()dx

a

unde A = f:f(x)dx este aria subgraficului functiei f.
Exemplu 12.6. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al

placii omogene care coincide cu subgraficul functiei f:[0,a] - R, f(x) =
Vax,a > 0 (Fig. 12.11)
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Rezolvare.

L

00| W

|
|
|
(0] 3a a X

Fig. 12.11

Calculam mai intai aria subgraficului lui f.

==-a

2 1 3¢
f\/axdx—g 2x2

0

Calculam integralele:

a 2 l E a
J xf(x)dx = j xvVaxdx = § az x2
0 0

a a a
f fz(x)dxzf axdx = =x?|% = —
0 0 2 2

Aplicam acum formulele (6) pentru centrul de greutate si obtinem:
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12.4. Volumul unui corp de rotatie

Un corp de rotatie este descris de 0 axa de rotatie si de 0 generatoare.
Consideram in cele ce urmeaza corpurile de rotatie cu axa de rotatic Ox si
generatoarea data de graficul unei functii f: [a,b] - R

Definitia 10.2. Fie f: [a, b] — [0, +0) o functie continua. Multimea

| (12.7) | Cr={(x,y,2) ER®|y? + 22 < f2(x), a<=x<bh}

se numeste corp de rotayie determinat de functia f, sau, corpul obginut prin
rotirea subgraficului functiei f in jurul axei Ox (Fig. 12.12)

VA

9

Fig. 12.12

Asa cum se observa analizand figura de mai sus, orice punct
(x, f(x)) al graficului functiei f descrie un cerc cu centrul Tn punctul x si
raza f(x).

Considerand o diviziune arbitrara T = (xg, X1, **, x,) @ intervalului
[a,b] si un sistem de puncte intermediare &, k = 1,2, ...,n necesare pentru
construirea sumelor Riemann, considerand apoi (tot ca la analiza sumelor
Riemann) ca norma diviziunii T devine din ce in ce mai mica, gasim ca
volumul corpului de rotatie Cr poate fi calculat cu formula [1]:

(12.8)

b
v(cy) = nJa f2(x)dx
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Exemplu 12.7. Sa se determine volumul unui corp sferic de raza r
(r>0).

Rezolvare. Sa consideram functia f: [—-r,r] = R, f(x) = Vr? — x?

Prin rotirea subgraficului Gt al functiei f in jurul axei Ox obtinem un
corp sferic cu centrul in originea sistemului de axe ortogonale xOy si de
razar. (Fig.12.13)

4‘~
;/;f"‘g'“&mw\\g}
/ N\
4 \
{’f \ X\
|
L--———Oo 11+ 5
- ) x
|
I
I
Fig. 12.13

Evident functia f este continua deci integrabila. Atunci, conform
formulei (8), avem:

=4m =

B r x3 r
v(cy) = nf (r?—x¥dx=mn <r2x - ?> 3

Remarcam ca am regasit practic volumul sferei.

Exemplu 12.8. Un cazan de forma cilindrica se termina cu un
segment al corpului obtinut prin rotirea in jurul axei Oy a parabolei y =
h . . . - A~ . o
;xz . Sectiunea axiala a cazanului este prezentata in figura 12.14. Sa se
determine:

a) Lungimea a a partii cilindrice a cazanului;
b) Aria sectiunii axiale S a cazanului;
c) Volumul cazanului, pentru h=4m si d =1m

Rezolvare. Avem de a face cu o problema a carei utilitate o putem
regasi n diverse situatii in practica [1]
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o A X

Fig. 12.14

. . . f . h .. o
a) Valoarea lui a se obtine din ecuatia parabolei, y = sz , stiind ca
hd?> _h h _ 3h

punctul A apartine parabolei: A'A = =, o 4= h — i

b) Aria multimii S; reprezinta aria subgraficului functiei f: [O,E] -

R, f(x) = —x Avem:  A(S)) = f f(x)dx = fojﬁxzdx =
3h 3|z _hd

d? 0 24

Determinam in continuare aria multimii Sz, marginita de arcul de
parabola AOB si dreapta

AB: A(S,) = AB - AA" — 2A(S,) = d%_z%:%

Determinam apoi aria dreptunghiului ABCD: A(S3) = d (h — %) =

Deci, aria sectiunii axiale S a cazanului este:

A(S) = A(S,) + A(Ss) hd  3hd 11,
T2 3/ =7 4 12
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¢) Si notam cu V; volumul corpului obtinut prin rotirea parabolei y =
h . . . _ .. . . -
ﬁxz in jurul axei Oy si cu V, volumul cilindrului cu sectiunea axiala

ABCD.
V, reprezinta volumul corpului care se obtine prin rotirea

subgraficului functiei ¢: [O%] - R, p(y) = d\/% , In jurul axei Oy.

Tn consecinta avem ca:

— h az 2 d’h — 3nd?h .
Vl :ﬂf04(p2(y)dy=n7f04ydy=n32 1V2 — 7'L'16 iar
A A
— V1 2 — 32

Pentru h =4m si d=1m obtinem a =3m,A(S) = %mZ,V =
2.747 m3

12.5. Calculul lungimii graficului unei functii si al ariei unei suprafete
de rotatie

12.5.1. Lungimea graficului unei functii derivabile cu derivata continua

Fie f:[a, b] = R o functie derivabila cu derivata continua f* si fie
graficul sau:

Gf = {(x,)’) € R2|y = f(x),x € [a, b]}

Tn acest caz se poate demonstra [1] ca graficul Gr are lungime si
aceasta este data de relatia

(12.9)

b
1) = f T+ (7 G0)2dx

Exemplu 12.9. Sa se determine lungimea cercului de razar.
Rezolvare. Sa consideram cercul de raza r cu centrul in originea

sistemului xOy al axelor de coordonate (Fig. 10.15), adica cercul de ecuatie
x2+y?=r?,
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Fig. 12.15

Deoarece functia g:[-7,7r] > R,g(x) =Vr?2—x2%, nu este
derivabila in punctele —r si r, formula (12.9) nu poate fi aplicata.

Sa folosim notatiile din figura 12.15 si sa calculam lungimea arcului
mic AB, care este egala cu a douasprezecea parte din lungimea cercului.

Arcul AB este graficul functiei f: [O, \/L_] - R, f(x) =Vr? —x? . Deoarece
f'x) = —\/_ vom obtine lungimea cercului, adica:

£(F) = 121(f) = 12] J1+ F@)2dx = 12[ f

= 12rarcsin— | = 12rarcsm§

—12rf m

=12 ——2
r6 nr

Am regasit practic lungimea cercului de raza r, stiuta din notiunile de
matematica din liceu.

12.5.2. Aria unei suprafete de rotatie

Fie f:[a,b] = R o functie continua si pozitiva. Rotind graficul
functiei Tn jurul axei Ox, obtinem o suprafata de rotatie St (Fig. 12.16)
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Fig. 12.16

Definim analitic aceasta suprafata, astfel:

Sp = {(x,y,z) € R3 |\/y2 + 22 = f(x),x € [a, b]}

Tn acest context aria pe care o cautam este data de urmatoarea
teorema [1]:

Teorema 12.1. Fie f:[a,b] - [0,4+o) o functie derivabila cu
derivata continua. Atunci suprafata de rotatie obtinuta prin rotirea in jurul
axei Ox a graficului functiei f are o arie care se calculeaza prin formula:

(12.10)

b
A(f) = 2n f FONIF P @Y dx

Exemplu 10.10. Sa se afle aria oglinzii parabolice obtinute prin
rotirea parabolei y? = Ex,x € [0,1] Tnjurul axei Ox (fig. 12.17)
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Rezolvare.

Fig. 12.17

Avem f(x) = %ﬁx €[0,1]. Apoi f'(x) = =,\/1+ (f'(x)? =

1+,
16x

Deci putem afla aria oglinzii parabolice:

A(f)_an f(x) /1+(f (x) fmdx

Facem schimbarea de variabila: 16x+9 =¢t;x = %; dx =
1—16dt;x =0=t=9;x=1=t=25. Atunci obtinem:

AP 3m 1 t%dt_3n12%25 49
=716, " 4163 1, 16"

12.6. Probleme propuse

12.6.1. Sa se calculeze aria subgraficului functiilor:

a) f:[01] >R, f(x)=x?>—-2x+4 |b) f:[0,n] >R, f(x) =x+ cosx

¢) f:[14] >R f(x) = gﬁ d) f:[01] >R f(x) = (x—1)>*+1
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12.6.2. Sa se determine aria figurii delimitate de graficele functiilor:

a) f,9:R->R,f(x) =16 — x?, b) f,g9:10,2] = R, f(x) = x*,
gx)=0 gx)=0
c) f,.g:R—>R,f(x) =x*-1, d f,g:[-11] > R, f(x) = ||,
gx)=5-—x glx) =1

12.6.3. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al placii plane
omogene care coincide cu subgraficul functiei:

a) f:[01] >R, f(x) =e*

b) f: [Og] - R, f(x) = sinx

c) f:[=21] >R, f(x) =x?

d f:[03]1->R f(x) =x°

12.6.4. Sa se afle volumul unui butoi, stiind ca doagele lui au forma unui arc
. i i . . . . 2
de sinusoida, f(x) = asinx, a > 0, iar lungimea butoiului este ?"

Va

12.6.5. Sa se determine capacitatea (volumul) unei palnii generate prin
rotirea subgraficului functiei f: [1,e] = R, f(x) = xInx , In jurul axei Ox.

12.6.6. Sa se determine volumul corpului de rotatie Gf determinat de

functia:

a) f: [0'1] —)R,f(X) :xZ_\/E

b) f:[-1,2] > R, f(x) = (x + 1)e*

¢) f:[0,1] > R, f(x) = e*Vx

d) f:(0,+00) - R, f(x) = 3 f
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12.6.7. Sa se determine lungimea graficului functiei:

a) f:[-1,1] o R, f(x) = x? b) f:[03]->R f(x)=x+1
©) f:[V8,V24 - R, f (x) = Inx] d) f:[—1,1]—>R,f(x)=—x72+§

12.6.8. Sa se afle aria suprafetei de rotatie obtinuta prin rotirea in jurul axei
Ox a graficului functiei:

a) f:[0,1] » R, f(x) = x* b) £:[0,1] > R, f(x) = (e* +e7¥)

Q) £:104] > R f(x) = x3Vx d) f:10.al > R fC) = fC) = e
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TEMA 13. FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE.
DERIVATE PARTIALE, APLICATII

13.1. Elemente de teorie

In capitolele precedente am discutat numai despre functii f de o
singura variabila x, care se scriau f(x). Tn definitia unei functii f mai apareau
uneori constante si parametri, e.g. functia f(x) = ax + 2, care contine
constanta 2 si parametrul a. Tn aceasta functie x este considerat variabila si a
parametru, si pot fi definite si derivate de ordin superior.

Totusi putem considera functii care depind de mai multe variabile, e.g.
functia f(x,y) = x2 + 3xy care depinde de doui variabile x si y. Pentru
orice pereche de valori , x,y, functia f(x,y) are o valoare bine definita, e.g.
f(2,3) = 22. Aceasta notatie poate fi extinsa la functii care depind de mai
mult de doua variabile. Pentru cazul n-variabile, scriem f(xy,xy, * x,)
pentru o functie care depinde de variabilele x;, x,, - x,, . Cand n=2, x4, x,
corespund variabilelor x si y de mai sus.

Functiile de o singura variabila, ca f(x) , pot fi reprezentate printr-un
grafic pe o hértie plana, si este evident ca functiile de doua variabile pot fi
reprezentate cu putin efort, printr-o suprafata intr-un spatiu tridimensional.
Astfel, putem sa ne imaginam f(x,y) ca descriind variatia inaltimii cu pozitia
intr-un peisaj de munte. Functiile de mai multe variabile sunt dificil de
vizualizat si astfel discutiile preliminare din acest capitol se vor concentra pe
functii de doua variabile.

Functiile de mai multe variabile sunt folosite pentru descrierea unor
fenomene ce se petrec in plan (doua variabile), spatiu (trei variabile) sau ntr-
un spatiu general (n variabile).

Exista doua tipuri de functii de mai multe variabile:

- functii reale de mai multe variabile, de exemplu f:D € R? > R, f =
fx,y)saug:DcR>->R,g=g9(xy,2);
- functii vectoriale de mai multe variabile, de exemplu F:D c R? -

R%,F(x,y) = Fi(x,Y)T + Fy(x, )] .

Functiile reale de mai multe variabile descriu caracteristici ale
obiectelor. Spre exemplu T(x,y) poate fi temperatura unei placi plane in
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punctul de coordonate (x,y) sau p(x, vy, z) poate fi densitatea materialului din
care ¢ fabricat un corp in punctul de coordonate (X,y,z).

Functiile vectoriale de mai multe variabile sunt folosite pentru a
descrie marimi fizice reprezentate prin vectori. Viteza, acceleratia si forta sunt
cele mai cunoscute exemple de functii vectoriale. Spre exemplu poate fi
viteza cu care se misca punctul material de coordonate (x,y,z) sub actiunea

fortei V(x, v,z) =Vi(x,y,2)T+ Vo(x,y,2)] + V5(x,, Z)E .

Pentru functiile de mai multe variabile s-au elaborat elemente de
analizad matematica asemanatoare celor cunoscute pentru functii reale de o
singura variabila. Ne vom referi in continuare la notiunea de distanza ntre
doud puncte. Pentru p € N*,p = 2 se defineste RP = R*R*R*--xR =
{(x1, %2, -+, %) |1, %5, - xp€R} ca fiind produsul cartezian al multimii
numerelor reale R cu ea Tnsasi, de p ori.

De exemplu R? = {(x,y)|x,y € R}, R® ={(x,y,2)|x,y,z € R} .

In timp ce multimea numerelor reale este total ordonati, intre
elementele multimii RP nu poate fi definitd o relatie de ordine totald
compatibild cu structura algebrica, de aceea unele proprietati ale functiilor
reale de o variabild reala (legate de monotonie, spre exemplu) nu se pot enunta
in cazul functiilor reale de mai multe variabile reale (functii definite pe o parte
A € RP cuvaloriinR).

In R? se defineste distanta Intre doud puncte prin formula

(13.1) d (e, 1), (X2, ¥2)) =V Gz — %)% + (2 — ¥1)?

Aceasta distantd se numeste distantd euclidiana pentru cd e de fapt
lungimea segmentului ce uneste punctele (x4, y;), (x5, ¥2), adica este distanta
folosita in geometrie (care se numeste si geometrie euclidiana, dupa numele
lui Euclid, matematician din antichitate, care a pus bazele geometriei
moderne).

Apoi distanta similara intre doui puncte Tn R® se defineste prin

(132) d((xl, Y1, Zl); (xz, Y2, ZZ))
= \/(xz —x1)%+ 2 —y1)?2 + (22 — z)?
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Si aceastd distantd se numeste euclidiand, deoarece e lungimea
segmentului ce uneste punctele (xq, y4,z1), (X2, V2, 25) .
In general, in RP se defineste distanta intre doua puncte prin formula

(13.3) d ((xl,xz, ,xp); (}’1»)’2: J’p))

= \/(}’1 —x1)2+ (2 —x2)% + - + (J’p - xp)z

Spatiul vectorial RP, Tmpreuna cu distanta euclidiana formeaza un
spatiu euclidian. Spatiul euclidian are o structura algebrica (de spatiu
vectorial) si una topologicd (generatd de distanta euclidiand. Structura
topologica este cea care permite dezvoltarea conceptelor de analiza
matematica.

13.1.1. Definitia derivatei partiale

O functie de doua variabile f (x,y) va avea un gradient in toate
directiile din planul xy. Poate fi determinata o expresie generala a ratei de
modificare a functiei. Dar, la Tnceput consideram cazul mai simplu al
determinarii vitezei de modificare a lui f (X,y) Tn directia pozitiva a lui x si
directia pozitiva a lui y. Aceste rate de modificare se numesc derivate partiale
n raport cu x si y respectiv, si sunt extrem de importante in diverse aplicatii
din fizica.

Pentru o functie de doua variabile f (x,y) putem defini derivata in
raport cu x, de exemplu, spunénd ca este derivata unei functii de o variabila
cand y este fixat si tratat ca 0 constanta. Pentru a specifica ca o derivata este
calculata in raport cu x, dar in acelasi timp sa admitem ca exista si derivata in

raport cu y, prima este notata cu of / Ax si este derivata partiald a lui f(x,y) Tn

raport cu x. Similar, derivata partiala in raport cu y se noteaza af/ay.

Definitia formala a derivatei partiale a lui f(x,y) in raport cu x este data
de raportul :

(13.4) of Y fx+A0x,y)—f(x,y)
— = lim
Jdx  Ax—0 Ax

cu conditia ca limita sa existe si sa fie finita. Aceasta definitie seamana mult
cu cea a derivatei unei functii de o singura variabila. Cealalta derivata partiala
a lui f(x,y) se defineste in mod similar ca o limita:
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(13.5)

0
f—ll

E - Ayr—r>10

f(xly+Ay) _f(x:J’)
Ay

La scrierea derivatelor partiale, se practica indicarea variabilelor care
se mentin constante, scriindu-le ca indici la simbolul derivatei. Astfel, o
notatie compacta pentru derivatele partiale (4) si (5) este: f,', respectiv f .
Tn aceasta forma, indicele arata In mod explicit care variabila sa fie pastrata
constanta si care trebuie variata. Totusi, este extrem de important ca atunci
cand folosim derivate partiale sa amintim care variabile sunt pastrate
constante si este bine sa scriem derivatele partiale cat mai explicit pentru a
evita confuziile.

Definitiile (4) si (5) au extensii simple la cazul a n variabile.

Ca si n cazul functiilor de o singura variabila, se pot defini derivate
parziale de ordin secund sau de ordin mai mare, ih mod similar. Pentru o
functie de doua variabile f (x,y) acestea sunt:

(13.6) 9 (6f>_62f_ L0 ((’)f)_azf_ )
ax\ox/)  oxz ' *oay\ay) ayz 1 W

0 <6f)_ o0%f 0 (6f)_ 0% f

dx \dy _ax(')y dy \0x _ayax

Numai trei dintre derivatele secunde sunt independente deoarece are
loc relatia

0% f B 0% f
dxdy _6y6x

cu conditia ca derivatele partiale secunde sa fie continue Tn punctul
considerat. Aceasta relatie, adesea se dovedeste utila in evaluarea unor
derivate complicate. Se poate arata ca pentru o functie de n variabile
f(x1,%2,+++, x,) Tn aceleasi conditii are loc relatia:

92f 92f

axiaxj - anaxi
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Exemplu 13.1. Calculati derivatele partiale de ordinul intai si al doilea
pentru functia

fl,y) =2x3y2 +y3 .

Tn urma calculelor gasim succesiv:

of 2.2, 0f
I 6x“y 3y x>y + 3y
o’f o’f _ 9*f o’ f
0x?2 Xy "0xdy  0yodx Y dy? X"+ oy

13.1.2. Diferentiala totala si derivata totala

Derivatele partiale ale functiei f (x,y) ne dau rata de modificare a
functiei f in directia pozitiva a axei X si a axei y, si vom considera in cele ce
urmeaza rata de modificare a functiei f (x,y) intr-o directie arbitrara.
Presupunem ca facem mici modificari simultane AX in x si Ay n y si ca rezultat
functia f se modifica in f+Af. Astfel, avem relatiile succesive:

(13.7)
Af = f(x+Ax,y +Ay) — f(x,y) =
fx+dx,y+Ay) — f(x,y+Ay) + fx,y +Ay) — f(x,y) =

lf(x+Ax,y+Ay) - f(x,y + Ay) Ay
Ax
If(x,y + Ay) — f(x,y)
+
Ay

|av

In ultima linie cantitatile din paranteze sunt similare celor din
definitiile (13.4), (13.5) ale derivatelor partiale. Pentru a avea egalitate stricta
cu derivatele partiale, Ax si Ay ar trebui sa fie infinitesimal de mici. Dar, chiar
si cu Ax si Ay finite (dar nu prea mari), putem scrie formula aproximativa

(138) Mzwgwm+wgw

Ay
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of (x,y+Ay)

Notam ca prima paranteza din (13.7) aproximeaza de fapt P

dar aceasta derivata a fost inlocuita cu 2 ;’;‘y ) 1n (13.8).

Cat de buna este aproximatia (13.8) pentru relatia (13.7) depinde nu
numai de cét de mici sunt Ax si Ay dar si de marimile derivatelor partiale de
ordin superior. Acest lucru se abordeaza cu ajutorul functiilor Taylor pentru
functii de doua si mai multe variabile [12,14].

Cu toate acestea, facem modificarile Ax si Ay infinitezimale in (13.8)
si putem defini diferensiala totala df a functiei f(x,y) fara nici o aproximatie,
ca fiind

(13.9) _of f

Ecuatia (13.9) poate fi extinsa la cazul unei functii de n variabile
f(x1'x2"”!xn)

Exemplu 13.2. Calculati diferentiala totala a functiei f(x,y) =
x+y

ye
of 0 Of

A - _ Lxty x+y
9x ye '3y e + ye
df = (ye**)dx + (e**Y + ye**¥)dy
df = (ye**)dx + (1 + y)e*t¥dy

13.1.3. Derivarea functiilor compuse. Regula lantului - “chain rule”
Exista si situatii cand la o functie de doua variabile f = f(x,y) , X si y
sunt functii de alta variabila, sa spunem u. Daca vrem sa calculam derivata

d - .. ~ .. . . .o
é , putem sa substituim Tn f(x,y) expresiile pentru x(u) si y(u) si apoi sa
derivam functia de u obtinuta. Astfel de substitutii ne vor da rezultatul dorit
doar in cazuri simple, Tnsa in exemple mai complicate este mai usor sa folosim
diferentiala totala.

Din ecuatia (9), diferentiala totala a functiei f(x,y) este
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Tmpartim formal relatia cu du, si obtinem relatia

df_afdx_l_afdy
du oOxdu dydu

care se numeste regula lanzului (chain rule) pentru derivarea partiala. Aceasta
expresie furnizeaza o metoda directa de calculare a derivatei totale a lui f Tn
raport cu u si este folositoare cand o ecuatie este exprimata in forma
parametrica.

Exemplu 13.3. Se dau x(u) = 1 + au, y(u) = bu? . Si se giaseasca
rata de modificare a functiei f(x,y) = xe™ n raport cu u.

Rezolvare. Asa cum am mentionat, aceasta problema poate fi
rezolvata Tnlocuind X si y pentru a obtine o functie f care depinde numai de u
si apoi o derivam Tn raport cu u. Totusi cu regula lantului obtinem direct

df ofdx ofdy s
du_axdu+aydu_e a—xe”3bu

n care substituim x si y:

% =e 0. g4 (=1 —aw)e ™ - 3bu? = e7P*’(a — 3bu? — 3abud)

Ecuatia de mai sus este un exemplu de chain rule pentru o functie de
doua variabile fiecare depinzand de o singura variabila. Chain rule poate fi
extinsa nsa la functii de mai multe variabile, fiecare din ele fiind o functie de
0 variabila u, adica la functii (xq, x5, %), x; = x;(u) . Detalii
suplimentare pot fi gasite in [12,14].

13.2. Extremele locale ale functiilor reale de mai multe variabile reale

13.2.1. Matricea hessiana

Instrumentul de baza in analiza extremelor functiilor reale de mai
multe variabile reale este matricea care se construieste cu ajutorul derivatelor
partiale de ordin superior. Anume este vorba despre matricea hessiang, care
contine derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei Tn studiu. Aceasta
este 0 matrice simetrica (adica are derivatele partiale mixte egale), patratica
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de ordinul nxn, unde n este numarul variabilelor reale ale functiei date. Astfel,
n cazul unei functii de doua variabile reale, matricea hessiana va avea ordinul
2x2=4, iar Tn cazul a trei variabile reale aceasta va avea ordinul 3x3=9. Avem
deci definitia matricii hessiene:

a2
Hfxy) = Z;Cf 6;26?1 ,dacan = 2 variabile

dydx a_yz
/’azf o*f  9*f
| 7

0x? 0xdy 0x0z

2

0?2 &
/ / |,daca n = 3 variabile

H
feay kayax 9y 0yoz |

o’f  9*f 9*f
0z0x 0z0y 0z>

Exemplu 13.4. Pentru functia f:R? > R, f(x,y) = x%y + 3xy? s
calculam matricea hessiana. Mai intai derivatele partiale successive (de ordin
1 apoi 2) sunt:

of ,0f
ax—ny+3y '6y_x + 6xy
0% f 0%f 0% f 0%f
=2y, =2 6y = ) =6
dx? Y dxdy X+ 0y dyodx dy? x

Introducénd derivatele partiale in matricea hessiana obtinem

_ 2y 2x + 6y
Hftey) = (Zx + 6y 6x )

Daca am avea, de exemplu, cerinta suplimentara sa calculam matricea
hessiana intr-un punct cu valori concrete, sa zicem M(1,2), atunci Tnlocuim
valorile x=1 si y=2 Tn matricea de mai sus si dupa efectuarea calculelor gasim
0 matrice simetrica de numere reale:

Hfosy = (144 164)
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Definirea notiunii de punct de extrem al unei functii de mai multe
variabile reale urmeaza desigur definitia din cazul unei singure variabile
reale. Astfel avem urmatoarea

Definitie 13.1. Fie A € RP o multime deschisa, f: A = R o functie
oarecare. Un punct x, € A se numeste punct de extrem local al functiei f daca
exista o vecinatate V a lui xo Tn care diferenta f(x) — f(x,) are semn
constant. Mai precis, punctul Xo se numeste punct de maxim (respectiv de
minim) local al lui f daca pentru orice x € V' avem f(x) — f(x,) <0
respectiv f(x) — f(xy) = 0.

Amintim aici ca numim vecingtate a unui punct Xo un interval deschis
centrat in Xo. De fapt este vorba despre o sfera deschisa centrata in Xo, cazul
intervalului fiind cel unu-dimensional. Adica, la fel ca in cazul unei singure
variabile reale, si cand ne situim in RP, p>1, pentru x, € R?, avem V, =
(xg—&,x9+€),e>0,e€ER.

Specific cazului mai multor variabile reale este urmatoarea teorema.

Teorema 13.1. (Fermat).

Fie A € RP o multime deschisa. Daca functia f: A — R are derivate
partiale de ordinal doi in punctul de extrem local x, € A, atunci Xo este punct
critic (stationar) pentru f, adica:

13.11 0
( ) _f xl’xz,...’xp) = O,i — 1,2,--~’p
axi

Observatie 13.1. Nu este suficient ca toate derivatele partiale sa se
anuleze in xo pentru ca acesta sa fie punct de extrem local. De exemplu, pentru
functia f(x,y) = x® — 3, (x,y) € R? , singurul punct critic este (0,0), dar
f(x,y) — £(0,0) nu pastreaza semn constant in nici o vecinatate a originii.
Prin urmare, (0, 0) este punct critic, dar nu este punct de extrem pentru f.

Urmatoarea teorema autorizeaza metoda de gasire a punctelor de
extrem pentru functiile de mai multe variabile.

Teorema 13.2. Fie A € RP o multime deschisa si convexa, f:A —» R
o functie de clasi C? pe A. Atunci au loc urmatoarele.
i) Daca x, € A este un punct critic al functiei f si matricea hessiana
H¢(Xo) are toate valorile proprii strict negative atunci Xo este punct de maxim
local pentru functia f;
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i) Daca x, € A este un punct critic al functiei f si matricea hessiana
H¢(Xo) are toate valorile proprii strict pozitive atunci Xo este punct de minim
local pentru functia f.

Observatie importanta: Deoarece valorile proprii ale matricii hessiene
devin greu de calculat pentru functii ce au mai mult de doua variabile, se poate
folosi urmatorul criteriu.

Teorema 13.3. (Criteriul lui Sylvester). TIn conditiile teoremei de
mai sus au loc urmatoarele situatii.
a) daca minorii principali A, A,,--- A, ai matricii hessiene sunt strict
pozitivi atunci Xo este punct de minim local;
b) daci: A;< 0,4,> 0,43<0,--- (—1)PA,> 0 atunci Xo este punct de
maxim local.

13.2.2. Metoda de determinare a punctelor de extrem local pentru functii
de doua variabile

Criteriul lui Sylvester ofera metoda de gasire a punctelor de extrem
pentru functii reale, si Tn cazul a doua variabile acest lucru este destul de
simplu. Tn cele ce urmeaza expunem pasii ce trebuiesc urmati.

1) Se calculeaza derivatele partiale de ordinul I ale lui f: g—ﬁ (x,y), Z—; (x,y)

2) Se determina punctele stationare ale functiei rezolvand sistemul

of
of
@(X'Y) =0

Solutiile (xg, o), (x1,y1), -+ sunt punctele stationare ale sistemului.

3) Se calculeaza derivatele partiale de ordinul II si matricea hessiana a lui f':

9°f 9°f

ﬁ(x,y) m(x'}’)\
Hf(X,J/) = aZf aZf

ayax(x,}’) a_yz(x,}’)

4) Se calculeaza matricea Hessiana in punctul (xg, )
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0° 0%
6_]; (%0, ¥0) a—f (xo,)’o)\
azf

Hf(xo'J’o) = a f

5) Se calculeaza valorile proprii ale matricii hessiene Tn punctul (xq,yo)
rezolvand ecuatia:

92 92

Ia ];(xo’YO) ax af (X0, Y0) ]I
62 2

i Oy_afx(xo'yO) f(xo' Yo) — Ai

Ecuatia de gradul al doilea ce trebuie rezolvata este:

2 02
<6 ];(XO,YO) /1> <6 ];(xo'YO) /1>

02 2
- (6x6fy (on’o)) (6 ; (x 0’)’0)) =0

Aceasta are doua solutii, A4, 4,.
6) Daca avem A; > 0,1, > 0 atunci punctul (x,,y,) este punct de minim
local si valoarea minima a lui f este (x, yo) -
7) Daca ambele valori proprii sunt negative, 1; < 0,4, < 0 atunci punctul
(%0, y0) este punct de maxim local si valoarea maxima a lui f este (x, yo) -
Tn restul cazurilor punctul (x,,y,) nu este punct de extrem.

13.3. Exemple rezolvate
Sa se determine punctele de extrem local ale urmatoarelor functii:

1331 f(x,y) =x*+y?+1

. ) ] ! . as .. 0

a) Se calculeaza derivatele partiale de ordinul intéi ale functiei: a_i = 2x,
af
ay - Zy

b) Se determina punctele stationare ale functiei rezolvand sistemul
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(9 _
{ 0x
aif
dy
Punctul stationar este (0,0)
c) Se calculeaza derivatele partale de ordiul al 11 lea ale lui f si matricea
Hessiana

i

ax?

62f
(x,y) m(x.}’)
Hf("'fkazm ) Lew
X,y —(x,y

-G 9

dyodx dy?

d) Se calculeaza matricea Hessiana in punctul (x,,y,) = (0,0)

oo =g o)

e) Se calculeaza valorile proprii ale matricii Hessiene in punctul (x,, v,)
rezolvand ecuatia

2—-1 0 |_
0 2—/1_0

Elesuntd, =1, =2

f) Deoarece avem A, > 0,4, > 0 rezulta ca punctul (0,0) este punct de

minim local.
Valoarea minima a functiei este f(0,0)= 1.

13.3.2. f(x,y) =x? +2y* + 2xy + 1
of

a) Se calculeaza derivatele partiale de ordinul intai ale functiei ™

2x+2y,Z—£=4y+2x

b) Se determina punctele stationare ale functiei rezolvand sistemul
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(o _ _
{g;—2x+2y—0
\ay

Sistemul are solutia unica (0,0). Punctul stationar este (0,0).
c) Se calculeaza derivatele partiale de ordiul al 11 lea ale lui f si matricea
Hessiana

=4y+2x =0

02 02
f(x,Y) %(M)’)

| ax? 2 2
Hf(x;J/) - aZf azf | - (2 4)
ayax (x,y) a_yz(xry)

d) Se calculeaza matricea Hessiana in punctul (x,,y,) = (0,0)

o = (5 3)

e) Se calculeaza valorile proprii ale matricii Hessiene in punctul (x,, yo)
rezolvand ecuatia

2—-1 2 |_
2 4—A‘0
Ecuatia A2 — 61 — 4 = 0 are solutiile A; = 3 ++/5,1, =3 —+/5.
f) Deoarece avem A, > 0,4, > 0 rezulta ca punctul (0,0) este punct de

minim local.
Valoarea minima a functiei este f(0,0)=1.

13.4. Probleme propuse

1) Sa se calculeze derivatele partiale ale urmatoarelor functii, precizand si
domeniul lor de definitie:

a) f(x,y) =x%+y?—3axy, aeR
b) flx,y) ===

x+y
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2) Sa se determine punctele de extrem local pentru urmatoarele functii de
doua variabile:

a) f(x,y)=x3+y3—3xy
b) f(x,y) =x3+8y3—6xy+1
c) f(x,y) =2x3—xy?+ 5x2 + y?

3) Sa se determine punctele de extrem local pentru urmatoarele functii de
trei variabile:

a) f(x,y,z) =3x%+y%+ 222 —2xy + 2yz
b) f(x,y,z) =x?+y?+4z> —xy + xz + 2yz
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TEMA 14. APLICATII ALE CALCULULUI
DIFERENTIAL IN CHIMIE

Functiile de una, doua sau mai multe variabile Tsi gdsesc o aplicabilitate
interesantd si deosebit de utila in modelarea proceselor biochimice. Daca ne
gandim numai la operatiile fundamentale de derivare in contextul mai multor
variabile, gasim o paleta extrem de larga de modele unde derivatele partiale din
matematica joaca un rol cheie.

Vom ilustra in aceasta sectiune aplicarea unui concept fundamental
din matematica, anume derivarea, in modelarea problemelor din chimie. Daca
Tn sectiunea precedentd destinata calculului diferential a fost vorba de
elemente de baza ale derivarii, In cele ce urmeaza vom arita cat de strans
legate sunt cele doua concepte matematice — derivarea si integrarea, pe de o
parte, si cum existenta derivatelor partiale se dovedeste fundamentala. Pe de
alta parte, este interesant cum suntem condusi, Tn procesul de modelare
matematica, la sisteme de doua ecuatii cu doud necunoscute, precum si la
manuirea unora din functiile elementare (prezentate si ele in sectiunile
precedente), precum functia exponentiala si logaritmica. Termodinamica este
doar unul din domeniile chimiei (si fizicii) aplicate in care nu se pot obtine
solutii la diferitele modele fara matematica. La fel de abundenta in exemple
este si cinetica chimica.

14.1. Termodinamica

14.1.1. Ecuatia Van der Waals

Daca luam in calcul doar transformarile de faza sau tranziriile de faza,
procese larg raspandite Tn chimia si chimia fizica, regasim imediat functiile
de doua sau mai multe variabile ca instrument de bazia in modelarea
matematica a acestor procese. Acest lucru I-am abordat partial si in sectiunea
precedenta.

Orice parte omogena a unui sistem macroscopic este numita faza, iar
trecerea substantei dintr-o faza in alta prin modificarea starii sale se numeste
transformare sau tranzitie de faza, fiind provocata de variatia parametrilor
care descriu starea sistemului termodinamic. Calitativ, se numeste stare a
unui sistem (intr-un moment dat) totalitatea proprietatilor lui (in acel
moment). Pentru precizarea cantitativa a acestei notiuni, se recurge la valorile
pe care le au diferite marimi fizice in starea respectiva. Tntre marimile care
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exprima proprietati ale unui sistem exista relatii cantitative bine determinate;
existd 1nsd un numar limitat de marimi fizice independente care
caracterizeaza complet starea sa, alte proprietati ale sistemului putand fi
derivate din acestea. Alegerea marimilor care sa serveasca drept variabile
independente este un pas preliminar necesar in studiul oricarui sistem.

Tn cele ce urmeaza “P” reprezinta presiunea iar “V” si “T” reprezinta
volumul, respectiv temperatura sistemului.

Tn general, ecuatia de stare a sistemului termodinamic are forma

(14.1) F(P,V,T,&) =0

unde & este un vector al parametrilor sistemului. Astfel, ecuatia
termodinamica de stare reprezinta din punct de vedere matematic o ecuatie ce
implica unset complet de parametri fizici masurabili. Tn cazul unui sistem
termodinamic simplu avem

fP,V,T)=0

si orice variabila depinde de celelalte doua. De exemplu P=P(V,T) .
Diferentiala totala a acestei functii este

opP apP

(14.2) dp = (W)T v + <ﬁ)v dT

o ) . . (0P :
In ecuatia (14.2), ca si in cele care urmeaza, notatia (W reprezinta
T
variatia presiunii Tn raport cu volumul atunci cand temperatura este constanta
(aceasta regula se pastreaza pentru toate notatiile).

Din ecuatia (14.1), folosind regula de derivare a functiilor implicite,
se obtine corelatia dintre derivatele partiale:

- (), &), Gr), =

Ecuatia (14.3) reprezinta ecuayia de stare in forma diferentiala.

Cunoasterea ecuatiei de stare (14.1) permite evaluarea unui grup de
parametri ai sistemului microscopic, cum ar fi  coeficientii de
compresibilitate, dilatare si presiune, care au urmatoarele expresii:
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(14.4) | Coeficientul de compresibilitate izoterma

o l(c')V)
= yv\or);,

(14.5) | Coeficientul izobar de dilatare termica

_1<6V>
*=y\or/,

Fiecarui sistem fizic 1i corespunde o anumita ecuatie de stare, cea mai
simpla fiind ecuatia de stare a gazului ideal, adica a gazului format din
particule individuale aflate in miscare aleatorie care nu interactioneaza intre
ele si dimensiunile carora sunt neglijate. Aceasta este ecuasia lui Clapeyron-
Mendeleev:

e PV = ZRT

U

unde m este masa gazului, p este masa lui molara, iar R este constanta
universala a gazelor : R= 8.3143-10% J kmol*K™.

Pentru gazul ideal este valabila relagia lui Robert Mayer sau ecuatia
calorica de stare cunoscuta, in care capacitatile termice molare la presiune
constanta, Cp, si la volum constant, Cy, sunt legate prin formula

Relatia lui Mayer (14.8) este valabila, indiferent de faptul ca
moleculele au sau nu miscare de rotatie sau vibratie. De asemenea, toate
relatiile care descriu procesele termodinamice prin care poate trece o cantitate
de gaz ideal sunt valabile indiferent daca capacitatile termice molare Cp si Cv
sunt constante sau nu, in functie de parametrii sistemului termodinamic. Tn
practica, se folosesc doar tabele care indica variatia acestor marimi cu
temperatura, ca urmare comportarea acestora se confunda cu a gazului
semiperfect.

Pentru gazele reale si lichide s-au propus mai multe ecuatii termice de

stare, printre care figureaza si ecuasia van der Waals, care tine cont de
interactiunea perechilor de molecule intr-un volum V de substanta:
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(14.9)
VZ

2
(p +H> (V —nb) = nRT

unde n este numarul de moli, a constanta care caracterizeaza interactiunile
moleculare perechi din interiorul substantei - fortele Van der Waals, iar b
reprezinta volumul moleculelor intr-un mol de gaz sau lichid.

Prezentam in cele ce urmeaza exemple de baza din chimie, care
ilustreaza utilitatea derivatelor partiale in rezolvarea modelelor concrete [10]

Exemplu 14.1. [10 pb.3.3.7]

Ce valoare are diferenta Cp — C;, pentru un mol de gaz la care este
valabila ecuatia de stare a lui Van der Waals? Dar in cazul unui gaz perfect?
Rezolvare. Ecuatia de stare a lui Van der Waals pentru un mol de gaz
este ecuatia (14.9) sub forma
a

(P+V2)(V—b):RT

unde a si b reprezinta corectii pentru presiune, respectiv volum.
Diferenta Cp — Cy, are valoarea [10, F.3.115]

c c _T<6P) (OV)
Po=v="\or/, \oT/p

. ap av . : o
Derivatele (a_T) , (a_r) se obtin folosind ecuatia lui Van der Waals.
14 P

Ea se poate scrie

RT a

P=— .
V-b V2

Prin derivare n raport cu T se obtine

(P+i)(a—v) _za V—b)(a—v) =R
v2/\oaT/, V2 oT/)p

Prin derivare n raport cu V se obtine

R e =
T ), P+i—2av_b a ab

V? A V? " A




Introducénd expresiile derivatelor in diferenta Cp — C,, Se obtine

P+2/ ,

Cp—Cp=R——L—
P 14 P_a/V2+2ab/V3

Corectiile a si b fiind mici produsul ab este si mai mic, iar volumul

molar V suficient de mare, incat ultimul termen de la numitor se poate neglija.

Cp—Cp = R—AV"

Si dupa impartire

Cp—C —R(1+2a>

Tn expresia diferentei C, — C,, apare corectia “a”. La gazul perfect avem
CP - CV = R

14.1.2. Principiul I al termodinamicii

Principiul | al termodinamicii reprezinta extinderea principiului
echivalentei asupra tuturor formelor de energie. Poate fi enuntat ca principiul
conservarii energiei in procesele termodinamice care sunt insotite de transfer
de caldura, datorita degajarii, absorbtiei si transferului energiei termice.
Principiul | are la baza urmatorul postulat: energia unui sistem izolat este
constanta.

Fie cantitatea de caldura Q si lucrul mecanic W schimbat de sistem
cu mediul. Semnul energiei absorbita sau cedatd de sistem se stabileste
conform urmatoarei conventii: lucrul mecanic cedat de sistem este negativ
cand directia fortei coincide cu directia miscarii.

a) Functii de stare si diferentiale exacte.

Proprietatile unei probe independente de modul in care se obtine proba
se numesc functii de stare. Ele pot fi privite ca functie de alti parametri
fundamentali, ca presiunea, temperatura si volumul, care descriu starea
curenta a sistemului. Energia interna, entalpia si capacitatea calorica sunt
functii de stare.

Proprietatile legate de prepararea starii se numesc funcyii de drum.

Lucrul efectuat pentru prepararea unei stari, energia transferata sub
forma de caldura sunt functii de drum.
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Fie doua stari <1>=(V,,T,,U,) si <2>==(V,,T,,U,) ale unui sistem
si doua procese care variaza pe doua cai (drumuri) intre cele doua stari: unul
oarecare (calea 1) si unul adiabatic (calea 2) (fig. 14.1). Energiile interne
atinse de sistem pe cele doua cai pentru a ajunge din starea <1> in starea
<2>sunt aceleasi, U<i> respectiv U< [6,7]

U=UV.T)
Calea 1: W;#0,Q; #0

Calea2: W, 20, Q,=0

V.T.U

Fig. 14.1. Doua transformari ale unui sistem.
Calea <1> este oarecare si calea <2> este adiabatica

(14.10) AU = [ dU = U, — U, , dU diferentiala exacta ,

<1>
AH = f<2> dH = H, — H, dH diferentiala exacta

<1>

In relatia de mai sus H noteazi entalpia.

Prin diferenfiala exacta intelegem o marime infinitezimala care prin
integrare conduce la un rezultat independent de drumul dintre starea initiala
si finala.

Lucrul mecanic si caldura sunt functii de proces, care depind de
drumul parcurs. Exprimand matematic aceasta afirmatie, avem:

(14.11) Q = [ <15,<z5 4Q, dQ diferentiala inexacta

| dW, dW diferentiala inexacta

= fy[<1>,<2>

Prin diferensiala inexacta intelegem o marime infinitezimala care
prin integrare conduce la un rezultat care depinde de drumul dintre starea
initiala si finala.

221



b) Variarii de energie interna in functie de diferengialele totale exacte
U = U(p,V,T), dar exista o ecuatie de stare care leaga cele trei
variabile, astfel incat pot fi alese oricare doua variabile independente. Fie
acestea V si T: U=U(V,T).
Daca volumul variaza infinitezimal de laV la V+dV cand T = const.,
atunci U variaza la U’

U' = U+(au) dv
B V)

(14.12)

Daca acum temperatura variaza infinitezimal de la T la T+dT céand
V = const., atunci U variaza de la U' la U", care este dat de expresia
urmatoare [7]:

(14.13) a(u+(3Y

U+(%)Tdv+(%)vw U+ () av+

aU

(a—”)v dT + (M> dvdT

oT aT

Pentru a exprima variatia lui U cand ambele variabile variaza
infinitezimal, se neglijeaza termenul dV-dT care la o integrare simpla e nul,
si se obtine:

aw=(2) av+(2) ar
~\ov/r aT /)y

Tnlocuind n (14.14) cu Cv termenul de variatie in raport cu volumul,
obtinem:

(14.14)

= T -
dU = mpdV + CydT, —

(14.15) Ty = (au)

mp masoara variatia lui U cu volumul la temperatura constanta si are
aceleasi dimensiuni cu presiunea.

Exemplu 14.2. [7] Din ecuatia Van der Waals pentru amoniac se
poate evalua ca pentru o proba de NHs, = 840 Pa la 300 K si se cunoaste
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experimental ca C,, = 27,32 J/mol-K. Care este variatia de energie interna
pentru 1 mol NHjs, cand s-a incalzit cu 2K si s-a comprimat cu 100 cme.
Rezolvare. Variatia infinitezimala de volum si temperatura conduce
la variatie infinitezimala de energie interna. Pentru variatii mici, se poate
aproxima AU prin:
AU = AV + CvAT

Rezolvare: AU = -840 Jm=- (100-10°m?)+(1 mol -27,32 J/mol-K)-2K
=-0,084J +55J)~ 551J.

Observarie 14.1: Variatia energiei interne este dominata de efectul
temperaturii. Daca amoniacul s-ar comporta ca un gaz perfect, m, ar fi O si
variatia de volum nu ar influenta valoarea energiei interne.

14.1.3. Principiul al 11 lea al termodinamicii

Sensul transformarilor spontane este sensul care nu necesita
efectuarea unui lucru mecanic pentru realizarea procesului. Se poate aduce un
gaz la volum mai mic, se poate raci si se pot aduce unele reactii sa decurga
n sens invers (electroliza apei) dar nici unul dintre aceste procese nu are loc
spontan; fiecare se poate produce numai prin efectuarea unui lucru mecanic.

Distinctia intre cele doua tipuri de procese, spontane si nespontane
formeaza obiectul principiului al doilea al termodinamicii.

Principiul al doilea exprima faptul ca nu este posibil un proces al carui
unic rezultat este absorbtia de caldura de la un rezervor si transformarea sa
completa in lucru mecanic.

H+H

Fig. 14.2. Perpetuum mobile de speta a 2a

Principiul | a condus la introducerea energiei interne U. Energia
interna ca functie de stare ne permite sa stabilim daca un proces este posibil;
intr-un sistem izolat pot avea loc numai acele procese (reprezentate in
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diagrama energetica U = U(T,V), de exemplu) in care energia interna ramane
constanta (suprafata de energie interna U constanta).

Principiul al ll-lea care permite aprecierea sensului proceselor
spontane, poate fi formulat printr-o altd functie de stare, entropia S.

Entropia arata daca o stare a unui sistem este accesibila din alta in
mod spontan.

Principiul | a folosit energia interna U pentru a identifica procesele
posibile ale unui sistem:

AU=Q+W

Principiul al 11-lea foloseste entropia S pentru a identifica procesele
spontane dintre procesele posibile ale unui sistem:

(14.16) AS >0

astfel incat, reformulat pe baza notiunii de entropie, principiul Il este: intr-un
sistem izolat entropia creste in procesele spontane AStot > 0, unde AStot este
entropia totala a sistemului izolat care contine sistemul de analizat.

Definitia riguroasa a entropiei se poate face pe baza termodinamicii
statistice, detalii se gasesc in [7].

Variatia entropiei cu parametrii de care depinde este strans legata de
existenta derivatelor partiale, asa cum am vazut deja mai sus si in cazul
variatiei energiei. Redam mai jos relatiile pentru cazul S =S(T,p), pentru
celelalte doua cazuri S=S(T,V) si S=S(p,V) relatiile putandu-se gasi in [10,
sect 3.3]

(14.17) (65) _ (65) (65)
3T T > 0;dS = andT+ op po
14.18 C v
P @), < v e, o
p

Exemplu 14.3. [10, pb.3.3.27]. Sa se gaseasca cu cat scade entropia
apei lichide la temperatura de 25°C, daca presiunea creste cu trei atmosfere.

Rezolvare. Variatia entropiei cu presiunea este data de formula
(14.18). Datele necesare calculului se iau din tabelele corespunzatoare
proceselor din termodinamica [10]. Avem atunci:
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V, = V,y[1 — 0.06427 - 1073(t — 20) + 8.5053 - 10~6(¢ — 20)2 — 6.79
-1078(t — 20)3]
p(20°C) = 0.998203g/cm?

ovr ___18 [—0.06427 - 1072 4+ 2-8.5053 - 107(t — 20) — 3 - 6.79
ot  0.998203° ' '

-1078(t — 20)?]

Pentru t=25°C se obtine % = —2.8294 - 10"*ml/(mol - K)

Observand ca %:%’ deoarece 3—:= 1, variatia entropiei cu
presiunea este:

<65> = —2.8294 - = —2.8294.24.218 - 1077

0p/,_ys ' (mol - K) ' o

= —6.85-10"%cal/(atm - mol - K)

La cresterea presiunii cu 1 atm, entropia unui mol de apa lichida scade
cu —6.85 - 10~ %cal/(atm - mol - K). Atunci pentru cresterea presiunii cu 3
atm se va obtine:

Asp = —3+6.85-107° = —1.95- 10" >cal/(atm - mol - K)

La cresterea presiunii entropia scade, si aceasta se intampla datorita
faptului caci cresterea presiunii favorizeaza aparitia fazelor condensate care
au dezordine mai mica si deci entropie mai mica.

Exemplu 14.4.[10, pb.3.3.36] Prin incélzirea izobara (p=latm) a
metanului de la 300 la 500K, entropia creste cu o anumita valoare. De céte
ori trebuie sa se mareasca izoterm presiunea acestuia, pentru ca variatia de
entropie sa fie nula?

Rezolvare. Cresterea entropiei cu temperatura la presiune constanta
este data de relatiile [10]

(14.19) s\ G, I
—| =-2;a5,=| -2dar
(aT)p T’ P fT T
1

Capacitatea calorica molara a metanului se ia din tabelul T.3.1 [10] si
anume:
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Cg =17.45+6046-10"3-T+1.117-107¢-T? - 7.20-107°
T3 J/(mol - K)

Sau

Cg =417 +17.45-10"3-T+0.267-107%-T? —1.722-107°
T3 cal/(mol - K)

Atunci cresterea entropiei cu temperatura are valoarea:

500 7.4
ASO = f (— +60.46-10"3+1.117-107%-T —7.20-107°
300

J

TN 4.896 cal/(mol - K)

: TZ) dT = 20.862

Marind izoterm (T=500K) presiunea gazului, entropia acestuia scade.
Variatia entropiei cu presiunea este data de [10, F.3.7.1]

(65) B (GV) _V_RT_ (65) _ R AS
ap/ aT/,’ p \op/, p’ T
P2 q
=—RJ —p=—R-lnp—2
1 p pl
Valoarea raportului Z—Z pentru care cele doua efecte se compenseaza,
1

rezulta din ecuatia

—2.303-8.314 - lg% +20.862 =0
1

Rezolvand se obtine 22 = 12.3

P1

Urmatorul exemplu este tipic pentru un sistem cu doua componente.

Exemplu 14.5. [10, pb.3.5.41]

Sa se arate ca pentru o solutie binara, volumele molare partiale ale
celor doi componenti depind de concentratia si densitatea solutiei (conform
F.3.261 si F.3.262 [10])
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Rezolvare. Volumul wunei solutii binare este dat de relatia

v = (M + nZMZ)/p , unde My si M2 sunt masele moleculare ale celor doi

componenti, iar ny si N2 numerele corespunzatoare de moli.
Prin definitie avem ca

5)4 M 0
V; = (_) = 72 - (M, + nzMz) (_p)

on,/ on, ny
- o nl . axz ng
nsideram X, = X, = A —=2) =t _
Consideram x, nn, si X, — vem (anz)n1 e
Exprimand derivata (::) prln se obtine
2
(6p) _0p <0x2) _ ny dp
ony/ — 0x;\0ny)  (ng +ny)?ox,

Apoi avem ca.

n, dp
p? (ny +ny)? dx,
X1 ap
P2 axz

, M,
V, = 7 - (M, + nzMz)

M,
= 7 — (x My + x;M;) —

Tn mod analog, pentru primul component ultima relatie se scrie:

M, X2 aP
V] =—— M, + x,M
1 P (x My + x, M) — 0 6x1

14.2. Cinetica chimica

Daca in subsectiunea precedenta atentia a fost asupra modelelor in
care apar derivatele partiale, in aceasta subsectiune prezentam cateva exemple
de probleme din cinetica chimica in a caror rezolvare intervin functiile
elementare exp si log.

Tn sectiunile 10 si 11 au fost prezentate mai multe exemple referitoare
la modul n care se rezolva problemele din cinetica chimica, anume ecuatii
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diferentiale si sisteme de ecuatii diferentiale. Tn exemplele care urmeaza vom
vedea cum functia exponentiala si logaritmica sunt implicate natural in
gasirea solutiilor problemelor din aceasta ramura.

Exemplu 14.6. Acidul camfocarbonic in etanol absolut sufera o

decarboxilare si esterificare simultana. Schema completa a reactiei este data
n fig. 14.3 de mai jos [10, pb 6.2.1]

k, )
——— C;H,40 - €O,

€yl — O —COOH— ()
(a—=x) C,H,0H ~
—— C1oH,;0C00C,Hy - H,0
(2)
Fig. 14.3

Reactia a fost urmarita prin dozarea la diferite momente de timp a
acidului ramas, iar esterul s-a determinat ih urma saponificarii. S-au
determinat urmatoarele valori:

t min a-X y z
(unit relat)

0 20 - -

10 16.26 1.83 1.91
20 13.25 3.24 3.51
30 10.68 4.58 4.76
40 8.74 5.62 5.64
60 5.88 7.20 6.92
80 3.99 7.93 8.08

Sa se determine constantele ki si k2, ambele cdi de reactie fiind de
ordinul intai.

Rezolvare. Tn etanol ca solvent, procesul de esterificare se desfasoara
dupa o cinetica de ordinul intai. Daca se scrie viteza de disparitie a acidului
camfocarbonic, ea va fi egala cu suma vitezelor de aparitie a celor doi produsi
(conform tabel T.6.4.[10])

v _ 4y 47 (a=x)+ (a1 = (e + k) (a— )
dt _ dt “dr alaTX 2\ = X); g T W Tl =X
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Aceasta este 0 expresie de viteza de ordinul intéi, constanta de viteza
fiind suma celor doua constante de viteza. Dupa integrare se obtine:

2.303 a
kl + kz = t lOg

a—Xx

Cu datele din problema se poate determina suma celor doua constante
de viteza fie printr-o reprezentare grafica, fie prin calcul.

O reprezentare de ordinul intdi din care se determina suma
constantelor k; + k, = 0.0202 min~! este prezentata in fig. 14.4 de mai jos

[10].
146 —————
T —

12 F—*

x

1 ()

E .
10FD °

- °
0,8 |

[ ]
t,min—;

0,6 1 1 1 Py

Fig. 14.4

Se observa usor ca punctele se inscriu foarte bine pe dreapta.
Pentru calculul fiecarei constante in parte vom folosi raportul
concentratiilor y/z. Daca se fac rapoartele diferitelor viteze:

Ty ki oo ke .r_y:E:d_y:X
r, k, dz z

Atunci vom obtine raportul concentratiilor de produsi, egal cu raportul
constantelor de viteza. Media raportului calculata cu datele problemei este

k
~ = 0.98. Asadar -* = 0.98 .
~ - 2 - - - -

In continuare din suma constantelor de viteza obtinuta din datele
cinetice si raportul lor, se va calcula fiecare constanta in parte. Obtinem k; =

0.01min™%, k, = 0.0102min™ 1.
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Exemplu 14.7. [10, pb 6.2.13] Sa se calculeze dupa céat timp de la
Tnceputul reactiei, viteza de aparitie a produsului C este maxima in procesele

. k k . . .
succesive A — B — C pornind de la compusul A pur si luand valorile
urmatoare pentru constantele de reactie [10, sect 6.2]:

k,=32-1073s"1,  k,=75-10"3s"1

Rezolvare. Tn cazul reactiilor succesive de ordinul intai, concentratia
substantei intermediare va creste la inceput pe seama primului proces, va
atinge un maxim si apoi va scadea. Corespunzator acestui maxim, si viteza de
obtinere a produsului final va fi maxima. Utilizand ecuatia integrala pentru
obtinerea produsului final z=z(t) (conform formulelor din T.6.6 [10]) avem:

k k
z=a|l——2 ekt 4 1

—kzt
kz - k1 kz - kl ¢ ]

Se cere maximul lui z'adica punctul in care (z')=0

Dupa doua derivari succesive si egalarea cu zero a celei de a doua
derivate se va obtine conditia de maxim a vitezei. Derivata a doua a functiei
z=z(t) in raport cu timpul va conduce la:

Conditia de maxim a vitezei se va scrie:
kle_klt = kze_kzt

Prin logaritmare vom obtine valoarea timpului ce corespunde atingerii
maximului de viteza de aparitie a produsului C:

t(ky — ky) = Inky — Ink,
k,

lnk—1

"
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2.303:0.3699

Tnlocuind valorile date in problema se obtine in final :t = 3

103 =198s

Exemplu 14.8. [10 pb 6.3.18]
Un compus se descompune monomolecular formand doi produsi:

k k
ASB:ASC

Factorii de frecventa Arrhenius pentru cele doud cai sunt respectiv
10™ si 102 51, Energiile de activare ale celor doui procese sunt E1=14.8 kcal
si E>=16.7kcal. Sa se calculeze temperatura la care cei doi produsi se
formeaza in cantitati egale si la care raportul este de 10:1.

Rezolvare. Se stie ca raportul maselor de produsi sau al concentratiilor
acestora este egal cu raportul constantelor de viteza pentru reactii de ordinul
ntéi [10 sect 6]:

[B] ki Ay EZ_EI]
—=—=—exp

Pentru determinarea temperaturii la care se obtine un anumit raport al
produsilor de reactie vom logaritma aceasta expresie:

k1_ [B]_ A E;—E
lnk—z—ln[c]—lnA2+ RT

de unde vom explicita temperatura si obtinem:

E, - E

! 4,

- B
R [ln%+ lnA1

Pentru raportul de 1:1 vom obtine:

_(16.7—14.8) - 10° 1.9-103

— = = 415.2K
17 71.987(0 + 2.303)  1.987-2.303

Si corespunzitor t;=142°C
Pentru raportul de 10:1 vom obtine:
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(16.7 — 14.8) - 103 1.9-103

= = = 207.6K
1.987 - 2.303(log10 + log10) 1.987 - 4.606

T

Si corespunzitor t;=-65.6°C
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